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VORWORT. 


in  den  Vorreden  zu  den  drei  ersten  Auflagen  (1863, 
1871,  1879 — ^1880)  und  in  den  Göttin gischen  gelehrten 
Anzeigen  vom  27.  Januar  1864  und  20.  September 
1871  habe  ich  über  die  erste  Entstehung  und  die  all- 
mälige  Ausdehnung  dieses  Werkes  die  erforderhchen 
Mittheilungen  gemacht,  auf  welche  ich  hiermit  ver- 
weise. Auch  jetzt,  bei  der  Herausgabe  der  vierten  Auf- 
lage, ist  der  erste  Theil,  welcher  im  Wesentlichen  eine 
im  Winter  1856  bis  1857  von  Dirichlet  zu  Göttingen 
gehaltene  Vorlesung  wiedergiebt  und  bis  §.  120freicht, 
fast  ungeändert  geblieben,  und  ich  habe  mich  begnügt, 
meinen  früheren  Anmerkungen  einige  neue  hinzuzu- 
fügen, um  gelegentlich  auf  eine  andere  Beweisart  oder 
auch  auf  neuere  Erscheinungen  der  Literatur  aufmerk- 
sam zu  machen.  Das  Gleiche  gilt  auch  von  meinen  Zu- 
sätzen, welche  theils  nach  Abhandlungen  von  Dirichlet 
ausgearbeitet,  theils  aus  eigenen  Untersuchungen  hervor- 
gegangen sind.  Nur  das  letzte  Supplement,  welches 
die  allgemeine  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen 
behandelt,  hat  eine  vollständige  Umarbeitung  erfahren; 
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sowohl  die  algebraischen  als  auch  die  eigentlich  zahlen- 
theoretischen Grrundlagen  sind  in  grösserer  Ausführ- 
lichkeit und  in  derjenigen  Auffassung  dargestellt,  welche 
ich  nach  langjähriger  üeberzeugung  für  die  einfachste 
halte,  weil  sie  hauptsächlich  nur  einen  deutlichen 
Ueberblick  über  das  Reich  der  Zahlen  und  die  Kennt- 
niss  der  rationalen  Grundoperationen  voraussetzt.  Die- 
selbe Auffassung  liegt  auch  einigen  Arbeiten  über  die 
Ideal theorie  zu  Grunde,  welche  ich  demnächst  zu  ver- 
öffentlichen hoffe,  und  so  mag  es  Entschuldigung  finden, 
wenn  ich  Manches  eingehender  behandelt  habe,  als  es 
die  unmittelbaren  Ziele  des  vorliegenden  Werkes  zu 
erfordern  scheinen. 

In  der  grossen  Festschrift,  Grimdzüge  einer  arith- 
metischen Theorie  der  algebraischen  Grössen,  durch  welche 
Kronecker  dem  so  bald  nach  ihm  dahin  geschiedenen 
Lehrer  und  Freunde  Kummer  im  Voraus  ein  schönes 
Denkmal  gesetzt  hat,  sind  die  umfassenden  Gedanken 
niedergelegt,  auf  welchen  sich  eine  andere  Theorie  der 
Ideale  ,  erhebt.  Durch  die  Veröffentlichung  derselben 
(1882  in  Crelle's  Journal,  Bd.  92)  hat  Kronecker  einen 
Wunsch  erfüllt,  den  ich  schon  öfter,  zuletzt  im  Juni 
1880  bei  Gelegenheit  der  Enthüllung  unseres  Braun- 
schweiger Standbildes  von  Gauss  ausgesprochen  hatte, 
wo  zugleich  verabredet  wurde,  dass  diese  Abhandlung 
vor  der  von  H.  Weber  und  mir  ausgearbeiteten  Theorie 
der  alaebraischen  Functionen  einer  Veränderlichen  in  Crelle's 
Journal  erscheinen  sollte.  Ihr  Inhalt  war  auch  für  mich 
vollständig  neu,  da  ich  nach  einer  alten  brieflichen 
Mittheilung   aus   dem  Jahre    1857   geglaubt   hatte,   die 
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Theorie  Kronecker's  auf  ganz  anderen  Wegen  suchen 
zu  müssen,  die  ich  in  §.  10  meiner  Schrift  Siir  la 
tkeorie  des  nombres  entiers  algebrujiies  (1877)  angedeutet 
habe.  Ein  sicheres  Urtheil  über  die  Vorzüge  und 
Nachtheile  dieser  Theorie  auszusprechen,  deren  hohe 
Bedeutung  unzweifelhaft  ist,  halte  ich  jetzt  noch  nicht 
für  möglich,  da  in  der  Abhandlung  nur  die  Grund- 
gedanken in  grossen  Zügen  vorgezeichnet  sind;  ich 
möchte  daher  den  Wunsch  aussprechen,  dass  einer  der 
zahlreichen  Schüler  Kronecker's  es  unternähme,  eine 
vollständige,  systematische  Darstellung  dieser  Theorie 
auszuarbeiten;  einen  kleinen  Beitrag  dazu  habe  ich  vor 
Kurzem  in  den  Mittheilungen  der  Deutschen  mathe- 
matischen Gesellschaft  in  Prag  (1892)  zu  geben  ver- 
sucht. Bedenkt  man,  welche  Umgestaltungen  andere 
Theile  der  Mathematik,  z.  B.  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen,  seit  ihren  ersten  Anfängen  im 
Laufe  der  Zeit  erlitten  haben,  so  wird  man  es  für  sehr 
wahrscheinlich  halten,  dass  auch  für  die  Idealtheorie 
noch  einfachere  Grundlagen,  als  die  bisher  bekannten, 
aufgefunden  werden.  Als  eine  solche  Grundlage  kann 
z.  B.  der  von  mir  aus  der  Idealtheorie  abgeleitete  Satz 
(S.  465,  541,  577  der  zweiten,  dritten,  vierten  Auflage 
dieses  Werkes)  über  den  grössten  gemeinsamen  Theiler 
von  zwei  beliebigen  ganzen  algebraischen  Zahlen  an- 
gesehen werden,  und  ich  habe  schon  vor  vielen  Jahren 
versucht,  diesen  Weg  einzuschlagen;  hierbei  ist  es  mir 
zwar  nicht  gelungen,  eine  wesentliche  Vereinfachung 
zu  erzielen,  weil  ich  den  unmittelbaren  Beweis  dieses 
Satzes    doch    nur    mit    denselben    Hülfsmitteln    führen 
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konnte,  welche  im  Wesentlichen  auch  meiner  Theorie 
der  Ideale  zu  Grunde  liegen;  immerhin  möchte  ich 
diesen  Weg  jüngeren  Mathematikern  zur  Beachtung 
empfehlen,  welche  unbefangen  dieses  Feld  der  Forschung 
betreten,  imd  denen  deshalb  ein  solcher  Beweis  wohl 
leichter  gelingen  mag  als  mir. 

Bad  Harzburg,    30.  September  1893. 

ß.  Dedekind, 
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Erster   Abschnitt. 


Von  der  Theilbarkeit  der  Zahlen. 


1. 


Wir  behandeln  in  diesem  Abschnitte  einige  arithmetische 
Sätze,  welche  man  zwar  in  den  meisten  Lehrbüchern  vorfindet,  die 
aber  für  unsere  Wissenschaft  von  so  fundamentaler  Bedeutung 
sind,  dass  eine  strenge  Begründung  derselben  hier  durchaus  noth- 
wendig  erscheint.  Dahin  gehört  zuerst  der  Satz,  dass  das  Product 
einer  Reihe  von  ganzen  positiven  Zahlen  unabhängig  von  der  x\n- 
ordnung  ist,  in  welcher  man  die  Multiplication  ausführt.  Indem 
wir  uns  zunächst  auf  den  Fall  beschränken ,  in  welchem  es  sich 
um  drei  Zahlen  ä^  h.  c  handelt,  bilden  wir  das  folgende  Schema 

(/•        t/m        O«        G       •       •       •      O 
0^        C^        t/m        G       •       •       •       O 

c,  c,  c,  c  .  .  .  c 


0«    t/^     0^     C-    •    ♦    •    C 

welches  aus  b  Horizontalreihen  besteht,  deren  jede  die  Zahl  c 
gleich  oft,  nämlich  a  mal  enthält,  und  stellen  uns  die  Aufgabe, 
die  Summe  aller  aufgeschriebenen  Zahlen  zu  bestimmen.  Zunächst 
können  wir  sagen:  da  die  Zahl  c  in  jeder  Horizontalreihe  amal 
vorkommt ,  so  ist  nach  dem  Grundbegriff  der  Multiplication  die 
Summe  aller  in  einer  solchen  Reihe  befindlichen  Zahlen  gleich  ca, 
indem  wir  den  Mtiltiplicand  c  durch  die  Stellung  von  dem  Multi- 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  i 
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plicator  a  unterscheiden;  da  ferner  b  solche  Horizontalreihen  vor- 
handen sind,  so  ist  die  Summe  sämmtlicher  Zahlen  gleich  {ca)h^ 
wo  jetzt  ca  der  Multiplicand,  h  der  Multiplicator  ist.  Nun  können 
wir  aber  dieselbe  Summe  auch  auf  anderem  Wege  durch  die  Be- 
merkung bestimmen,  dass  das  obige  Schema  aus  a  Verticalreihen 
besteht,  deren  jede  ftmal  die  Zahl  c  enthält;  es  ist  also  die  Summe 
aller  in  einer  Verticalreihe  befindlichen  Zahlen  gleich  c&,  und 
folglich  die  Totalsumme  gleich  (ch)a.     Wir   erhalten  mithin  das 

erste  Resultat 

(ca)b  =  (ch)a^ 

aus  welchem  wir,  indem  wir  die  bisher  ganz  willkürliche  Zahl 
c  =  1  setzen,  die  Folgerung  ziehen,  dass 

ah  =  ha 

ist,  d.  h. :  in  einem  Product  aus  zwei  ganzen  positiven  Zahlen  dürfen 
Multiplicand  und  Multiplicator  mit  einander  vertauscht  tverden. 
Man  lässt  deshalb  auch  in  der  Benennung  den  Unterschied  zwischen 
Multiplicand  und  Multiplicator  ganz  fallen,  indem  man  beide  unter 
dem  gemeinschaftlichen  Namen  Factoren  zusammenfasst. 

Wir  können  nun  dieselbe  Totalsumme  sämmtlicher  in  dem 
obigen  Schema  befindlichen  Zahlen  noch  auf  eine  dritte  Art  be- 
stimmen, indem  wir  abzählen,  wie  oft  der  Summand  c  im  Ganzen 
vorkommt.  Zunächst  ist  a  die  Anzahl  der  in  einer  jeden  Hori- 
zontalreihe befindlichen  Zahlen  c^  und  folglich  ist,  da  h  solche 
Horizontalreihen  vorhanden  sind,  die  Anzahl  aller  aufgeschriebenen 
Zahlen  gleich  ah.  Hieraus  folgt,  dass  die  Totalsumme  den  Werth 
c(ab)  hat,  dass  also 

(^ca)h  =  (ch)a  =  c(a  h) 

ist.  Verbindet  man  hiermit  den  schon  oben  betrachteten  speciellen 
Fall  ah  =  ha^  so  kann  man  das  Bisherige  in  folgendem  Satze 
zusammenfassen: 

Wenn  man  von  drei  positiven  ganzen  Zahlen  zwei  nach  Be- 
liehen auswühlt  und  als  Factoren  zu  ihrem  Producte  vereinigt,  so- 
dann dieses  Froduct  und  die  dritte  jener  drei  Zahlen  mit  einander 
muUiplicirt,  so  hat  das  so  entstehende  Product  stets  denselhen  Werth, 
wie  man  auch  die  ersten  beiden  Zahlen  ausgetvählt  haben  mag. 

Da  also  dieses  Product  von  der  Anordnung  der  beiden  suc- 
cessiven  Multiplicationen  ganz  unabhängig  ist,  so  bezeichnet  man 
dasselbe  kurz  als  das  Product  aus  jenen  drei  Zahlen  und  nennt 
diese  letzteren  ohne  Unterschied  die  Factoren  des  Productes. 
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§•  2. 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  ohne  ein  neues  Princip  anzuwen- 
den, dass  ein  ganz  ähnlicher  allgemeinerer  Satz  für  jedes  System 
S  von  beliebig  vielen  positiven  ganzen  Zahlen 

a,  h^  c  .  .  . 
gilt.  Die  allgemeinste  Art,  diese  Zahlen  durch  wiederholte  An- 
wendung einfacher,  d.  h.  auf  nur  zwei  Zahlen  bezüglicher  Multi- 
plicationen  zu  einem  Producte  zu  vereinigen,  ist  folgende.  Man 
greife  nach  Belieben  zwei  Zahlen  aus  dem  System  S  heraus  und 
bilde  ihr  Product;  der  aus  den  übrigen  Zahlen  des  Systems  S  und 
aus  diesem  Product  bestehende  Zahlencomplex  S'  enthält  dann 
eine  Zahl  weniger  als  S;  indem  man  wieder  ganz  nach  Belieben 
zwei  Zahlen  aus  S'  zu  ihrem  Producte  vereinigt  und  die  anderen 
unverändert  lässt,  erhält  man  ein  System  S"  von  Zahlen,  deren 
Anzahl  um  zwei  kleiner  ist,  als  die  der  ursprünglich  gegebenen 
Zahlen.  Fährt  man  so  fort,  so  wird  man  zuletzt  zu  einer  ein- 
zigen Zahl  gelangen,  und  der  zu  beweisende  Satz  besteht  darin, 
dass  diese  am  Ende  des  Processes  resuUirende  Zahl  immer  die- 
selbe sein  lüird,  auf  iveJche  Art  man  auch  die  einzelnen  einfachen 
MuUiplicationen  anordnen  mag. 

Um  dies  zu  zeigen,  wenden  wir  die  vollständige  Induction  an, 
d.  h.  wir  nehmen  an,  der  Satz  sei  richtig,  wenn  die  Anzahl  der 
ursprünglich  gegebenen  Zahlen  oder  Factoren  =  n  ist,  und  be- 
weisen, dass  er  dann  auch  für  die  nächst  grössere  Anzahl  n  -\-  \ 
von  Factoren  ebenfalls  gültig  sein  muss.     Es  sei  also  ein  System 

S  von  w  -j-  1  Zahlen 

a^  b^  c,  d^  e  .  .  . 

gegeben,  so  wähle  man  irgend  zwei  derselben,  z.  B.  ä  und  b,  und 
bilde  ihr  Product  ab]  der  nun  entstehende  Zahlencomplex  ent- 
hält nur  noch  die  n  Zahlen 

ab,  c,  d,  e  .  .  . 
und  folglich  ist  nach  unserer  Annahme  das  Endresultat  von  der 
weiteren  Anordnung  des  Processes  ganz  unabhängig.  Bei  einer 
anderen  Anordnung  der  ganzen  Operation  kann  daher  höchstens 
dann  ein  anderes  Endresultat  zum  Vorschein  kommen,  wenn  das 
bei  dem  ersten  Schritte  ausgewählte  Zahlenpaar  von  a,  b  ver- 
schieden ist,  und  zwar  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
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Erstens  kann  es  sein,  dass  bei  der  zweiten  Anordnung  zu- 
erst eine  der  beiden  Zahlen  a,  &,  z.  B.  a,  mit  einer  der  übrigen 
c,  ^,  e  .  .  . ,  z.  B.  mit  c,  zu  dem  Producte  ac  vereinigt  wird,  so 
dass  der  nächste  Complex  aus  den  n  Zahlen 

ac,  h^  d,  e  .  .  . 
besteht;  da  nun  sowohl  bei  der  ersteren  wie  bei  der  letzteren  An- 
ordnung die  auf  den  ersten  Schritt  folgenden  Operationen  keinen 
Einfluss  auf  das  Endresultat  ausüben  können,  so  setze  man  die 
erste  Anordnung  so  fort,  dass  zunächst  die  beiden  Zahlen  a6  und 
c,  die  zweite  so,  dass  zunächst  die  beiden  Zahlen  ac  und  b  ver- 
einigt werden.  Auf  diese  Weise  entsteht  bei  der  ersten  Anordnung 
zunächst  der  Complex- 

{ah)c,  d,  e  .  .  . 

bei  der  zweiten  der  Complex 

(ac)b,  6?,  e  .  .  . 

Da  nun  zufolge  des  vorhergehenden  Paragraphen  die  beiden  Pro- 
ducte (a  h)  c  und  (a  c)  &,  und  folglich  auch  die  beiden  vorstehenden 
Complexe  identisch  sind,  so  wird,  da  jeder  derselben  nur  noch 
n  —  1  Zahlen  enthält,  bei  der  ersten  wie  bei  der  zweiten  An- 
ordnung dasselbe  Endresultat  auftreten. 

Zweitens  kann  es  aber  auch  sein,  dass  bei  dem  ersten  Schritt 
der  zweiten  Anordnung  Tieine  der  beiden  Zahlen  a,  6,  sondern 
zwei  von  den  übrigen,  z.  B.  c,  d,  herausgegriifen  werden ,  so  dass 
zunächst  der  Complex 

a,  &,  cd,  ß  .  .  . 

entsteht.  Auch  jetzt  kann  man  wieder  die  auf  den  ersten  Schritt 
folgenden  Operationen  bei  beiden  Anordnungen  nach  Belieben 
ausführen;  man  vereinige  daher  zunächst  bei  der  ersten  Anord- 
nung die  Zahlen  c,  d,  und  bei  der  zweiten  Anordnung  die  Zahlen 
a,  6;  dann  besteht  bei  beiden  Anordnungen  der  nächstfolgende 
Complex  aus  denselben  n  —  1  Zahlen 

ab,  cd,  e  .  .  . 

und  folglich  wird  abermals  das  Endresultat  bei  beiden  dasselbe 
sein. 

Hiermit  ist  die  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  bewiesen;  denn 
da  er  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  für  n  =  3  gilt,  so 
gilt  er  nach  dem  Vorstehenden  auch  für  alle  Systeme  von  Zahlen, 
deren  Anzahl  =  4,  5,  G  u.  s .  w.  ist.  Das  Endresultat  heisst  auch 
Jetzt  wieder  dasProduct  aus  den  gegebenen  Zahlen,  diese  letzteren 


I 
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heissen  die  Factoren  des  Productes ,  und  man  bezeichnet  das 
Product  durch  das  Nebeneinanderschreiben  sämmtHcher  in  be- 
liebiger Ordnung  folgenden  Factoren. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  der,  dass  man  bei  der 
Bildung  des  Productes  aus  beUebig  vielen  Zahlen  oder  Factoren 
dieselben  nach  Belieben  in  Gruppen  vertheilen  und  alle  in  einer 
Gruppe  enthaltenen  Factoren  zu  ihrem  Product  vereinigen  darf; 
das  Product  aus  diesen  den  einzelnen  Gruppen  entsprechenden 
Producten  wird  immer  mit  dem  Producte  aller  gegebenen  Zahlen 
übereinstimmen;  denn  offenbar  ist  diese  Bildung  selbst  eine  der 
verschiedenen  möglichen  Anordnungen  des  Processes.    So  ist  z.  B. 

ahcde  =  (ab)c(de)  =  (abcd)e  =  (ahe)  {cd). 

Es  ist  nicht  schwierig,  dieselben  Sätze  auch  für  den  Fall  zu 
beweisen,  dass  unter  den  Factoren  eines  Productes  beliebig  viele 
negative  sind;  das  Vorzeichen  des  Productes  wird  das  positive 
oder  negative  sein,  je  nachdem  die  Anzahl  der  negativen  Factoren 
gerade  oder  ungerade  ist.  Endlich  mag  noch  daran  erinnert 
werden,  dass  auch  die  ganze  Zahl  Nidl  als  Factor  auftfeten  kann, 
in  welchem  Falle  das  Product  stets  ==  0  sein  wird. 


§.  3. 

Wenn  die  Zahl*)  a  das  Product  aus  der  Zahl  h  und  einer 
zweiten  ganzen  Zahl  w,  also  a  =  mb  ist,  so  nennt  man  a  ein 
Vielfaches  oder  MuUiplimi  von  h;  statt  dessen  sagt  man  auch: 
a  ist  theiJbar  durch  6,  oder:  b  ist  ein  TheiJer  oder  Divisor  von  a, 
oder  endlich :  b  geht  in  a  auf.  Alle  diese  Benennungen  sind  gleich 
gebräuchlich,  und  da  es  in  der  Zahlentheorie  ausserordentlich  oft 
vorkommt,  diese  Beziehung  zwischen  zwei  Zahlen  auszudrücken, 
so  ist  es  angenehm,  dafür  eine  Reihe  verschiedener  Ausdrücke  zu 
besitzen.  Aus  der  Definition  des  Vielfachen  leuchten  nun  sogleich 
folgende  Sätze  ein,  von  denen  später  sehr  häufig  Gebrauch  gemacht 
werden  wird. 

1.  Ist  a  Multiplum  von  &,  b  wieder  Multiplum  von  c,  so  ist 
auch  a  Multiplum  von  c.    Denn  der  Annahme  nach  ist  a  =  mb^ 


*)  Unter  Zahlen  schlechthin  sind  hier  und  im  Folgenden  immer  ganze 
Zahlen  zu  verstehen. 
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b  =  nc^  wo  m  und  n  irgend  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten;  hier- 
aus folgt  a  =  m(nc)  =  (mn)  c,  also  ist  a  theilbar  durch  c. 

Allgemein:  hat  man  eine  Reihe  von  Zahlen,  in  welcher  jede 
ein  Vielfaches  der  nächstfolgenden  ist,  so  ist  auch  jede  frühere 
Zahl  ein  Vielfaches  von  jeder  späteren. 

2.  Ist  die  Zahl  a  sowohl  als  auch  b  ein  Multiplum  einer 
dritten  Zahl  c,  so  ist  auch  die  Summe  und  die  Differenz  der  beiden 
ersteren  ein  Multiplum  der  dritten.  Denn  aus  a  =  mc^  b  z=  nc 
folgt  a  ±:  b  =  (m  ±  n)  c. 


§.4. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  Lehre  von  der  Theil- 
barkeit  der  Zahlen  ist  folgende  Aufgabe"^):  Wenn  irgend  zwei 
ganze  positive  Zahlen  «,  b  gegeben  sind,  so  sollen  die  gemeinschaft' 
liehen  Theiler  derselben,  d.  h,  diejenigen  Zahlen  8  gefunden  iverden, 
welche  gleichzeitig  in  a  und  in  b  aufgehen. 

Wir  können  annehmen,  es  sei  a  grösser  oder  wenigstens  nicht 
kleiner  als  b\  dann  wird  die  Division  von  a  durch  b  einen  Quotien- 
ten m  und  einen  Rest  c  geben,  welcher  letztere  jedenfalls  kleiner 
als  b  ist.  Betrachten  wir  nun  die  aus  dieser  Division  resultirende 
Gleichung 

a  =  mb  -^  c 

und  nehmen  wir  an,  es  sei  8  irgend  eine  sowohl  in  a  als  in  b  auf- 
gehende Zahl,  so  ist  d  jedenfalls  auch  ein  Divisor  des  Restes  c; 
denn  da  a  und  b  Multipla  von  8  sind,  so  ist  (nach  §.  3)  mb,  und 
folglich  auch  die  Differenz  a  —  mb  =  c  ein  Multiplum  von  8. 
Wir  können  daher  sagen:  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der 
beiden  Zahlen  a,  b  ist  auch  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der 
beiden  Zahlen  b,  c.  Umgekehrt,  ist  8  ein  gemeinschaftlicher  Di- 
visor der  beiden  Zahlen  6,  c,  so  ist,  da  8  dann  auch  in  mb  auf- 
geht, die  Summe  mb  -\-  c  =  a  der  beiden  Multipla  mb  und  c 
von  8  ebenfalls  ein  Multiplum  von  8]  also  ist  jeder  gemeinschaft- 
liche Divisor  der  Zahlen  6,  c  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  der 
Zahlen  a,  b.  Mithin  stimmen  die  gemeinschaftlichen  Divisoren  der 
beiden  Zahlen  a,  b  vollständig  mit  denen  der  beiden  Zahlen  ?;,  c 
überein;  unsere  Untersucliung  ist  daher  von  dem  Paare  a,  b  auf 


*)  Euclid's  Elemente,  Buch  VII,  Satz  2. 
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das  Paar  h,  c  reducirt,  und  da  h  nicht  grösser  als  a,  c  aber 
jedenfalls  kleiner  als  h  ist,  so  können  wir  mit  Recht  sagen,  dass 
das  Problem  auf  ein  einfacheres  zurückgeführt  sei. 

Wenn  nun  c  von  Null  verschieden  ist,  die  erste  Division  also 
nicht  aufgeht,  so  können  wir,  indem  wir  h  durch  die  kleinere  Zahl 
c  dividiren,  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form 

h  =  HC  -\-  d 

bilden,  in  welcher  der  Divisionsrest  d  kleiner  als  der  vorhergehende 
c  ist.  Durch  eine  der  obigen  ganz  ähnliche  Betrachtung  ergiebt 
sich  dann,  dass  die  gemeinschaftlichen  Divisoren  der  beiden  Zahlen 
c,  d  vollständig  mit  denen  der  Zahlen  6,  c  und  also  auch  mit  denen 
der  Zahlen  «,  h  übereinstimmen. 

So  kann  man  fortfahren,  bis  einmal  die  Division  aufgeht,  was 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  durchaus  eintreten 
muss;  denn  die  Zahlen  ö,  c,  cZ  .  .  .  bilden  eine  Reihe  von  beständig 
abnehmenden  Zahlen,  und  da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Zahlen  giebt,  welche  kleiner  sind  als  &,  so  muss  unter  ihnen  end- 
lich auch  die  Null  erscheinen.  Wir  haben  dann  eine  Kette  von 
Gleichungen  von  der  Form 

a  =  mh  -\-  c 
b  =  HC  -\-  d 
c  ^=  pd  -f  e 


f  =  sg  -{-  h 
g  =  th. 


Jeder  gemeinschaftliche  Divisor  8  von  a,  h  ist  auch  Divisor  der  fol- 
genden Zahlen  c,  cZ  .  .  .,  endlich  auch  von  /?;  umgekehrt,  ist  8  ein 
Divisor  von  ä,  so  lehrt  die  letzte  Gleichung,  dass  8  auch  Divisor 
von  g,  also  gemeinschaftlicher  Divisor  von  g  und  h  ist;  folglich  ist 
8  auch  Divisor  von  /  und  ebenso  von  den  vorhergehenden  Zahlen, 
endlich  auch  von  h  und  von  a.  Wir  haben  daher  das  Resultat: 
Die  gemeinschaftlichen  Divisoren  zweier  Zahlen  a  und  h  stim- 
men überein  mit  den  sämmtlichen  Divisoren  Einer  bestimmten  Zahl 
h^  welche  man  durch  den  obigen  Algorithmus  stets  finden  kann. 
Da  nun  h  selbst  zu  diesen  Divisoren  gehört  und  unter  ihnen 
dem  Werth  nach  der  grösste  ist,  so  nennt  man  diese  Zahl  h  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Zahlen  a  und  b. 


8  Erster  Abschnitt.  §•  5 

Hiermit  ist  nun  zwar  unser  Problem  nicht  vollständig  gelöst, 
sondern  nur  auf  das  andere  zurückgeführt,  sämmtliche  Divisoren 
einer  gegebenen  Zahl  h  zu  finden,  für  welches  wir  noch  keine  di- 
recte  Lösung  haben;  allein  es  wird  sich  im  Folgenden  hinreichend 
zeigen,  dass  der  obige  Algorithmus  ein  Fundament  bildet,  auf 
w^elchem  sich  die  Grundprincipien  der  Zahlentheorie  mit  ebenso 
grosser  Strenge  wie  Leichtigkeit  aufbauen  lassen.  Nur  einige  Be- 
merkungen noch,  um  auch  nicht  den  geringsten  Zweifel  gegen  die 
Allgemeinheit  der  folgenden  Sätze  aufkommen  zu  lassen:  wir 
haben  die  obige  Kette  von  Gleichungen  gebildet  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  a  nicht  kleiner  als  h  sei;  allein  für  den  Fall,  dass 
a<ch  sein  sollte,  braucht  man  nur  m  ■=  0,  also  c  =  a  zu  nehmen, 
um  dieselbe  Form  auch  dann  zu  wahren.  Ebenso  leicht  erkennt 
man,  dass  das  Vorzeichen  der  Zahlen  a,  b  ganz  unwesentlich  ist; 
ja,  es  darf  sogar  eine  von  ihnen  =  0  sein;  nur,  wenn  beide  =  0 
sind,  kann  von  einem  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  derselben 
keine  Kede  sein. 


§.  5. 

Besonders  interessant  ist  der  specielle  Fall,  in  welchem  der 
grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zweier  Zahlen  a,  h  die  Einheit 
ist;  man  nennt  zwei  solche  Zahlen  relative  Primzahlen,  auch  wohl 
Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor^  indem  man  absieht  von 
dem  allen  Zahlen  gemeinschaftlichen  Divisor  1 ;  oder  man  sagt 
auch:  a  ist  relative  Primzahl  gegen  oder  zu  h.  Dieser  Definition 
zufolge  erkennt  man  also  zwei  Zahlen  als  relative  Primzahlen  daran, 
dass  bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors 
einmal  der  Rest  h  =  \  auftritt.  (Wenn  eine  der  beiden  Zahlen 
a,  h  gleich  Null  ist,  so  muss  die  andere  offenbar  r=  +  1  sein.) 
Für  solche  Zahlen  gilt  nun  der  folgende 

Hauptsatz:  Sind  a,  h  relative  Primzahlen^. und  ist  k  eine  he- 
liebige  dritte  Zalil^  so  ist  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden 
Zahlen  ah^b  auch  gemeinschaftlicher  Theiler  der  beiden  Zahlen  hb. 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  braucht  man  nur  sämmtliche 
Gleichungen,  die  bei  dem  Algorithmus  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisors  der  Zahlen  a,  b  gebildet  werden,  und  deren  vor- 
letzte, da  7^  =  1  ist,  in  unserem  Falle  f  =  sg  -\-  1  lautet,  mit  k 
zu  multipliciren ;  man  erhält  dann 
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ah  =  mhh  -\-  cJc 
hh  =  7ich  -\-  dh 
cJc  =  pdh  -\-  elc 


fk  =:  sgh  -\-  h 
Ist  nun  6  irgend  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  «Ä;  und  6,  so 
geht  d  auch  in  bh^  mhlc,  also  auch  in  ah  —  mhh  =  ch  auf;  es  geht 
daher  8  auch  in  nch  und  folglich  auch  in  hh  —  nch  =  dh  auf. 
Und  indem  man  diese  Schlussweise  fortsetzt,  gelangt  man  zu  dem 
Resultat,  dass  ö  auch  m  fh^  in  gk,  folglich  auch  in  fh  —  sgh  =  Je 
aufgehen  muss,  was  zu  bew^ eisen  war. 

Im  Folgenden  werden  wir  vorzüglich  zwei  specielle  Fälle 
dieses  Satzes  gebrauchen,  nämlich: 

1.  Bas  Product  zweier  Zahlen  a  und  h^  deren  jede  relative 
Primzahl  gegen  eine  dritte  b  ist^  ist  gleichfalls  relative  Primzahl  zu  b; 
denn  unserem  Satze  nach  haben  ah  und  b  dieselben  gemeinschaft- 
lichen Divisoren,  wie  h  und  b ;  da  aber  h  und  b  relative  Primzahlen 
sind,  so  haben  sie  nur  den  einzigen  gemeinschaftlichen  Divisor  1; 
dasselbe  gilt  daher  von  ah  und  &,  also  sind  diese  Zahlen  relative 
Primzahlen. 

2.  Sind  a  und  b  relative  Primzahlen^  und  ist  ah  durch  b  theil- 
bar^  so  ist  auch  h  durch  b  theilbar;  denn  da  der  Annahme  zufolge 
ah  und  b  den  gemeinschaftlichen  Divisor  b  haben,  so  muss  dem 
Hauptsatze  nach  b  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  von  h  und  b, 
also  jedenfalls  Divisor  von  h  sein. 

3.  Den  ersten  dieser  beiden  Sätze  kann  man  leicht  verall- 
gemeinern. Ist  jede  der  Zahlen  a,  b^  c,  d  .  .  .  relative  Primzahl 
gegen  eine  Zahl  a,  so  ist  auch  a b^  folglich  auch  das  Product  abc 
aus  ab  und  c,  folglich  auch  das  Product  abcd  aus  abc  und  d  u. s.f., 
kurz  das  Product  abcd  .  .  .  aller  jener  Zahlen  ebenfalls  relative 
Primzahl  gegen  «.    Allgemeiner,  hat  man  zivei  Beihen  von  Zahlen 

a^  b^  c^  d  .  .  . 
und 

ft,  /5,  r  .  .  . 

von  der  Beschaffenheit^  dass  jede  Zahl  der  einen  Beihe  relative 
Primzahl  gegen  jede  Zahl  der  anderen  Beihe  ist,  so  ist  auch  das 
Product  abcd  .  .  .  aller  Zahlen  der  einen  Beihe  relative  Primzahl 
gegen  das  Product  aßy  .  .  .  aller  Zahlen  der  anderen  Beihe.  Denn 
soeben  ist  bewiesen,  dass  jede  der  Zahlen  a,  /3,  y  ...  relative  Prim- 
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zahl  gegen  das  Product  ah  cd  .  .  .  ist,  woraus  durch  nochmahge 
Anwendung  desselben  Satzes  auch  folgt,  dass  ihr  Product  aßy  . . . 
ebenfalls  relative  Primzahl  gegen  ah  cd  .  .  .  ist. 

4.  Hieraus  können  wir  wieder  einen  speciellen  Fall  ableiten, 
indem  wir  annehmen,  dass  die  Zahlen  h^  c^  d  .  .  .  identisch  mit  a, 
ferner  die  Zahlen  ß^  y  .  .  .  identisch  mit  a  sind;  wir  erhalten  dann 
das  Resultat:  ist  a  relative  Primzahl  gegen  a,  so  ist  auch  jede 
Potenz  der  Zahl  a  relative  Primsahl  gegen  jede  Potenz  der  Zahl  «. 

Eine  Anwendung  hiervon  macht  man  bei  dem  Beweise  des 
Satzes,  dass  die  mte  Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  A  entweder 
irrational  oder  selbst  eine  ganze  Zahl  ist;  denn  wenn  jene  Wurzel 
rational,  d.  h.  von  der  Form  r :  s  ist,  wo  r  und  s  ganze  Zahlen  be- 
deuten, die  man  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor  annehmen  kann, 
so  ergieht  sich  aus  r"'  =  ^s"',  dass  r'^  durch  s'"  theilbar  ist;  da 
nun  r  und  s,  folglich  auch  r"*  und  s"*  relative  Primzahlen  sind,  so 
muss  s'"  ==  1,  also  auch  s  =  1  sein;  mithin  ist  jene  Wurzel  eine 
ganze  Zahl  r. 


6. 


Die  Aufgabe  des  §.  4  in  der  Weise  verallgemeinert,  dass  für 
eine  ganze  Reihe  gegebener  Zahlen  a,  &,  c,  d...  alle  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  gesucht  werden,  führt  zu  einem  ganz  ähnlichen 
Resultate.  Es  sei  h  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  a 
und  &,  so  ist,  wie  wir  früher  fanden,  jeder  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a  und  h  auch  Divisor  von  h  und  umgekehrt;  jeder 
gemeinschaftliche  Divisor  der  drei  Zahlen  a,  ^,  c  ist  daher  auch 
gemeinschaftlicher  Divisor  von  h^  c  und  umgekehrt ;  bezeichnet  man 
daher  mit  Iz  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  von  h  und  c, 
so  ist  jede  gleichzeitig  in  a,  h^  c  aufgehende  Zahl  Divisor  von  ä;, 
und  umgekehrt  wird  jeder  Divisor  von  ^  auch  Divisor  der  drei 
Zahlen  a,  ö,  c  sein.  Bildet  man  ferner  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  l  der  beiden  Zahlen  h  und  d^  so  stimmen  die  ge- 
meinschaftlichen Divisoren  der  vier  Zahlen  a,  &,  c,  d  vollständig 
überein  mit  den  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  l  u.  s.  f.  Wir 
haben  daher  das  Resultat:  ist  irgend  eine  Reihe  von  Zahlen  a,  h, 
c^  d  .  .  .  gegeben^  so  gieht  es  stets  eine  —  und  natürlich  auch  nur 
eine  —  Zahl  m  von  der  Beschaffenheit^  dass  jede  gleichzeitig  in  a-> 
in  &,  in  c,  in  d  ii.  s.  w.  aufgehende  Zahl  auch  in  m  aufgeht^  und 
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umgekehrt  jeder  Divisor  von  m  auch  Divisor  jeder  einseinen  der 
Zahlen  a^  h^  c^  d  .  .  .  ist.  Diese  vollkommen  bestimmte  Zahl  m 
heisst  deshalb  wieder  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  ge- 
gebenen Zahlen.  (Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  nur  dann  ein, 
wenn  die  gegebenen  Zahlen  alle  =  0  sind.)  Setzt  man  ferner 
a  =  ma\  h  =  mh'^  c  =  in c',  d  =  md'  . . . ,  so  sind  «',  6',  c\  d'  ... 
ganze  Zahlen,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  =  1  ist, 
oder,  wie  man  kurz  sagt,  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler, 
Umgekehrt,  wenn  a',  &',  c\  d'  .  .  .  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen 
Theiler  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  m  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  der  Zahlen  ma\  mh',  mc'  md'  .  .  .  ist. 

Dagegen  bemerken  wir  an  dieser  Stelle  ein-  für  allemal,  dass, 
wenn  Zahlen  a,  h,  c^  d  .  .  .  relative  Primsahlen  genannt  werden, 
darunter  stets  zu  verstehen  ist,  dass  je  zwei  von  ihnen  relative 
Primzahlen  sind ;  solche  Zahlen  sind  daher  stets  zugleich  Zahlen 
ohne  gemeinschaftlichen  Theiler;  aber  Zahlen  ohne  gemeinschaft- 
lichen Theiler  sind  nicht  nothwendig  relative  Primzahlen. 


§•  7. 

Gewissermaassen  das  Umgekehrte  der  vorhergehenden  ist  die 
folgende  Aufgabe:  Wenn  eine  Beihe  von  Zahlen  a,  6,  c,  d  .  .  .  ge^ 
geben  ist,  so  sollen  alle  gemeinschaftlichen  Multipla  derselben.,  d.  h. 
alle  Zahlen  gefunden  werden,  ivelche  durch  jede  einzelne  der  ge- 
gebenen Zahlen  theilbar  sind.  Da  von  den  gesuchten  Zahlen  zu- 
erst gefordert  wird,  dass  sie  durch  a  theilbar  sein  sollen,  so  sind 
sie  jedenfalls  in  der  Form  sa  enthalten,  wo  s  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Ist  nun  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
der  beiden  Zahlen  a  ==  da'  und  b  =  db',  so  sind  a'  und  b'  re- 
lative Primzahlen;  soll  daher  sa  =  sa'd  theilbar  sein  durch 
b  ^=b'd,  so  muss  s  a'  durch  &',  und  folglich  (§.  5,  2.)  auch  s  durch  b' 
theilbar,  also  von  der  Form  s'  b'  sein,  wo  s'  wieder  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Sämmtliche  sowohl  durch  a  als  durch  b  theilbare 
Zahlen  sind  daher  von  der  Form  sa  =  s' .a'  b'  d,  und  umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass  alle  in  dieser  Form  enthaltenen  Zahlen  sowohl 
durch  a  =  a' ö  als  durch  b  =  b'8  theilbar  sind. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  die  sämmtlichen  gemeinschaftlichen 
Multipla  der  beiden  Zahlen  a,  b  übereinstimmen  mit  den  sämmt- 
lichen Vielfachen  einer  bestimmten  Zahl 
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a'b'd  :=  -^  =  a, 

welche  man  deshalb   das   Meinste  gemeinschaftliche   Vielfache  der 
beiden  Zahlen  a,  b  nennt. 

Um  diesen  Satz  für  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Zahlen 
a,  b,  c^  d  .  .  .  zu  verallgemeinern,  braucht  man  nur  zu  bemerken, 
dass  jedes  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Zahlen 

a,  b,  c,  d  .  .  . 

nothwendig  auch  ein  gemeinschaftliches  Vielfaches  der  Zahlen 

^,  c,  d  .  .  . 
ist  und  umgekehrt.  Man  wird  daher  zunächst  das  kleinste  ge- 
meinschaftliche Multiplum  V  der  beiden  Zahlen  ^  und  c  suchen, 
dann  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  q  von  v  und  d  u.  s.  f. 
Auf  diese  Weise  leuchtet  ein,  dass  sämmtliche  gemeinschaftliche 
Multipla  der  gegebenen  Zahlen  a^  b,  c^  d  .  .  .übereinstimmen  mit 
den  sämmtlichen  Vielfachen  einer  einzigen  vollständig  bestimmten 
Zahl  09,  welche  man  deshalb  das  Meinste  gemeinschaftliche  Viel- 
fache der  gegebenen  Zahlen  nennt. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  in  welchem  die 
Zahlen  a^  b^  c,  d  .  .  .  relative  Primzahlen  sind.  In  diesem  Falle  ist 
zunächst  d  =  1,  also  ist  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
der  beiden  relativen  Primzahlen  a  und  b  ihr  Product  ab.  Da  nun 
€  wieder  relative  Primzahl  gegen  a  und  gegen  5,  also  (§.  5, 1.)  auch 
gegen  ab  ist,  so  ist  abc  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum 
der  drei  Zahlen  a,  b,  c  u.  s.  f.  Kurz,  man  erhält  das  Resultat: 
Sind  a,  b,  c,  d  .  .  .  relative  Primzahlen^  so  ist  jede  Zalil^  iveJche 
durch  jede  einzelne  derselben  theilbar  tst^  auch  durch  ihr  Product 
ab  cd  .  .  .  theilbar. 


Da  jede  Zahl  sowohl  durch  die  Einheit,  als  auch  durch  sich 
selbst  theilbar  ist,  so  hat  jede  Zahl  —  die  Einheit  selbst  ausge- 
nommen —  mindestens  zwei  (positive)  Divisoren.  Jede  Zahl  nun, 
welche  keine  anderen  als  diese  beiden  Divisoren  besitzt,  heisst  eine 
Primzahl  (numerus  primus)\  es  ist  zweckmässig,  die  Einheit  nicht 
zu  den  Primzahlen  zu  rechnen,  weil  manche  Sätze  über  Primzahlen 
nicht  für  die  Zahl  1  gültig  bleiben. 

Aus  dieser  Erklärung  ergiebt  sich  der  Satz:  Wenn  p  eine 
Primzahl  und  a  irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  so  geht  entweder  p  in 
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a  auf^  oder  p  ist  relative  Frmzahl  zu  a.  Denn  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Divisor  von  p  und  a  ist  entweder  p  selbst  oder 
die  Einheit. 

Hieraus  folgt  weiter :  Wenn  ein  Froduct  aus  mehreren  Zahlen 
a^  h,  c^  d  .  .  .  durch  eine  Fr  im  zahl  p  theilhar  ist  ^  so  geht  p  min- 
destens in  einem  der  Factoren  a,  h^  c,  d  .  .  .  auf.  Denn  wäre  keine 
einzige  dieser  Zahlen  durch  p  theilhar,  so  wäre  p  relative  Prim- 
zahl gegen  jede  einzelne  von  ihnen  und  folglich  auch  gegen  ihr 
Product,  was  gegen  die  Annahme  streitet,  dass  dies  Froduct  durch 
p  theilhar  ist. 

Jede  Zahl,  welche  ausser  sich  selbst  und  der  Einheit  noch 
andere  Divisoren  hat,  heisst  zusammengesetzt  (numerus  compositus). 
Diese  Benennung  wird  gerechtfertigt  durch  folgenden 

Fundamentalsatz  \  Jede  zusammengesetzte  Zahl  lässt  sich  stets 
und  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  Froduct  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Frimzahlen  darstellen. 

Beweis.  Da  jede  zusammengesetzte  Zahl  m  ausser  1  und  m 
noch  andere  Divisoren  hat,  so  sei  a  ein  solcher;  ist  nun  a  keine 
Primzahl,  also  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  besitzt  a  ausser  1 
und  a  noch  andere  Divisoren,  z.  B.  &;  ist  h  noch  keine  Primzahl, 
also  zusammengesetzt,  so  hat  b  wieder  mindestens  einen  Divisor  c, 
der  von  1  und  b  verschieden  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  muss  man 
endlich  einmal  zu  einer  Primzahl  gelangen;  denn  die  Reihe  der 
Zahlen  m,  a,  &,  c  .  .  .  ist  eine  abnehmende,  sie  kann  also,  da  es  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen  giebt,  welche  kleiner  als  m  sind, 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  enthalten;  das  letzte  Glied 
derselben  muss  aber  eine  Primzahl  sein,  denn  sonst  könnte  man 
ja  die  Beihe  noch  weiter  fortsetzen.  Bezeichnet  man  diese  Prim- 
zahl mit  j9,  so  ist,  da  jedes  Glied  der  Reihe  ein  Multiplum  des  fol- 
genden ist,  die  erste  Zahl  m  auch  ein  Multiplum  von  der  letzten  p. 
Man  kann  daher 

m  =  p  m' 
setzen  *).    Nun  ist  m'  entw^eder  eine  Primzahl  —  dann  ist  m  schon 
als  Product  von  Primzahlen  dargestellt  —  oder  m'  ist  zusammen- 
gesetzt; im  letzteren  Falle  muss  es  wieder  eine  in  m'  aufgehende 
Primzahl  p'  geben,  so  dass 


*)  Für  jede  Zahl  m  bis  zu  neun  Millionen  findet  man  die  kleinste  in 
ihr  aufgehende  Primzahl  p  in  den  vorzüglichen  Tafeln  von  BurcJchardt 
(Paris,  1814  —  1817),  Glaisher  (London,  1879—1883),  Dase  und  Rosenberg 
(Hamburg,  1862  —  1865). 
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m'  z=  p' m'\  also  m  =pp'm" 
wird.  Ist  nun  m"  noch  keine  Primzahl,  so  kann  man  auf  dieselbe 
Weise  fortfahren,  bis  man  m  als  Product  von  lauter  Primzahlen 
dargestellt  hat.  Dass  dies  wirklich  nach  einer  endHchen  Anzahl 
von  ähnlichen  Zerlegungen  geschehen  muss,  leuchtet  daraus  ein, 
dass  die  Reihe  der  Zahlen  m,  m\  m" ...  ebenfalls  eine  abnehmende 
und  folglich  eine  endliche  ist. 

Hiermit  ist  der  eine  Haupttheil  des  Satzes  erwiesen,  welcher 
die  Möglichkeit  der  Zerlegung  behauptet;  offenbar  ist  aber  diese 
successive  Ablösung  von  Primzahl-Factoren  in  mancher  Beziehung 
willkürlich,  und  es  bleibt  daher  noch  nachzuweisen  übrig,  dass,  auf 
welche  Weise  dieselbe  auch  ausgeführt  sein  mag,  das  Endresultat 
doch  stets  dasselbe  sein  muss.  Nehmen  wir  daher  an,  man  habe 
durch  zwei  verschiedene  Anordnungen  einmal 

m  =  pp'  p"  .  .  . 
ein  anderes  Mal 

m  =z  c[q^ cl'  ,  .  , 

gefunden,  wo  p^  p\  p"  .  .  .  und  g,  q\  q"  .  .  .  sämmtlich  Primzahlen 
bedeuten.  Da  nun  das  Product  pp'p>"  .  .  .  durch  die  Primzahl  q 
theilbar  ist,  so  muss  mindestens  einer  der  Factoren,  ?.  B.  p,  durch 
q  theilbar  sein;  p  besitzt  aber  als  Primzahl  nur  die  beiden  Di- 
visoren 1  und  p^  und  folglich  muss  q  =  p  sein,  da  q  nicht  =  1 
ist.     Hieraus  folgt  nun 

p' 2)"  .  .  .  =  q'  q"  .  .  . 

und  man  kann  auf  dieselbe  Weise  zeigen,  dass  q'  mit  einer  der 
Primzahlen  p\  p"  .  .  .,  z.  B.  mit  p',  identisch  sein  muss,  woraus 
dann  wieder 

p"  .  .  .^  q"  ,  .  . 

folgt.  Auf  diese  Weise  überzeugt  man  sich  davon,  dass  jede  Prim- 
zahl, welche  bei  der  zweiten  Art  der  Zerlegung  ein  oder  mehrere 
Male  als  Factor  auftritt,  mindestens  ebenso  oft  auch  bei  der  ersten 
Zerlegung  vorkommt;  da  aber  ferner  auf  dieselbe  Weise  gezeigt 
werden  kann,  dass  sie  bei  der  zweiten  Zerlegung  mindestens  ebenso 
oft  vorkommt  wie  bei  der  ersten,  so  muss  jede  Primzahl  in  bei- 
den Zerlegungen  gleich  oft  als  Factor  vorkommen,  und  folglich 
stimmt  der  Complex  aller  Primzahlen  bei  der  einen  Zerlegung 
vollständig  mit  dem  bei  der  anderen  überein. 

Nachdem   so   der  Satz  in  allen   seinen  Theilen  bewiesen  ist, 
können  wir  die  Darstellung  der  zusammengesetzten  Zahl  m  noch 
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dadurch  vereinfachen,  dass  wir  jedesmal  alle  unter  einander  identi- 
schen Primzahl -Factor  en  zu  einer  Potenz  vereinigen.  Es  sei  näm- 
lich a  eine  von  den  in  m  aufgehenden  Primzahlen,  und  zwar  mag 
dieselbe  genau  «mal  als  Factor  in  der  Zerlegung  vorkommen,  so 
vereinigen  wir  diese  a  Factoren  zu  der  Potenz  a";  sind  hierdurch 
noch  nicht  alle  Factoren  erschöpft,  und  ist  h  eine  der  übrigen 
iPrimzahlen,  so  bilden  wir,  wenn  sie  genau  /3mal  vorkommt,  die 
Potenz  M,  und  in  derselben  Weise  fahren  wir  fort,  wenn  hierdurch 
noch  nicht  alle  Primzahl  -  Factoren  von  m  erschöpft  sind.  Auf 
diese  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  man  jeder  zusammen- 
gesetzten Zahl  m  die  Form 

m  =  a"b^cy  .  .  . 
geben  kann,  in  welcher  a^h,  c  ...  die  sämmtlichen  unter  einander 
verschiedenen,  in  m  aufgehenden  Primzahlen,  und  a,  ^,  y ...  ganze 
positive  Zahlen  bedeuten.  Dass  aber  in  dieser  P'orm  nicht  nur  alle 
zusammengesetzten,  sondern  auch  alle  Primzahlen  enthalten  sind, 
leuchtet  unmittelbar  ein. 

Die  Primzahlen  bilden  daher  gewissermaassen  das  Material, 
aus  welchem  alle  anderen  Zahlen  sich  zusammensetzen  lassen. 
Dass  es  unendlich  viele  Primzahlen  giebt^  hat  schon  Euclid^)  be- 
wiesen, und  zwar  in  folgender  Art.  Gesetzt,  es  gäbe  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Primzahlen,  so  würde  eine  von  ihnen,  die  wir  mit 
p  bezeichnen  wollen,  die  letzte,  d.  h.  die  grösste  sein.  Denken  wir 
uns  nun  alle  diese  Primzahlen  aufgeschrieben 

2,  3,  5,  7,  11  ...jp, 
so  müsste  jede  Zahl,  welche  grösser  als  j)  ist,  zusammengesetzt  und 
folglich  durch  mindestens  eine  dieser  Primzahlen  theilbar  sein. 
Allein  es  ist  sehr  leicht,  eine  Zahl  zu  bilden,  welche  erstens  grösser 
di\?> p  und  zweitens  durch  keine  jener  Primzahlen  theilbar  ist;  dazu 
bilden  wir  das  Product  aller  Primzahlen  von  2  bis  j?  und  vergrössern 
dasselbe  um  eine  Einheit.     Diese  Zahl 

^  r=  2.  3.  5  .  .  .  i)  -h  1 
ist  in  der  That  grösser  als  p,  da  ja  schon  2p  grösser  als  p  ist;  sie 
ist  aber  durch  keine  der  Primzahlen  theilbar,  da  z^  durch  jede 
derselben  dividirt,  immer  den  Rest  1  lässt.  Damit  ist  also  unsere 
Annahme  im  Widerspruch,  und  folglich  giebt  es  unendlich  viele 
Primzahlen. 


'')  Elemente,  Buch  IX,  Satz  20. 
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Dieser  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  des  anderen,  dass  in 
jeder  unbegrenzten  arithmetischen  Progression,  deren  allgemeines 
Glied  Izx  -\-  m  ist,  und  in  welcher  das  Anfangsglied  m  und  die 
Differenz  Iz  relative  Primzahlen  sind,  unendlich  viele  Primzahlen 
enthalten  sind;  allein,  so  einfach  der  Beweis  für  den  speciellen 
Fall  war,  in  welchem  Ä;  =  1,  so  schwierig  war  es,  einen  strengen 
Beweis  für  den  allgemeinen  Satz  zu  geben,  und  dies  ist  bis  jetzt 
nur  durch  Zuziehung  von  Principien  gelungen,  welche  der  Infini- 
tesimalrechnung angehören*). 


§•  9. 

Durch  den  soeben  bewiesenen  Fundamentalsatz  haben  wir  nun 
ein  einfaches  Kriterium  gewonnen,  nach  welchem  stets  beurtheilt 
werden  kann,  ob  eine  Zahl  m  durch  eine  andere  n  theilbar  ist  oder 
nicht,  sobald  wir  voraussetzen  dürfen,  dass  beide  in  ihre  Prim- 
factoren  zerlegt  sind.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  m  durch  n 
theilbar,  dass  also  m  =  nq  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  jede  in  n  auf- 
gehende Primzahl  auch  in  m  aufgehen  muss;  es  kann  daher  n 
keine  anderen  Primfactoren  enthalten  als  m,  und  ausserdem  kann 
auch  ein  solcher  Primfactor  nicht  öfter  in  n  als  in  m  vorkommen; 
und  umgekehrt,  wenn  jeder  Primfactor  der  Zahl  n  mindestens 
ebenso  oft  in  m  vorkommt  wie  in  n,  so  ist  auch  m  durch  n  theilbar. 

Sind  daher  a.h^c...  die  sämmtlichen  von  einander  verschie- 
denen, in  m  aufgehenden  Primzahlen,  so  dass 

m  =  a^^b^cy  .  .  .. 

so  ist  jeder  Divisor  n  dieser  Zahl  in  der  Form 

n  =  a"'  bß'  cy'  .  .  . 
enthalten,  in  welcher 

a'  irgend  eine  der  a  -\-  l  Zahlen  0,  1,  2  ...  a 

ß'       „  „        ,     /3  +  1        r        0,  1,  2  ...  /J 

y'       .         ,        .7  +  1       «       0,  1,  2  ...  y 

u.  s.  w. 

bedeutet;  und  alle  diese  Zahlen  n  sind  wirklich  Divisoren  von  m. 
Hieraus  gehen  sogleich  einige  interessante  Folgerungen  hervor. 

Zunächst  leuchtet  ein,  da  jede  Combination  eines  Werthes 
von  oc'  mit  einem  von  ß\  mit  einem  von  y'  u.  s.  w.  einen  Divisor 


^)  Siehe  die  Supplemente  VI.  §.  132  bis  137. 
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von  w  liefert,  und  da  je  zwei  verschiedenen  solchen  Combinationen 
(nach  §.  8)  auch  zwei  ungleiche  Divisoren  von  m  entsprechen,  dass 
die  Anzahl  aller  Divisoren  von  m  gleich 

(«  +  1)  (^  4-  1)  (y  +  1)  .  . . 

ist;  diese  Anzahl  hängt  daher  nur  von  den , Exponenten  a^  ß,  y  .  .  . 
ab,  nicht  aber  von  der  Natur  der  in  w  aufgehenden  Primzahlen 
a,  h,  c  u.  s.  w. 

Bildet  man  ferner  das  Schema 

1,  a,  a-  .  . 
1,  b,h'.. 

1,    C,    C2   .   . 

u.  s.  w. 

und  bildet  alle  Producte  a«'  ¥'  O''  .  . 
Horizontalreihen  ein  Glied  a"',  6^',  ö'  .  .  .  auswählt,  so  erhält  man 
alle  Divisoren  der  Zahl  w,  und  zwar  jeden  nur  ein  einziges  Mal. 
Die  Summe  aller  dieser  Divisoren  erhält  man  daher  nach  derselben 
Regel,  nach  welcher  man  die  einzelnen  Aggregate 

a«+i  —  1 
a  —  1 

Z^-'+i  —  1 
h  —  1 

c>'+^  —  1 
______ 

mit  einander  zu  multipliciren  hat;  folglich  ist   die  Summe  aller 
Divisoren  der  Zahl  m  gleich  dem  Product 


,  indem  man  aus  jeder  dieser 


1  4-  «  -f  a'  -f  • 

•  .  +  a" 

1  -h  6  +  ?>^  4-  • 

.  .  4-  ^^'^  - 

14-   c  4-  ^2  ^  • 

.  .  4-  c'i  - 

u. 

s.  w. 

a 


«+i 


1     ?/ß+^ 


1     c>'+i  —  1 


a  —  1 


h  —  1 


Nehmen  wir  z.  B.  m  =  60  =  22.  3.  5,  so  sind  die  sämmtlichen 
Divisoren  folgende: 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  60; 
ihre  Anzahl  ist 

(2  4-  1)  (1  -f  1)  (1-1-1)=  12 
und  ihre  Summe 
23—  1 


32  _  1     5-2  _  1 


2 


3  —  1       ö  —  1 


=r  7.4.6  =  168. 


Dirichlet,    Zahlentheorie. 
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§.  10. 

Wir  kehren  nun  zu  einigen  früheren  Aufgaben  zurück,  zu- 
nächst zu  derjenigen  (§.6),  den  grössten  gemeinschafthchen  Divisor 
einer  Reihe  von  Zahlen  zu  biklen,  jetzt  unter  der  Voraussetzung, 
dass  ihre  Zerlegungen  in  Primfactoren  gegeben  smd.  Man  be- 
trachte alle  Primzahlen,  welche  in  diesen  Zerlegungen  vorkommen, 
und  scheide  zunächst  diejenigen  unter  ihnen  aus,  welche  in  einer 
oder  mehreren  der  gegebenen  Zahlen  gar  nicht  als  Primfactoren 
enthalten  sind.  Bleibt  auf  diese  Weise  gar  keine  Primzahl  übrig, 
so  ist  die  Einheit  der  gesuchte  grösste  gemeinschaftliche  Divisor. 
Im  entgegengesetzten  Fall  sei  a  eine  Primzahl,  welche  bei  dieser 
vorläufigen  Ausscheidung  zurückgeblieben  ist  und  also  in  jeder  der 
gegebenen  Zahlen  mindestens  einmal  enthalten  ist;  man  zähle,  wie 
oft  a  als  Primfactor  in  jeder  einzelnen  der  gegebenen  Zahlen  vor- 
kommt, und  nehme  die  kleinste  dieser  Anzahlen,  die  wir  mit  a  be- 
zeichnen, so  dass  a  in  mindestens  einer  der  gegebenen  Zahlen  genau 
«mal,  in  allen  übrigen  aber  mindestens  ebenso  oft  als  Primfactor 
vorkommt.  Aehnlich  verfahre  man  mit  den  übrigen  Primzahlen 
ft,  c  ...,  sofern  diese  noch  nicht  erschöpft  sind,  und  bilde  für  jede, 
für  h  die  Anzahl  /3,  für  c  die  Anzahl  y  u.  s.  w.  nach  derselben  Regel, 
nach  welcher   für   die  Primzahl  a   die  Anzahl  a   gebildet  wurde. 

Dann  ist 

a""  h^  cy  .  .  . 

der  gesuchte  grösste  gemeinschaftliche  Divisor.  Der  Beweis  für 
diese  Regel  leuchtet  unmittelbar  dadurch  ein,  dass  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  keine  anderen  Primfactoren  enthalten 
kann,  als  solche,  welche  in  jeder  der  gegebenen  Zahlen  enthalten 
sind,  und  dass  er  keinen  Primfactor  öfter  enthalten  kann,  als  irgend 
eine  der  gegebenen  Zahlen. 

Aehnlich  gestaltet  sich  die  Lösung  der  anderen  Aufgabe,  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Multii^lum  einer  Reihe  von  gegebenen 
Zahlen  zu  bilden  {%  7).  Jetzt  betrachte  man  jede  Primzahl,  die 
in  irgend  einer  der  gegebenen  Zahlen  als  Praetor  enthalten  ist,  und 
sehe  nach,  in  welcher  sie  am  häufigsten  vorkommt;  ebenso  oft 
nehme  man  sie  als  Factor  in  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multi- 
plum  auf;  sind  daher  a,  6,  c . . .  die  sämmtlichen  Primzahlen,  welche 
in  den  einzelnen  Zerlegungen  der  gegebenen  Zahlen  vorkommen, 
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so  erhält  man  nach  dieser  Regel   das  gesuchte  kleinste   gemein- 
schaftliche Miütiplum  in  der  Form 

a"'  ¥'  cy'  .  .  ., 
wo  z.  B.  der  Exponent  a'  dadurch  bestimmt  ist,  dass  die  Primzahl 
am  mindestens  einer  der  gegebenen  Zahlen  genau  a'mal,  in  allen 
übrigen  aber  nicht  öfter  als  Factor  enthalten  ist.  Der  Beweis  liegt 
hier  darin,  dass  die  gesuchte  Zahl  jeden  Primfactor  enthalten  muss, 
der  in  einer  der  gegebenen  Zahlen  enthalten  ist,  und  zwar  minde- 
stens ebenso  oft,  als  diese. 

Endlich  können  wir  aus  den  vorhergehenden  Principien  noch 
ein  Kriterium  ableiten,  nach  welchem  zu  erkennen  ist,  ob  eine  Zahl 

m  =  a"  b(^  cy  .  .  . 

eine  genaue  rte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  h  ist.    Dazu  ist  offenbar 

erforderlich  und  hinreichend,  dass  alle  Exponenten  «,  /3, 7  . . .  durch 

r  theilbar  sind,  wie  man  sogleich  aus  der  Annahme 

m  =  h^ 
erkennt. 

§■  11. 

Wir  gehen  nun  zu  einer  Untersuchung  über,  welche  an  sich 
schon  interessant  und  ausserdem  für  die  Folge  von  der  grössten 
Wichtigkeit  ist.     Denken  wir  uns  einmal  alle  ganzen  Zahlen 


1,  2, 


m 


bis  zu  einer  beliebigen  letzten  m  aufgeschrieben,  und  zählen  wir 
ab,  wie  viele  von  ihnen  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  m 
sind.  Diese  Anzahl  bezeichnet  man  in  der  Zahlentheorie  durch- 
gängig mit  q)  (m),  wo  der  Buchstabe  cp  die  Rolle  eines  Functions- 
zeichens  spielt''').  Da  die  Einheit  relative  Primzahl  gegen  sich 
*  selbst  ist,  so  folgt  zunächst 

9(1)  =  1; 

durch  wirkliches  Abzählen  findet  man  ferner 

9.(2)  =  1,  9(3)  =  2,  9,(4)  =  2,9>(5)  =  4 
u.  s.  w.     Allein  es  kommt  darauf  an,  einen  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  Function  (p  (m)  zu  finden,  und  wir  werden  sehen,  dass  man 
zu  diesem  Zweck  nur  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen 


*)  Gauss:  Disquisitiones  Arithmeticae  art.  38. 
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Primzahlen  a,  b^  c  .  .  .  zu  kennen  braucht,  welche  in  m  aufgehen. 
Unsere  Aufgabe  ist  nämlich  identisch  mit  dieser:  die  Anzahl  der 
obigen  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  durch  keine  dieser  Primzahlen 
a^l),  c  .  .  .  theilbar  sind;  und  diese  ist  wieder  nur  ein  specieller 
Fall  der  folgenden: 

Wenn  «,  h^  c  .  .  .  relative  Primzahlen  sind  und  sämmtlich  in 
einer  Zahl  m  aufgehen,  so  soll  die  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2,  3  .  .  .  m  (M) 

bestimmt  w^erden,  welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  h^  c  ,  .  .  theil- 
bar sind. 

Es  zeigt  sich  nun,  wie  es  häufig  geschieht,  dass  die  allgemei- 
nere Aufgabe  leichter  zu  lösen  ist,  als  der  direct  angegriffene  spe- 
cielle  Fall.  Zu  diesem  Zweck  scheiden  wir  zunächst  aus  dem 
Zahlencomplex  (M)  alle  diejenigen  aus,  welche  durch  die  Zahl  a 
theilbar  sind;  es  sind  dies  offenbar  die  Zahlen 

a.  2a,  da  .  .  .  —  a: 
a 

die  Anzahl  derselben  ist  m  :  a;  es  bleiben  daher.,  nachdem  die- 
selben aus  dem  Complex  (M)  ausgeschieden  sind,  nur 

Zahlen  übrig,  welche  nicht  durch  a  theilbar  sind,  und  deren  Com- 
plex wir  mit  {Ä)  bezeichnen  wollen. 

Aus  diesem  Complex  (^)  sind  nun  zunächst  alle  durch  h  theil- 
baren  Zahlen  auszuscheiden;  es  sind  dies  offenbar  alle  diejenigen 
Zahlen  des  Complexes  (ilf ),  welche  der  doppelten  Forderung  ge- 
nügen, erstens  dass  sie  nicht  durch  a,  zweitens  dass  sie  durch  b 
theilbar  sind.  iVlle  Zahlen  nun,  welche  der  zweiten  Forderung 
genügen,  sind  die  folgenden 

K  2b,  ^b,  .  .  .  f  &; 

damit  aber  eine  dieser  Zahlen,  z.B.  rb,  auch  der  ersten  Forderung 
genüge,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  r 
nicht  durch  a  theilbar  sei;  denn  da  der  Annahme  nach  a  und  b 
relative  Primzahlen  sind,  so  ist  rb  theilbar  oder  nicht  theilbar 
durch  a,  je  nachdem  r  durch  a  theilbar  ist  oder  nicht  (§.  5,  2.). 
Die  Anzahl  der  noch  aus  dem  Complex  (Ä)  auszuscheidenden 
Zahlen  stimmt  daher  überein  mit  der  Anzahl  derjenigen  der 
Zahlen 
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1,2.3...^ 


m 
h 


welche  nicht  durch  a  theilbar  sind.  Da  nun  m  durch  «  und  h, 
folglich  auch  durch  ah  theilbar  ist,  so  ist  die  letzte  dieser  Zahlen 
m  :  h  theilbar  durch  a\  unsere  Frage  ist  also  dieselbe  für  die  Zahl 
m  :  b  wie  diejenige,  welche  wir  durch  den  ersten  Schritt  für  die 
Zahl  m  gelöst  und  durch  die  Formel  (1)  beantwortet  haben.  Die 
11      Anzahl  der  aus  (Ä)  auszuscheidenden  Zahlen  ist  daher  gleich 


und  wir  erhalten 


m 


i-i 

a 


m     y 

1 

&( 

a^ 

m 

1 

V 

l_\_ 

y' 

a) 

—  ) 

„.„-i)(.-i 


(2) 


als  Anzahl  derjenigen  im  Complex  (^4)  enthaltenen  Zahlen,  welche 
nicht  durch  h  theilbar  sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  als  Anzahl  der- 
jenigen in  (Jf)  enthaltenen  Zahlen,  welche  weder  durch  a  noch 
durch  h  theilbar  sind. 

Bezeichnen  wir  den  Complex  dieser  Zahlen  mit  (i?),  so  kann 
man  in  derselben  Weise  fortfahren  und  gelangt  so  durch  Induction 
zu  dem  Resultat,  dass  die  Anzahl  derjenigen  in  (Jf)  enthaltenen 
Zahlen  {K\  welche  durch  keine  der  Zahlen  a^  h^  c  .  .  .  li  theilbar 
sind,  gleich 


m     1 


1  —-r 


(3) 


ist.  Um  die  Allgemeingültigkeit  dieses  Gesetzes  nachzuweisen, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Richtigkeit  desselben  für  die  Zahlen 
a,  h,  c  .  .  .  h  schon  bewiesen  sei,  und  untersuchen,  was  geschieht, 
wenn  zu  denselben  noch  eine  andere  l  hinzukommt,  wobei  natürlich 
wieder  vorausgesetzt  wird,  erstens  dass  l  in  m  aufgeht,  zweitens 
dass  l  relative  Primzahl  gegen  jede  der  vorhergehenden  Zahlen 
a^  b^  c  .  .  .  h  ist. 

um  die  Anzahl  aller  in  (71/)  enthaltenen  Zahlen  zu  bestimmen, 
welche  durch  keine  der  Zahlen  a,  6,  c  .  .  .  Z;,  ?  theilbar  sind,  haben 
wir  aus  dem  Complex  (K)  derjenigen  Zahlen,  welche  durch  keine 
der  Zahlen  a^  b^  c  .  .  .  h  theilbar  sind,  und  deren  Anzahl  durch 
die  Formel  (8)  gegeben  ist,  nur  noch  die  auszuscheiden,  welche 
durch  l  theilbar  sind;  es  sind  dies  alle  diejenigen  in  (31)  enthal- 
tenen Zahlen,  welche  erstens  nicht  theilbar  durch  a^  b^  c  .  .  .  \ 
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zweitens  theilbar  durch  /  sind.  Alle  durch  ?  theilbaren  Zahlen 
des  Complexes  (31)  sind  diese 

7,  2Z,  3?.  .  .  y  /, 

und  damit  irgend  eine  derselben,  z.  B.  r/,  durch  keine  der  Zahlen 
a^  h  .  .  .  h  theilbar  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  der 
Coefficient  r  dieselbe  Eigenschaft  habe.  Die  Anzahl  der  auszu- 
scheidenden Zahlen  stimmt  daher  überein  mit  der  Anzahl  der- 
jenigen unter  den  Zahlen 

1   9  ?!1 

welche  durch  keine  der  Zahlen  a^  b  .  .  .  h  theilbar  sind;  diese  ist 
aber  nach  der  als  richtig  vorausgesetzten  Formel  (3)  gleich 

?0-i)('-i)-0-l 

nach  Ausscheidung  derselben  aus  dem  Complex(^)  bleiben  daher 

„.(i-i^(i-iv..ri   ' 


a 


h  \  l 


a  /  \  b  J  \         Je  /  \  l 

Zahlen  übrig,  nämlich  diejenigen,  welche  durch  keine  der  Zahlen 
a^b^  c  .  .  .  k,  l  theilbar  sind. 

Hiermit  ist  die  Allgemeingültigkeit  unseres  Satzes  bewiesen; 
kehren  wir  nun  zu  unserer  ursprünglichen  Aufgabe  zurück,  so 
erhalten  wir  das  Resultat*): 

Sind  a^b  .  .  .Jv^l  die  sämmÜichen  von  einander  verschiedenen 
in  m  aufgehenden  Primzahlen,  so  ist 


*)  Euler:  Theoremata  arithmetica  nova  metliodo  demonstrata ^  Comm. 
nov.  Ac.  Petrop.  VIII,  p.  74.  Sj^ecidationes  circa  quasdam  insignes  pro- 
])rietates  numeroriim,  Acta  Petrop.  IV,  2,  p.  18.  —  Eine  höchst  werthvolle 
Sammlung  der  arithmetischen  Abhandlungen  Euler's  ist  von  den  Brüdern 
Fuss  unter  folgendem  Titel  herausgegeben:  Leonhardi  Eideri  Commenta- 
tiones  Arithmeticae  Collectae.    Petropoli  1849.     2  tom. 
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die  Anzalü  aller  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2  .  .  .  m^ 

ivelclie  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  m  sind. 

Denn  damit  irgend  eine  Zahl  relative  Primzahl  gegen  m  sei, 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  sie  durch  keine  der  in  m 
aufgehenden  absoluten  Primzahlen  theilbar  sei. 

Wir  können  dem  gefundenen  Ausdruck  eine  andere  Form 
geben,  indem  wir  m  als  Product  von  Primzahl-Potenzen  darstellen ; 
da  a^  h,  c  .  .  .  die  sämmtlichen  von  eina^rder  verschiedenen  in  in 
aufgehenden  Primzahlen  sind,  so  hat  m  die  Form 

on  =  a"  h^  c^  .  .  . , 
und  es  wird 

(p{m)  =  {a  —  \)  a"-i  .  {h  —  \)  W-"^  •  (c  —  1)  c^-i  .  .  . 

Um  unseren  Satz  an  einem  Beispiel  zu  prüfen,  wählen  wir 
m  =  60;  die  sämmtlichen  Zahlen,  welche  nicht  grösser  als  60  und 
relative  Primzahlen  gegen  60  sind,  bilden  die  Reihe 

1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  43,  47,  49,  53,  59, 

und  ihre  Anzahl  ist  =  16;  in  der That  finden  wir  nach  der  obigen 
Formel,  da  2,  3,  5  sämmtliche  in  60  aufgehende  Primzahlen  sind. 


§.  12. 

Aus  der  gefundenen  Form  der  Function  cp  (m)  geht  auch  noch 
folgender  Satz  hervor:  Sind  m  und  m'  zivei  relative  Frimzahlen, 
so  ist 

(p  (ni  m')  =  (p  {m)  (p  (m'). 

Denn  sind  a,  b^  c  .  .  .  sämmtliche  in  m,  und  a',  h\  c'  .  .  .  sämmt- 
liche in  m'  aufgehende  Primzahlen,  so  stimmt,  da  m  und  7n'  relative 
Primzahlen  sind,  keine  Primzahl  der  einen  Reihe  mit  einer  der 
anderen  überein,  d.  h.  alle  Primzahlen 

a,  &,  c  .  ,  .  a',  h\  c'  .  .  . 
sind  von  einander  verschieden.      Sie   gehen   ferner  sämmtlich  in 
dem  Product  mm'  auf,   und  umgekehrt  muss  jede  in   mm'  auf- 
gehende  Primzahl,   da  sie  in   einem   der  beiden  Factoren  m,  m' 
aufgehen  muss,  mit  einer  dieser  Primzahlen  übereinstimmen.    Also 
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sind  dies  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  in  m  m'  auf- 
gehenden Primzahlen;  hieraus  folgt 


cp(rnm')  =  mm' 


1-^ 


-i 


'-¥ 


Da  nun  andererseits 

(p  (m)  =  m  (l  —  -) 

cp  (m')  =  m'  (l  —  - 


und 


1  — 


1  — 


1 

c 


1  — 


1  —  - 

c 


'-f 


ist,  so  ergiebt  sich  durch  den  unmittelbaren  Anblick  die  Richtig- 
keit des  zu  beweisenden  Satzes. 
So  ist  z.  B. 

qj  (60)  =  cp{4.  .16)  =  (p{4)(p  (15)  =  2.8=16. 

Uebrigens  leuchtet  ein,  dass  der  soeben  bewiesene  Satz  ohne  Wei- 
teres auf  ein  Product  aus  beliebig  vielen  Zahlen  m,  m\  m"  .  .  . 
ausgedehnt  werden  kann,  welche  sämmtlich  unter  einander  relative 
Primzalüen  sind;  denn  es  ist  z.  B. 

(p  {m  m'  m")  =  (p  (^m)  (p  (m'  m")  =  cp  (m)  cp  (m')  cp  {m") 

und  ähnlich  für  eine  grössere  Anzahl  von  Factoren. 


13. 


Die  Aufgabe,  den  Werth  der  Function  cp{m)  zu  bestimmen, 
ist  eigentlich  nur  ein  specieiler  Fall  von  der  folgenden: 

Wenn  d  irgend  ein  Divisor  der  Zahl  m  =  n  ö  ist,  so  soll  die 
Anzahl  derjenigen  der  Zahlen 

1,  2,  3  .  .  .  m 
bestimmt  tverden,   ivelche   mit   m   den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  d  haben. 

Wir  können  dieselbe  sogleich  auf  den  früheren  speciellen  Fall 
zurückführen.  Zunächst  leuchtet  nämlich  ein,  dass  die  Zahlen, 
um  welche  es  sich  handelt,  unter  den  Vielfachen  von  d,  also  unter 

den  Zahlen 

d,  2d;  3(5,  ..  .  nö 
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zu  suchen  sind.  Damit  nun  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  m  =  ii  Ö  und  einer  Zahl  von  der  Form  r  ö  sei ,  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  r  relative  Primzahl  gegen 
n  sei;  die  gesuchte  Anzahl  ist  daher  zugleich  die  Anzahl  der- 
jenigen der  Zahlen 

1,  2,  3  .  .  .  n, 

welche  relative  Primzahlen  gegen  die  letzte  n  derselben  sind;  diese 
Anzahl  ist  folglich  =  cp  (n).  Offenbar,  geht  diese  allgemeinere 
Aufgabe  wieder  in  die  frühere  über,  wenn  der  Divisor  d  =  1  ist. 
Aus  der  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  nun  ein  schöner  Satz 
über  die  Function  q){m)  ableiten,  der  in  späteren  Untersuchungen 
eine  grosse  Rolle  spielt.     Schreiben  wir  einmal  alle  Divisoren 

d',  d",  ö'" 

der  Zahl 

m  =  n'8'  =  n"  d"  =  n'"  d'"  =  .  .  . 

auf,  und  theilen  wir  alle  m  Zahlen 

1,  2,  3  ...  w 

in  ebenso  viele  Gruppen  ein,  als  es  Divisoren  d  von  m  giebt,  indem 
wir  alle  die  Zahlen,  welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  d'  haben ,  und  deren  Anzahl  nach  dem  Vorhergehenden 
=  q)(n')  ist,  in  die  erste  Gruppe,  ebenso  alle  die  (p(n")  Zahlen, 
welche  mit  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  d"  haben, 
in  die  zweite  Gruppe  aufnehmen  u.  s.  f.  So  leuchtet  ein,  dass  jede 
der  m  Zahlen  in  eine,  aber  auch  nur  in  eine  solche  Gruppe  auf- 
genommen wird,  und  es  muss  daher  das  Aggregat  der  Zahlen 

g)  (lO,  cp  {n"),  cp  {n'")  .  .  . 
welche  angeben,  wie  viele  Zahlen  der  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w. 
Gruppe  angehören,  mit  der  Anzahl  m  der  sämmtlichen  in  diese 
Gruppen  vertheilten  Zahlen  übereinstimmen.  Da  nun  die  Zahlen 
n\  n'\  n'"  .  .  .  ebenfalls  die  sämmtlichen  Divisoren  der  Zahl  m 
bilden,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz*): 

Durchläuft  n  alle  Divisoren  einer  Zahl  m,    so  ist   die   ent- 
sprechende Summe 

V  (p  (ji'^  z=  m. 

Es  wird  gut  sein,   diesen  Satz  wieder   an  einem  Beispiel  zu 
prüfen.    Nehmen  wir  m  =  60,  so  sind  die  Zahlen 
1,  2,  3,  4,  .5,  6,  10,  12,  1.5,  20,  30,  60 
die  sämmtlichen  Divisoren  n  von  60.    Nun^  ist 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  39. 
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(^(l)=l,     9)(2)--=:l,     9(3)    =2,     9(4)   =2, 
9(5)   =4,     9(6)    =r2,     9(10)=4,     9(12)=4, 
9(15)=  8,     9(20)==  8,     9(30)=  8,     9(60)=  16; 
und  die  Summe  aller  dieser  Zahlen  ist  in  der  That  =  60. 


§•  H. 

Der  soeben  gegebene  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  über 
die  Function  9  (m)  ergab  sich  unmittelbar  aus  dem  Begriff  dieser 
Function  ohne  Hülfe  der  vorher  für  dieselbe  gefundenen  P'orm 
und  ohne  alle  Rechnung*);  es  wird  aber  gut  sein,  noch  einen 
zweiten  Beweis  hinzuzufügen,  welcher  mehr  rechnend  zu  Werke 
geht  und  die  früher  abgeleitete  Form  der  Function  und  die  daraus 
gezogenen  Folgerungen  voraussetzt. 

Jeder  Divisor  n  der  Zahl 

m  =  a^  b^  cy  .  .  . 
hat  die  Form 

n  =  a"'  h^'  cy'  .  .  . 

wo  wie  früher  a,b,  c  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primzahlen 
bedeuten.  Da  also  a"',  hi^\  c^'  .  .  .  unter  einander  relative  Prim- 
zahlen sind,  so  ist 

9  (n)  =  9  (a"')  9  (¥')  9  (cy')  ... 

Um  nun  alle  Divisoren  n  der  Zahl  m  zu  erhalten,  muss  man 
a'  die  Zahlen  0,  1,  2  ...  « 
ß'    .         „       0,  1,  2  ...  ^ 

'  y  „      „     0,  1, 2 ...  7 

u.  s.  w. 

durchlaufen  lassen.  Bildet  man  nun  das  Aggregat  aller  ent- 
sprechenden Werthe  cp  (n),  so  leuchtet  ein,  dass  dasselbe  mit  dem 
Product  aus  den  folgenden  Summen 

9  (l)  -h  9  (a)  -f  9  (a2)  H +  9  (a") 

9(1)  4-  cp(b)  +  9(52)   -f  ... >  cp(bß) 

9(1)  4-  9(c)    +  9(^2)   +  •••-}-  9(^0 
u.  s.  w. 


*)  Dieser  Satz  charaktei'isirt  umgekehrt  die  Function  g:  (m)  vollständig, 
so  dass  aus  ihm  auch  die  (in  §.11  gefundene)  Form  derselben  abgeleitet 
werden  kann;  siehe  die  Supplemente  VII,  §.  138. 
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übereinstimmt.     Die  erste  dieser  Summen  ist  aber  gleich 

1  -f  (a  —  1)  -f  («—  1)  a  -h  .  .  .  ^-  (a  —  1)  a«-i 
=  1  -f  (a"  —  1)  =  a"; 

ebenso  ist  h^  die  zweite,  c'^  die  dritte  Summe  u.  s.  f.  Es  ergiebt 
sich  daher,  dass  das  Aggregat 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

§.  15. 

Wir  wenden  uns  nun  noch  zu  einer  Aufgabe,  deren  Lösung 
zu  einem  rein  arithmetischen  Beweise  eines  Satzes  führt,  welcher 
sonst  gewöhnlich  durch  andere  Betrachtungen  erwiesen  wird.  Es 
handelt  sich  darum,  wenn  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  p  eine 
beliebige  Primzahl  ist,  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von 
p  zu  bestimmen,  welche  in  der  Facultät 

m!  =  1  .  '2  .  3  .  .  .  m 

aufgeht.  Bezeichnen  wir  mit  m'  die  gröss^e  in  dem  Bruch  m  :  p 
enthaltene  ganze  Zahl,  so  sind  unter  den  m  Factoren  von  m!  nur 
die  folgenden  w!  durch  p  theilbar 

jj,  2|9,  3_p  .  .  .  m'p\ 

und  da  die  übrigen  Factoren  bei  unserer  Frage  keine  Rolle  spielen, 
so  stimmt  der  gesuchte  Exponent  mit  dem  Exponenten  der  höch- 
sten Potenz  von  p  überein,  welche  in  dem  Product 

1.2...  m'  .  p"^' 

dieser  Multipla  von  p  aufgeht,  und  ist  daher  gleich  der  Summe 
aus  m'  und  dem  Exponenten  der  höchsten  Potenz  von  p^  welche 
in  der  Facultät 

m' !  =  1  .  2  .  .  .  m' 

aufgeht.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  der  gesuchte 
Exponent  gleich 

m'  -[-  ^>^"  -|-  'ni'"  -!-••• 

ist,  wo  m",  m'"  .  .  .  die  grössten  in  den  Brüchen  m'  :  p^  m"  :  p  ... 
enthaltenen  ganzen  Zahlen  bedeuten.  Offenbar  ist  die  Reihe  der 
Zahlen  m',  m",  m'"  ...  eine  abnehmende  und  folglich  eine  endliche; 
der  gesuchte  Exponent  wird  =0  sein,  wenn  p)>m  ist;  denn  dann 
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ist  schon  m'  =  0.  Es  mag  beiläufig  noch  bemerkt  werden,  dass 
die  Zahlen  m'^  m'\  m'"  .  .  .  auch  die  grössten  resp.  in  den  Brüchen 
m  :p,  m  :  p^^  m  :  p^  .  .  .  enthaltenen  ganzen  Zahlen  sind;  ist 
nämlich  r  die  grösste  in  m  :  a,  und  s  die  grösste  in  r  :  h  ent- 
haltene ganze  Zahl,  so  ist,  wie  man  leicht  finden  wird,  s  auch 
stets  die  grösste  in  m  :  ab  enthaltene  ganze  Zahl. 

Ist  z.  B.  m  =  60  und  _p  =  7,  so  ist  die  grösste  in 
—  enthaltene  ganze  Zahl  ni  =  8 

und  die  grösste  in 

-=-  oder  in  —  enthaltene  ganze  Zahl  m"  =  1 

(  4t  «7 


und  die  tijrösste  in 


ö' 


—  oder  in  — —  enthaltene  ganze  Zahl  m'"  =  0; 
7  843  ® 

also  ist 

78+1  __  79 

die  höchste  Potenz  von  7,  welche  in  der  Facultät  60/  aufgeht. 

Durch   das   so  gewonnene   Resultat   sind   wir  in   den   Stand 
gesetzt,  folgenden  Satz  zu  beweisen:  Ist 

m  =/  -h  ^  4-  /i  -f  .  .  ., 
so  ist 

m ! 


f!i,!h!... 
eine  gan^e  Zahl. 

Denn  wenn  2)  irgend  eine  im  Nenner  aufgehende  Primzahl  ist, 
und  wenn  wir  eine  der  früheren  analoge  Bezeichnung  beibehalten, 
so  sind 

/'  +  /"+/'"  +  ••• 
(j'  +  g"  +  g'"  +  .  .  . 

h'  _^  h"  _l_  h'"  +  . . . 

u.  s.  w. 

die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  p^  welche  resp.  in//, 
in  ^/,  in  hl  u.  s.  w.  aufgehen,  und  folglich  ist 

'(/'  +0'  +  h'  -h  ■■■)  +  (/"  +  U"  +  h"  +  ■■■) 
+  (/'"  +  0'"  +  h'"  +     •■)  +  ••• 
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der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  p^  welche  in  dem  ganzen 
Nenner  aufgeht.     Andererseits  ist 

m'  -f-  w"  -\-  m'"  -}-••• 
der  Exponent  der  höchsten  im  Zähler  aufgehenden  Potenz  von  ^:>; 
es  ist  daher  nur  zu  zeigen,  dass  die  letztere  Summe  nicht  kleiner 
ist  als  die  erstere.     Da  nun 

p     1^     p     v       ' 

ist,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass 

m'  ^ /'  +  (;'  -f  /,'  -f  ... 
sein  muss;  hieraus  folgt  aber  wieder 

•^2/'  +  ?:  +  '^  +  .., 

P       P       P       P 
also  a  fortiori 

m"  >  /"  +  (f  -f  h"  -f  '  .  . 

u.  s.  f.,  woraus  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  erhellt.  Da 
nun  jede  im  Nenner  aufgehende  Primzahl  mindestens  ebenso  oft 
im  Zähler  aufgeht,  so  ist  der  Zähler  theilbar  durch  den  Nenner, 
der  Bruch  selbst  also  wirklich  eine  ganze  Zahl. 

Hieraus  folgt   auch,   dass  jedes   Product  von  m  successiven 
ganzen  Zahlen 

(a  -I-  1)  (a  4-  2)  .  .  .  (a  -h  m  —  1)  (a  -f  m) 
stets  durch  das  Product  der  ersten  m  ganzen  Zahlen 

m.^  =  1  .  2  .  3  .  .  .  (m  —  \)m 
theilbar  ist;  denn  der  Quotient 

{a  +  \)  (a  -f  2)  .  .  .  (a  +  m  —  1)  {a  +  m) 


ist  c^leich 


ö 


1       •       2        ...       (m  —  \)  m 

(a  -\-  m) ! 


a!  m 
und  folglich  eine  ganze  Zahl. 


§.  16. 


Hiermit  beschliessen  wir  die  Reihe  der  Sätze  über  die  Theil- 
barkeit der  Zahlen;  aber  es  ist  wohl  der  Mühe  werth,  an  dieser 
Stelle  nocli  einen  Rückblick  auf  den  Entwicklungsgang  dieser  un- 
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serer  bisherigen  Untersuchungen  zu  werfen.  Da  beobachten  wir  nun 
vor  allen  Dingen,  dass  das  ganze  Gebäude  auf  einem  Fundament 
ruht,  nämlich  auf  dem  Algorithmus,  welcher  dazu  dient,  den  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  Zahlen  aufzufinden.  Dass 
alle  nachfolgenden  Sätze,  wenn  sie  sich  auch  zum  Theil  auf  erst 
später  eingeführte  Begriffe,  wie  die  der  relativen  und  absoluten 
Primzahlen,  beziehen,  doch  nur  einfache  Consequenzen  aus  dem 
Resultat  jener  ersten  Untersuchung  sind,  ist  so  evident,  dass  man 
unmittelbar  zu  der  Behauptung  berechtigt  wird:  in  jeder  analogen 
Theorie,  in  welcher  ein  dem  Algorithmus  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisors  ähnlicher  Algorithmus  existirt,  muss  auch  ein 
System  von  Folgerungen  stattfinden,  welches  dem  in  unserer 
Theorie  entwickelten  ganz  analog  ist.  In  der  That  giebt  es  solche 
Theorieen;  betrachtet  man  z.  B.  alle  in  der  Form 


t  -\-  ti]/  —  a 
enthaltenen  Zahlen,  in  welcher  a  eine  bestimmte  positive,  t  und  u 
dagegen  unbestimmte  reelle  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  nennt 
dieselben  ganze  complexe  Zahlen  oder  kurz  ganze  Zahlen,  so  kann 
man  den  Begriff  des  Vielfachen  so  fassen,  dass  eine  solche  Zahl 
ein  Vielfaches  von  einer  zweiten  heisst,  wenn  die  erste  ein  Pro- 
duct  aus  der  zweiten  und  irgend  einer  dritten  solchen  Zahl  ist. 
Aber  nur  für  gewisse  besondere  Werthe  von  a,  z.  B.  für  a  =  1, 
lässt  sich  die  Frage  nach  den  gemeinschaftlichen  Divisoren  zweier 
Zahlen  durch  einen  endlich  abschliessenden  Algorithmus  beant- 
worten, der  dem  in  unserer  reellen  Theorie  ganz  ähnlich  ist;  es 
findet  daher  in  der  Theorie  der  Zahlen  von  der  Form  t  -^  uV —  1 
auch  durchgängige  Analogie  mit  unserer  Theorie  der  reellen  Zahlen 
statt.  Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  z.  B.  a  =  5  ist;  in  der 
Theorie  der  Zahlen  von  der  Form  t  -j-  uY  —  5  findet  unter  an- 
deren der  Satz  nicht  mehr  statt,  dass  eine  Zahl  nur  auf  eine 
einzige  Weise  als  Product  von  nicht  weiter  zerlegbaren  Zahlen 
dargestellt  werden  kann;  so  z.  B.  lässt  sich  die  Zahl  21  einmal 
als  3  .  7,  ein  anderes  Mal  als  (l  +  2  V^)  (l  —  2  ]/^^)  dar- 
stellen, obgleich  jede  der  vier'  Zahlen 

3,  7,  1  -h  2V~5,  1_2V^ 

nicht  weiter  in  Factoren  von  der  Form  t  -\-  u\  —  5  zerlegbar  ist. 
Der  Grund  dieser  interessanten  Erscheinung  liegt  allein  darin, 
dass  es  bei  den  Zahlen  dieser  Form  nicht  mehr  gelingt,  einen 
nach  einer   endlichen    Anzahl    von   Operationen   abschliessenden 
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Algorithmus    zur    Auffindung    der    gemeinschaftlichen   Divisoren 
zweier  Zahlen  zu  bilden"^). 


*)  Die  Einführung-  der  ganzen  complexen  Zahlen  von  der  Form 
t  -h  uV  —  1  rührt  von  Gauss  her;  eine  kurze  Darstellung  der  Elemente 
dieser  neuen  Zahlentheorie  findet  man  in  seiner  Abhandlung  Theoria  resi- 
duorum  hiquaäraticorum  II,  oder  in  einer  Abhandlung  von  Dirichlet: 
Becher ches  sur  les  formes  quadratiques  ä  coe^ßcietits  et  ä  indeterminees 
complexes  (Crelle's  Journal,  Bd.  24),  sowie  in  §.  159  dieses  Buches.  Das 
oben  erwähnte  abweichende  Verhalten  anderer  Zahlformen  hat  Kummer 
zur  Einführung  der  idealen  Zahlen  veranlasst  (Crelle's  Journal,  Bd.  35).  — 
Im  letzten  Supplemente  dieses  Werkes  werden  die  Principien  einer  allge- 
meinen Theorie  entwickelt,  welche  alle  ganzen  algebraischen  Zahlen  umfasst. 


Zweiter   Abschnitt. 

Von  der  Congruenz  der  Zahlen. 

§.  17. 

^  Bedeutet  A;  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  lässt  sich  jede 
beliebige  ganze  Zahl  a  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die 
Form 

a  ^=  s'k  -^  r 

bringen,  in  welcher  s  eine  ganze  Zahl  und  r  eine  der  li  Zahlen 

0,  1,  2  ...  (Ä;  —  1) 
bedeutet.  Denn  lässt  man  zunächst  s  alle  ganzen  Zahlwerthe  von 
—  00  bis  -|-  ^  durchlaufen,  so  bilden  die  Zahlen  sie  die  sämmt- 
lichen  Multipla  von  A;,  und  von  einem  solchen  Multiplum  s/c  bis 
zum  nächst  grösseren  (s  -f  1)  ^  ^xcl.  giebt  es  immer  nur  Ä"  Zahlen, 
nämlich 

sl,  sl  ^  l,  sl  -\-  1  .  .  .  sl  ^  {l  —  1); 

giebt  man  daher  dem  s  alle  denkbaren  ganzen  Zahlwerthe,  und 
dem  r  jedesmal  alle  jene  bestimmten  Iz  Werthe,  so  durchläuft  der 
Ausdruck  sä;  -f-  *'  wirklich  alle  ganzen  Zahlwerthe  a;  dass  ferner 
jede  Zahl  a  auf  diese  Weise  nur  ein  einziges  Mal  erzeugt  wird, 
leuchtet  auf  folgende  Weise  ein.    Wenn 

s'l  -f  r'  =  sk  +  r 
ist,  so  folgt  daraus 

r'  —  r  —  {s  —  s')]i] 

wenn  nun  /  ebenfalls  eine  der  h  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  (k  —  1)  ist,  so 
ist  der  absolute  Werth  von  r'  —  r  ebenfalls  eine  dieser  Zahlen, 
also  kleiner  als  k',  da  aber  r'  —  r  ein  Multiplum  von  k  ist,  so  kann 
r'  —  r  nur  =  0  sein,  woraus  r'  =  r  und  s'  =  s  folgt. 
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Wir  werden  nun  im  Folgenden  sagen,  dass  die  Zahl  r  der 
Best  der  Zahl  a  in  Bezug  auf  den  Modulus  k  ist;  sobald  ferner 
zwei  Zahlen  a  und  b  in  Bezug  auf  denselben  Modulus  Ic  denselben 
Rest  r  lassen,  sollen  sie  (ßeichrestig  oder  (nach  Gauss)  conyruent 
in  Bezug  auf  den  Modulus  Ic  heissen;  da  in  diesem  Fall  a  =  sh  -\-r 
und  b  =  s'Jv  -\-  r  ist,  so  folgt,  dass  die  Diiferenz  a  —  b  =  (s  —  s')  h 
durch  den  Modulus  k  theilbar  ist;  und  umgekehrt,  ist  a  —  b  durch 
k  theilbar,  so  sind  die  Zahlen  a  und  b  auch  congruent  in  Bezug 
auf  den  Modul  k ;  denn  ist  r  der  Rest  von  a,  r '  der  von  6,  also 

a  =  sk  -\-  r^    b  =  s'k  -f  r', 
so  ist 

a  —  b  =  (s  —  s')k  -f  (r  —  r'); 

da  nun  der  Voraussetzung  nach  a  —  b  ein  Multiplum  von  k  ist,  so 
muss  auch  r'  —  r  ein  solches  sein,  was,  wie  wir  vorher  gesehen 
haben,  nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn  r'  =  r  ist.  Man  könnte 
daher  congruente  Zahlen  auch  als  solche  definiren,  deren  Differenz 
durch  den  Modul  theilbar  ist.  (Aus  diesem  Grunde  hat  man  die 
Bedeutung  des  Wortes  Rest  in  der  Weise  erweitert,  dass  jede  von 
zwei  einander  nach  dem  Modul  k  congruenten  Zahlen  a  und  b  ein 
Rest  der  anderen  heisst.) 

Da  man  sehr  häufig  die  Congruenz  zweier  Zahlen  a  und  b  in 
Bezug  auf  eine  dritte  k  als  Modul  auszudrücken  hat,  so  ist  von 
Gauss"^)  für  dieselbe  folgende  Bezeichnung  eingeführt: 

a  ^  b  (mod.  k). 
So  ist  z.  B. 

3  =  —  25  (mod.  4),    65  =  16  (mod.  7). 

Da  die  beiden  Zahlen  a  und  b  in  dem  Begriffe  der  Congruenz 
dieselbe  Rolle  spielen,  so  darf  man  offenbar  die  zur  Linken  und 
Rechten  des  Zeichens  ^  stehenden  Zahlen  mit  einander  vertauschen. 
Ferner  leuchten  aus  dem  Begriffe  der  Congruenz  leicht  die  folgen- 
den Sätze  ein: 

1.  Sind  a  und  k  zwei  beliebige  Zahlen,  so  ist  stets 

a  ^  a  (mod.  k). 

2.  Ist  in  Bezug  auf  denselben  Modulus  k  eine  erste  Zahl  a 
einer  zweiten  ^,  diese  wieder  einer  dritten  c  congruent,  so  ist  auch 
die  erste  a  der  dritten  c  in  Bezug  auf  k  congruent;  in  Zeichen:  ist 

a  ^  b  (mod./.;),    b  ^  c  (mod.Ä:), 


*)  /;.  A.  ait.  2. 
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so  ist  auch 

a  ^  c  (?jiod.  A). 

Denn  die  Reste  der  drei  Zahlen  a,  ?>,  c  sind  einander  gleich;  oder 
auch,  da  a  —  h  und  h—  c  Multipla  von  Zc  sind,  so  ist  auch  (a  —  h) 

-\-  {h  —  c)  =  a  —  c  Multiplum  von  h 

3.  Ist 

a  ^E  h  (mod.Ä:)  und  m  ^  n  (mod.Ä;), 
so  ist  auch 

a  ^  m  ^  h  ~{-  n  (mod.A:)  und  a  —  m  ^  h  —  n  (mod.Z;). 

Denn  da  a  —  h  und  m  —  n  Multipla  von  h  sind,  so  sind  auch 
(a  —  h)  -j-  (m  —  n)  =  (a  +  m)  —  (h  -\-  n)  und  (a  —  h)  —  (m  —  n) 
:=  (a  —  m)  —  {h  —  n)  Multipla  von  1c. 

Dies  lässt  sich  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Congruenzen 
erweitern,  die  sich  auf  denselben  Modulus  beziehen;  man  kann 
sie  addiren  und  subtrahiren  wie  Gleichungen. 

4.  Ist  wieder 

a  ^  h  (mod.A;)  und  m  ^  n  (mod.Z;), 
so  ist  auch 

am  ^  hn  (mod.Ä;). 

Denn  da  a  —  Z)  ein  Vielfaches  von  h  ist,  so  ist  zunächst  auch 
(a  —  h)m^=  a m  —  hm  ein  solches,  also 

am  ^  hm  (mod./l*); 
da  ferner  m  —  n  ein  Vielfaches  von  h  ist,  so  ist  auch  h  (m  —  n) 
=  hm  —  hn  ein  solches,  also 

hm  ^  hn  (mod.A:); 
die  beiden  Zahlen  am  und  h^i  sind  daher  derselben  Zahl  hm  con- 
gruent,  folglich  sind  sie  auch  unter  einander  congruent. 

Auch  dieser  Satz  lässt  sich  dahin  verallgemeinern,  dass  man 
eine  ganze  Reihe  von  Congruenzen,  die  sich  auf  denselben  Modul 
beziehen,  mit  einander  multipliciren  kann  wie  Gleichungen;  und 
hieraus  folgt  wäeder,  dass  gleich  hohe  Potenzen  zweier  congruenten 
Zahlen  wieder  congruent  sind  in  Bezug  auf  denselben  Modulus. 

5.  Die  bisherigen  Sätze  kann  man  folgendermaassen  zusam- 
menfassen. Ist  /(.x,  y^  z ..  .)  eine  ganze  rationale  Function  der 
Unbestimmten  ^^  ?/,  ^  .  .  .,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind, 
und  ist  in  Bezug  auf  einen  und  denselben  Modulus  li 

a  ^  a'.     h  ^  h\    c  =^  c'  .  .  .^ 
so  ist  auch 

f{a,b,c...)=f{a\h;c'  ...)  (mod.fc). 
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6.  Etwas  anders  verhält  es  sich  bei  der  Division.  Ist  nämlich 
Clin  ^  h7yi  (mod.^), 
so  kann  man  hieraus  im  Allgemeinen  nicht  mit  Sicherheit  schliessen, 
dass  auch  a  ^  h  (mod.fc)  sein  muss;  bezeichnen  wir  mit  ö  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Zahlen  m  =  m' 8 
und  h  =  Z:'ö,  so  folgt  aus  der  obigen  Congruenz  nur,  dass 

a  ^  b  (  mod. 


ö 

sein  muss.  Denn  da  m{a  —  h)  durch  ^•,  also  m'  (a  —  h)  durch  Je' 
theilbar,  und  nv  relative  Primzahl  gegen  h'  ist,  so  muss  {a  —  h) 
durch  ¥  theilbar  sein. 

7.  Ist 

a  ^  h  (mod.Ä;) 

und  ni  irgend  ein  Divisor  von  7»:,  so  ist  auch 

a  ^  b  (mod.m). 

Denn  a  —  b  ist  ein  Multiplum  von  /v,  und  Je  ein  Multiplum  von  m\ 
also  ist  a  —  b  auch  ein  Multiplum  von  m. 

8.  Ist 

a  ^  Z^  (mod.Ä^)    und   a^b  (mod. 7)  und  a^b  (mod. m)  u.  s.  w., 

so  ist  auch 

a  ^  b  (mod./i), 

wo  h  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  von  )t,  ?,  m^  . .  .  be- 
zeichnet. Denn  a  —  b  ist  ein  gemeinschaftliches  Multiplum  aller 
dieser  Zahlen,  also  auch  Multiplum  von  h. 

Hieraus  folgt  auch  noch  als  ein  besonders  bemerkenswerther 
specieller  Fall,  dass,  wenn  eine  Congruenz  richtig  ist  in  Bezug  auf 
eine  Reihe  von  Moduln,  die  sämmtlich  unter  einander  relative 
Primzahlen  sind,  dieselbe  auch  in  Bezug  auf  einen  Modul  gilt, 
welcher  das  Product  aus  allen  jenen  Moduln  ist. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  auch  negative  Moduln  h  zu- 
gelassen werden;  das  Zeichen  a^b  (mod./?)  bedeutet  auch  dann, 
dass  die  Differenz  a  —  b  durch  k  theilbar  ist ;  offenbar  behalten 
die  vorstehenden  Sätze  auch  nach  dieser  Erweiterung  ihre  volle 
Gültigkeit. 

Da  jede  beliebige  Zahl  a  ihrem  Reste  r  in  Bezug  auf  den 
(positiven)  Modul  k  congment  ist,  so  ist  jede  Zahl  a  einer  der 
h  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  ß  -  1) 

3  ^••' 
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congruent;  sie  kann  aber  auch  nur  einer  dieser  Zahlen  congruent 
sein,  denn  sonst  müssten  ja  auch  unter  diesen  Je  Resten  minde- 
stens zwei  einander  congruent  sein,  was  offenbar  nicht  der  Fall 
ist.  Theilen  wir  daher  sämmtliche  Zahlen  in  Classen^)  ein  nach 
dem  Princip,  dass  wir  jedesmal  zwei  Zahlen  in  dieselbe  oder  in 
verschiedene  Classen  w^erfen,  je  nachdem  sie  in  Bezug  auf  den 
Modulus  7v  congruent  sind  oder  nicht,  so  ist  die  Anzahl  dieser 
Classen  offenbar  =  k]  die  eine  enthält  sämmtliche  Zahlen,  welche 
^  0  (mod./b),  d.  h.  durch  Ic  theilbar  sind;  die  folgende  Classe  ent- 
hält alle  Zahlen,  welche  ^  1  (mod.Ä;)  sind,  u.  s.  f. 

Greift  man  nun  aus  jeder  dieser  Classen  nach  Belieben  ein 
Individuum  heraus,  so  hat  das  so  gebildete  System  von  /.;  Zahlen 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  jede  beliebige  ganze  Zahl 
stets  einer  und  auch  nur  einer  von  diesen  Je  Zahlen  congruent  ist; 
ein  solches  System,  wie  es  z.  B.  auch  die  Zahlen 

0,  1,  2  ...  (Ä;  —  1) 

bilden,  nennt  man  ein  vollständiges  System  nicht  congruenter  (oder 
incongruenter)  Zahlen  oder  ein  vollständiges  Bestsystem  in  Bezug 
auf  den  Modul  ]c\  offenbar  bilden  auch  die  Zahlen 

1,  2,  3  ...  Ä; 

und  ebenso  je  ä;  successive  ganze  Zahlen  ein  solches  System. 

Alle  Zahlen,  welche  einer  und  derselben  Classe  angehören, 
haben  nun  mehrere  allen  gemeinschaftliche  Eigenschaften,  so  dass 
sie  in  Bezug  auf  den  Modul  fast  die  Rolle  einer  einzigen  Zahl 
spielen.  Wir  haben  schon  früher  gesehen,  dass  jede  Zahl,  welche 
in  einer  Congruenz  als  Summand  oder  als  Factor  auftritt,  un- 
beschadet der  Richtigkeit  der  Congruenz  durch  jede  andere  ihr 
congruente,  d.  h.  derselben  Classe  angehörige  Zahl  ersetzt  werden 
darf.  Ein  anderes  Element,  welches  allen  in  einer  Classe  enthal- 
tenen Individuen  gemeinschaftlich  ist,  bildet  der  grösste  Divisor, 
den  sie  mit  dem  Modul  h  gemeinschaftlich  haben;  denn  sind  a 
und  b  zwei  congruente  Zahlen,  so  ist 

a  =^  b  -\-  s'/i", 

folglich  ist  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von  a  und  k  auch  ge- 
meinschaftlicher Divisor  von  b  und  A",  und  umgekehrt.     Man  kann 


*)  In  dieser  Bedeutung  scheint  das  Wort  Classe  zuerst  von  Gauss  ge- 
braucht zu  sein  in  der  Abhandlung  Theoria  residuorum  biquadraticorum. 
IL  art.  42. 
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daher  nach  diesem  grössteii  gemeinschaftlichen  Divisor  die  Classen 
wieder  in  Gruppen  eintheilen,  und  da  die  Zahlen 

ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen  bilden,  so  ist  (nach 
§.  13),  wenn  d  irgend  einen  Divisor  von  %  =  nd  bezeichnet,  (p{n) 
die  Anzahl  derjenigen  Classen ,  welche  solche  Zahlen  enthalten, 
die  8  zum  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  mit  dem  Modul  k 
haben.  Speciell  ist  also  cpCk)  die  Anzahl  derjenigen  Classen, 
welche  nur  Zahlen  enthalten,  die  relative  Primzahlen  gegen  den 
Modulus  li  sind. 

\'on  besonderer  Wichtigkeit  für  spätere  Untersuchungen  ist 
auch  noch  folgender  Satz: 

Ist  a  relative  Primzahl  gegen  den  Modulus  Ä:,  und  setzt  man  in 
dem  linearen  Äusdruch  ax  -\-  b  für  x  der  Beilie  nach  alle  h  Glieder 
eines  vollständigen  Systems  incongruenter  Zahlen  ein^  so  bilden  die 
so  entstehenden  Werthe  dieses  Ausdrticlcs  ivieder  ein  vollständiges 
System  incongruenter  Zalüen. 

Da  nämlich  aus 

ax  ^  b  ^  ay  -\-  6(mod.Ä;) 
auch 

ax  ^  ay{m^odiJi) 

und,  da  a  relative  Primzahl  gegen  k  ist,  nach  §.  17,  6.  auch 

X  ^  ^(mod.Ä:) 
folgt,  so  ergiebt  sich,  dass  alle  Werthe  des  Ausdrucks  ax  -\-b^ 
welche  incongruenten  Werthen  von  x  entsprechen,  ebenfalls  incon- 
gruent  sind;  setzt  man  daher  für  x  alle  k  incongruenten  Zahlen 
ein,  so  erhält  der  Ausdruck  ax  -f  b  auch  k  incongruente  Werthe, 
welche,  da  es  überhaupt  nur  k  Classen  giebt,  ein  vollständiges 
System  incongruenter  Zahlen  bilden. 

§.  19. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Ausdruck  ax^  in  w^elchem  a  wieder 
relative  Primzahl  gegen  den  Modul  k  ist,  und  setzen  wir  wieder 
für  X  der  Reihe  nach  die  Glieder  eines  vollständigen  Systems  in- 
congruenter Zahlen  ein,  aber  nicht  alle,  sondern  nur   diejenigen 

welche  relative  Primzahlen  gegen  den  Modul  k  sind,  und  deren 
Anzahl    nach    dem    vorigen    Paragraphen    gleich    cp  {k)    ist,    so 
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leuchtet  erstens  ein,  dass  die  Werthe  des  Ausdrucks  ax^  d.  h. 
die  Producte 

a  «1 ,  a  «2 ,  dci^,  .  .  . 

sämmtlich  incongruent  sind,  ferner,  dass  dieselben  sämmtlich 
wieder  relative  Primzahlen  gegen  h  sind;  es  wird  daher  jedes 
dieser  Producte  einem  und  nur  einem  Gliede  der  Reihe 


«1,    «2, 

«3    .   .  . 

gruent  sein. 

Wir  können  daher  setzen 

aa^  —  hl 

aa.2  —  &2 

■  (mod.Q, 

aa-i  —  b-i  . 

u.  s.  w. 

wo  nun  die  Zahlen 

6i,  &2,  h  •  •  • 

vollständig,  wenn  auch  in  anderer  Ordnung,  mit  den  Zahlen 

Übereinstimmen,  so  dass  namentlich 

«1  «2  Öf'3  •  .  •  ^  ^1  ho  h'i  .  .  . 

sein  wird.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  dieses  Product  mit  P, 
und  multipliciren  wir  die  vorstehenden  (p  (k)  Congruenzen  mit 
einander,  so  erhalten  wir  daher 

a<pO^)  ,  p  =  P(mod./b). 

Nun  ist  aber  P  ein  Product  von  lauter  Zahlen,  die  relative  Prim- 
zahlen gegen  den  Modul  sind,  also  selbst  relative  Primzahl  gegen 
den  Modul  h;  es  ist  daher  nach  §.  17,  6.  gestattet,  die  vorstehende 
Congruenz  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  P  beider  Seiten 
ohne  Weiteres  zu  dividiren.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die 
Congruenz 

a<p(k)^  1  (mod.Ä;); 

in  Worten  kann  man  diesen  höchst  wichtigen  Satz  folgen dermaassen 

aussprechen : 

Ist  a  relative  Primsahl  gegen  die  positive  Zahl  A*,  und  erhebt 

man  a  zu  einer  Potenz^  deren  Exponent  (p(k)  angiebt^  wie  viele  der 

Zahlen 

1,  2,  3  ...  Ä: 

relative  Primzahlen  gegen  Je  sind^  so  lässt  diese  Potenz^  durch  Je 
dividirt^  stets  den  Rest  1. 
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Nehmen  wir  z.  B.  /»;  =  15,  a  =  2,  so  ist  a  wirklich  relative 

Primzahl    gegen   A;;     nun   ist    (p(k)  =  ^(15)  =  9?(3)qp(5)  =  8; 

es  muss   daher  2^,  durch  15   dividirt,  den  Rest  1  lassen;   in  der 

That  ist 

28  =  256  =  17  .  15  -f  1. 

Es  kann  übrigens  vorkommen,  dass  auch  Potenzen  von  a  mit 
niedrigerem  Exponenten  als  cp  (h)  denselben  Rest  1  geben.  Dies 
tritt  wirklich  in  dem  eben  gewählten  Beispiel  ein,  denn  es  ist  auch 

24  r=r  16  =  1  .  15  -f   1. 

Specialisiren  wir  unseren  Satz  für  den  Fall,  dass  h  nur  durch 
eine  einzige  Primzahl  p  theilbar,  also 

k==p-,  cp{Jc)  =  {p—  l)p^-^ 
ist,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Ist  p  eine  Primzahl  und  a  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare 
Zahl^  so  ist 

^(p-i)p''~^  ^  1  (mod.j;^). 

Nehmen  wir  ferner  hierin  jr  =  1,  so  erhalten  wir  einen  be- 
rühmten Satz,  der  zuerst  von  Fermat  aufgestellt  ist  und  daher  der 
Fermat'sche  Satz  heisst: 

Ist  p  eine  Primzahl  und  a  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare 
Zahl,  so  ist 

a^-'^  ^  1  (mod.jj). 

Man  kann  diesen  Satz  so  umformen,  dass  er  auch  für  den 
Fall  gültig  bleibt,  wenn  a  durch  p  theilbar  ist;  zu  diesem  Zweck 
braucht  man  nur  die  vorstehende  Congruenz  mit  a  zu  multipli- 
ciren,  wodurch  sie  in  die  folgende 

a^  ^  a  (mod.p) 
übergeht.  Ist  nämlich  a  theilbar  durch  p,  so  sind  beide  Seiten 
dieser  Congruenz  ^  0  (mod.  j>),  also  ist  sie  auch  dann  noch  richtig. 
Umgekehrt  kann  man  aus  dieser  Form  des  Satzes  auch  wieder  die 
frühere  ableiten;  denn  sobald  a  nicht  theilbar  durch  |j,  also  rela- 
tive Primzahl  gegen  p  ist,  darf  man  beide  Seiten  dieser  Congruenz 
auch  wieder  durch  a  dividiren,  ohne  den  Modul  zu  ändern. 

Kehren  wir  zu  dem  allgemeinen  Satz  zurück,  der  zuerst  von 
Euler"^)  bewiesen  ist  und  den  Namen  des  verallgemeinerten  Fer- 


*)  Theoremata  arithm.   nova   meth.  demonstr.,   Comra.   nov.   Ac.  Petrop. 
VIII.  p.  74. 
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mat'schen  Satzes  führt,  so  können  wir  denselben  auch  in  folgender 
Weise  aussprechen:  Sind  p,  r,  s  .  .  .  von  einandel^  verschiedene 
absolute  Primzahlen,  und  ist  a  durch  keine  dieser  Primzahlen 
theilbar,  so  ist  stets 

a(p--^)p'^~^  .(r-i)r^~^  .(s-i)s"~'^  •  .  .  ^  1  (mod.p''  tQ  s"  .  .  .), 
wo  jr,  9,  ö  .  .  .  irgend  welche  ganze  positive  Zahlen  bedeuten. 


§•  20. 

Es  ist  wohl  nicht  überflüssig,  dem  vorhergehenden  Beweise 
dieses  wichtigen  Satzes  einen  zweiten  hinzuzufügen,  der  gradatim 
zu  Werke  geht  und  sich  zunächst  auf  den  binomischen  Satz  stützt. 
Ist  2^  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  zufolge  dieses  Satzes 
bekanntlich 

(a  -\-  hy  = 

a^  -f  I-  ai'-^b  4-  •  •  •  H rr^ /  av-n''  -f  •  •  •  -f  2>^; 

1  '  '    rl{p  —  r)l  ^       ' 

hierin  sind  (nach  §.  15)  alle  Coefficienten  ganze  Zahlen.  Ist  aber 
p  eine  Primzahl,  so  können  wir  hinzufügen,  dass  alle  Coefficienten 
mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten,  welche  =  1  sind,  durch  p> 
theilbar  sind;  denn  der  Zähler  des  Bruches 

pf 


r!(p  —  r)r  , 
in  welchem  r  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  . .  .  {p  —  1)  bedeutet,  enthält 
den  Factor  ^9,  der  Nenner  dagegen  nicht;  der  Bruch  ist  also  von 
der  Form  pm  :  w,  wo  n  nicht  theilbar  durch  ^3,  also  auch  relative 
Primzahl  gegen  p  ist;  da  wir  aber  ferner  wissen,  dass  dieser  Bruch 
eine  ganze  Zahl,  dass  also  p)m  durch  n  theilbar  ist,  so  muss  ni 
durch  n  theilbar  sein;  der  Bruch  hat  daher  die  Form  ps,  wo 
der  zweite  Factor  s  eine  ganze  Zahl  ist;  und  folglich  ist  jeder 
dieser  [p  —  1)  Coefficienten  ^  0  (mod.p).  Sind  daher  a  und  h 
irgend  welche  ganze  Zahlen,  so  erhalten  wir  die  folgende  Congruenz 

(a  +  hy  =  aP  4-  hP  (mod.p), 
wobei  also  vorausgesetzt  ist,  dass  p  eine  Primzahl  ist.     Offenbar 
folgt  hieraus  weiter 

(a  -\-  b  -^  cy  ^  (a  -\-  by  -]-  c^'  =  a^  +  6^  -f  ci'  (mod.j;) 

und  allgemein  für  eine  beliebige  Reihe  von  n  ganzen  Zahlen  o,b ...  h : 

(a  4-  b  -\-  •  •  '  -^  h)p  ^  aP  -{-  bP  -^  -  ■  •  i-  h^  (mod.ji)). 
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Setzen  wir  bierin  a  =  1 ,  6  ==  1  .../*=  1 ,  so  erhalten  wir  für 
jede  beliebige  positive  ganze  Zahl  n  den  Satz: 

w^  ^  n  (mod.^j). 
Da  ferner  für  jede  ungerade  Primzahl  ( —  l).^,^  —  1,  und  für  die 
einzige  gerade  Primzahl  p  =  2  ebenfalls  ( —  1)^^  =  1  ^  —  1  (mod.^)) 
ist,  so  erhalten  wir  durch  Multiplication  der  vorstehenden  Con- 
gruenz mit  der  anderen 

(—  1)^  =  —  1  (mod.^) 
die  neue 

( —  n)^  ^  —  n  .(mod.^)). 

Also  ist  der  Fermat'sche  Satz 

aP^a  (mod.^)) 

für  jede  positive  und  negative  Zahl  a  bewiesen,  während  er  für 
a  =  0  unmittelbar  evident  ist.  Wenn  nun  a  nicht  durch  p  theil- 
bar  ist,  was  wir  von  jetzt  annehmen  wollen,  so  folgt  hieraus,  dass 

aP-i  ^  1  (mod.p),  d.  h.  «^^-^  =  1  +  h^) 

ist,  wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Erheben  wir  diese  Gleichung 
zur  pteu  Potenz  und  entwickeln  die  rechte  Seite  wieder  nach  dem 
binomischen  Satze,  so  zeigt  sich,  dass  alle  Glieder  mit  Ausnahme 
des  ersten  Multipla  von  p^  sind;  wir  erhalten  daher 

a(P--^)P  =  1  -f  Ji'2)-  oder  a'^P-'^^P  ^  1  {mod.2)% 

wo  wieder  h'  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  So  kann  man  fortfahren, 
indem  man  jedesmal  wieder  zur  2? ten  Potenz  erhebt,  und  gelangt 
auf. diese  Weise  zu  der  Congruenz 

a(iJ-i)/~    ^  1  (mod._p^), 

deren  Allgemeingültigkeit  sich  in  derselben  Weise  durch  den  Schluss 
von  7t  auf  7t  -\-  l  nachweisen  lässt. 

Sind  nun  r,  s  .  .  .  ebenfalls  Primzahlen,  welche  nicht  in  a  auf- 
gehen, so  ist  nach  demselben  Satze 

^(,._i),.?-i  ^  1  (mod.ri^),     a^'~'^^'"~    ^  1  (mod.s^)  .  .  . 

Setzen  wir  nun  ferner  zur  Abkürzung 

h  =  Qj— l)|;^-i  .  (r  — l)rC'-i.  {s  —  l)s"-K  .  . 

und  berücksichtigen  wir,  dass  aus  jeder  Congruenz  von  der  Form 

a"  ^  1  (mod.m) 

auch  die  Congruenz 

a^'  ^  l  (mod.  m) 


'G' 
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folgt,  sobald  h  ein  Multiplum  von  a  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die 
Congruenz 

a''^  =  1 

für  jeden  der  Moduln  j;^,  r?,  s"  .  .  .  und  folglich,  da  dieselben 
relative  Primzahlen  sind,  auch  für  den  Modul 

gilt.  Hiermit  ist  also  von  Neuem  der  verallgemeinerte  Fermat'sche 
Satz  erwiesen.    le^    ^^/^^    /"    "^ 

§.  21. 

Es  kommt  häufig  vor,  dass  eine  oder  beide  Seiten  einer  Con- 
gruenz eine  oder  mehrere  unbestimmte  Zablen  x^  y  .  .  .  enthalten, 
und  es  wird  dann  die  Aufgabe  gestellt,  alle  ganzzahligen  Werthe 
von  ^,  ^  .  .  .  zu  suchen,  durch  welche  die  beiden  Seiten  der  Con- 
gruenz wirklich  einander  congruent  werden.  Je  nach  der  Anzahl 
der  Unbestimmten  x^  y  .  .  ,  heisst  dann  eine  solche  Congruenz  eine 
Congruenz  mit  einer,  zwei  oder  mehreren  Unbekannten^  ähnlich  wie 
dies  bei  Gleichungen  zu  geschehen  pflegt.  Auch  hier  nennt  man 
dann  solche  specielle  Werthe  von  x^  y  .  .  ,,  welche  die  Congruenz 
zu  einer  identischen  machen,  Wurzeln  der  Congruenz,  und  das 
Problem  der  Auflösung  einer  Congruenz  besteht  in  der  Auffindung 
ihrer  sämmtlichen  Wurzeln.  Wir  werden  im  Folgenden  nur  solche 
Congruenzen  betrachten,  welche  eine  einzige  Unbekannte  x  ent- 
halten und  ausserdem  sich  auf  die  Form 

a  x'''  -f  6^"'  -^  4-  •  •  •-{-  gx  -{-h  ^  0  (mod.  li) 

bringen  lassen,  worin  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  «,  h  .  .  .  g^h 
ebenfalls  gegebene  ganze  Zahlen  bedeuten.  Jeder  Werth  von  x^ 
der,  in  die  linke  Seite  eingesetzt,  dieselbe  durch  den  Modul  k  theil- 
bar  macht,  heisst  also  eine  Wurzel  dieser  Congruenz.  Kennt  man 
irgend  eine  solche  Wurzel  x^  so  sind  offenbar  nach  §.  17,  5.  alle 
ihr  nach  dem  Modul  k  congruenten  Zahlen,  d.  h.  alle  Individuen 
der  Classe,  welcher  diese  Zahl  x  angehört,  ebenfalls  Wurzeln  der- 
selben Congruenz;  man  sieht  alle  solche  einander  congruenten 
Wurzeln  daher  nur  wie  eine  einzige  Wurzel  an,  und  das  Problem 
der  vollständigen  Auflösung  der  Congruenz  kommt  daher  darauf 
zurück,  alle  unter  einander  incongruenten  Wurzeln  derselben  auf- 
zufinden. 


22.  Congruenz  der  Zahlen.  43 

Ferner  leuchtet  ein,  dass  jede  Wurzel  der  obigen  Congruenz, 
"sobald 

a  ^  a',     h  ^h'  .  .  .  g  ^  g\     h  ^  h'  (mod.  ^) 

ist,  auch  eine  Wurzel  der  Congruenz 

a'.r"'  +  h'x"'-'^  +  •  •  •  -]-  g'x-^h'  ^  0  (mod.  h) 

sein  wird,  und  umgekehrt.  Beide  Congruenzen  sind  daher  auch 
nur  wie  eine  und  dieselbe  anzusehen;  denn  beide  stellen  an  die 
Unbekannte  x  genau  dieselbe  Forderung.  Hieraus  erhellt  un- 
mittelbar, dass  man  aus  jeder  Congruenz  von  der  obigen  Form 
ohne  Weiteres  alle  diejenigen  Glieder  fortstreichen  darf,  deren 
Coefficienten  durch  den  Modul  theilbar  sind;  der  Exponent  der 
höchsten  Potenz  von  x^  welche  nach  dieser  vorläufigen  Ausschei- 
dung zurückbleibt,  heisst  dann  der  Grad  dieser  Congruenz;  ist 
z.  B.  in  der  obigen  Congruenz  der  erste  Coefficient  a  nicht  durch 
den  Modul  h  theilbar,  so  heisst  dieselbe  eine  Congruenz  mten 
Grades. 

Wenden  wir  diese  Benennungen  z.  B.  auf  die  Congruenz 

^</'(fc)  =  1  (mod.fc) 

an,  so  müssen  wir  sagen,  dass  dieselbe  genau  ebenso  viele  (incon- 
gruente)  Wurzeln  besitzt,  als  ihr  Grad  cp  (k)  Einheiten  enthält; 
denn  erstens  genügen  alle  relativen  Primzahlen  gegen  den  Modul 
der  Congruenz ,  und  diese  zerfallen  in  cp  (k)  Classen ;  und  zweitens 
kann  die  Congruenz  keine  anderen  Wurzeln  haben  als  diese;  denn 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  ö  einer  Wurzel  x  und  des 
Modul  h  ist  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  der  Zahlen  x'i"^^^  und 
/i",  folglich  auch  (§.  18)  der  Zahlen  1  und  ä;;  folglich  kann  d  nur 
=  1  sein. 

§•  22. 

Wir  wenden  uns  nun  nach  den  vorhergehenden  allgemeinen 
t^rörterungen  zu  dem  einfachsten  speciellen  Fall,  nämlich  zu  der 
Congruenz  ersten  Grades,  welcher  man  offenbar  durch  Trans- 
position des  bekannten  Gliedes  stets  die  Form 

ax  ^  b  (mod.Z;)  (1) 

geben  kann.  Betrachten  wir  auch  hier  zunächst  nur  den  speciellen 
Fall,  in  welchem  der  Coefficient  a  relative  Primzahl  gegen  den 
Modul  h  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  diese  Congruenz  stets 
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eine,  aber  auch  nur  eine  Wurzel  hat.  Denn  wir  haben  früher 
(§.  18)  gesehen,  dass  die  Werthe  des  Ausdruckes  ax^  welche  man 
erhält,  wenn  man  für  x  sämmtliche  ^Individuen  eines  vollständi- 
gen Systems  incongruenter  Zahlen  einsetzt,  wieder  ein  solches 
System  bilden;  unter  den  Werthen  dieses  Ausdruckes  wird  sich 
daher  auch  einer  und  nur  einer  finden,  welcher  derselben  Classe 
angehört  wie  &,  d.  h.  welcher  ^  h  ist.  Der  verallgemeinerte 
Fermat'sche  Satz  giebt  nun  auch  ein  Mittel  an  die  Hand,  die 
Wurzel  dieser  Congruenz  unmittelbar  zu  bestimmen;  oöenbar 
genügt  jede  Zahl 

X  ^h  .  a'rQ^)--^  (mod.Ä;) 

der  obigen  Congruenz.  So  findet  man  z.  B.,  dass  alle  Wurzeln  der 
Congruenz 

2.T  ^  — 3  (mod.  15) 
durch  die  Formel 

ä;  =  — 3  .  2"  =  6  (mod.  15) 
gegeben  werden. 

Wenden  wir  uns  nun  dem  allgemeinen  Fall  zu  und  nehmen 
wir  an,  es  sei  8  der  grösste  gemeinscliaftliche  Divisor  des  Coeffi- 
cienten  a  und  des  Modul  l\  so  leuchtet  zunächst  ein,  dass,  wenn 
die  Congruenz  überhaupt  eine  Wurzel  x  besitzt,  auch  h  durch  8 
theilbar  sein  muss;  denn  da  aji;  mit  dem  Modul  h  den  gemein- 
scli ältlichen  Divisor  8  hat,  so  muss  auch  h  ^  ax  durch  8  theilbar 
sein.  Dies  ist  also  eine  unerlässliche  Bedingung  für  die  Möglich- 
keit der  Congruenz;  dass  sie  auch  hinreichend  für  dieselbe  ist, 
wird  sich  sogleich  zeigen. 

Gesetzt  nun,  es  sei  x  eine  Wurzel  der  Congruenz,  also 

wo  m  irgend  eine  ganze  Zahl,  so  folgt  hieraus,  wenn  a  ==  a'd\ 
b  =  b' 8,  h  =  h'8  gesetzt  wird,  a'x  =  b'  -]-  mlt\  d.  h.  jede  Wurzel 
der  ursprünglichen  Congruenz  ist  auch  Wurzel  der  Congruenz 

a'x  =  b'  (mod.Ä;')  (2) 

und  umgekehrt  überzeugt  man  sich  sogleich,  dass  jede  Wurzel 
dieser  letzteren  Congruenz  auch  eine  Wurzel  der  ersteren  sein  wird. 
Die  beiden  Congruenzen  (1)  und  (2)  stimmen  daher  hinsichtlich 
ihrer  Wurzeln  vollständig  mit  einander  überein;  da  nun  in  der 
letzteren  der  Coefficient  a'  relative  Primzahl  gegen  den  Modul  /.' 
ist,  so  haben  wir  wieder  den  früheren  Fall:  diese  Congruenz  ist 
stets  lösbar,  und  alle  ihr  genügenden  Zahlen  bilden  in  Bezug  auf 
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ihren  Modul  Ä;'  nur  eine  einzige  Classe,  in  der  Weise,  dass,  wenn  oc 
eine  bestimmte  derselben  ist,  alle  anderen  in  der  Form 

x^=a-\-zlv'  (3) 

enthalten  sind,  wo  z  jede  beliebige  ganze  Zah}..  bedeutet.  Da  nun 
alle  diese  Zahlen  auch  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 
(1)  bilden,  so  fragt  es  sich  nur  noch,  wie  viele  in  Bezug  auf  den 
Modul  li  incongruente  Zahlen  unter  ihnen  sich  vorfinden.  Irgend 
zwei  in  der  Reihe  (3)  enthaltene  Zahlen  (x.~\-  zh'  und  a  ^  z'li  wer- 
den offenbar  stets  und  auch  nur  dann  congruent  in  Bezug  auf  den 
Modulus  li  sein,  sobald  {z'  —  z)li'  durch  Jc  =  h'd^  und  also  z'  —  z 
durch  d  theilbar  ist;  diese  beiden  Zahlen  werden  also  einer  und 
derselben  Classe,  oder  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf  den 
Modul  h  angehören,  je  nachdem  die  beiden  Zahlen  z  und  z'  einer 
und  derselben  Classe,  oder  verschiedenen  Classen  in  Bezug  auf 
den  Modulus  ö  angehören;  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  die 
Reihe  (3)  sämmtliche  Individuen  von  Ö  verschiedenen  Classen  in 
Bezug  auf  den  Modul  k  enthält,  und  es  leuchtet  ein,  dass  die 
folgenden  Ö  Zahlen 

«,«-]-  Je',  oc  4-  2  ^•'  .  .  .  «  +  (d  —  1)  Ä;' 

aus  jeder  dieser  ö  Classen  einen  Repräsentanten  enthalten.  Wir 
haben  mithin  folgendes  allgemeine  Resultat  gewonnen: 

Damit  die  Congruenz 

ax  ^  b  (mod./v) 
überhaupt  Wurzeln  besitze,  ist  erfordern  eh,  dass  b  durch  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisor  d  der  beiden  Zahlen  a  und  h  theilbar 
sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Congruenz  genau  ö  in- 
congruente Wurzeln. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  früher  behandelten  Fall,  in 
welchem  d=  1  ist,  die  erforderliche  Bedingung  stets  erfüllt  ist, 
ferner,  dass  dieser  Satz  auch  noch  für  den  Fall  d^=k,  in  welchem 
also  a  ^  0  (mod.Ji)  ist,  seine  Gültigkeit  behält,  indem,  sobald  b 
ebenfalls  ^  0  (mod.A;)  ist,  jede  beliebige  Zahl  x  dieser  identischen 
Congruenz  Genüge  leistet. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  behandeln, 
nehmen  wir  die  Congruenz 

-    8x  =  —  U  (mod.60); 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Coefficienten  8  und  des 
Modul  60  ist  hier  =  4;  da  die  rechte  Seite  — 12  durch  denselben 
theilbar  ist,  so  ist  sie  möglich  und  wird  4  nach  dem  Modul  60 
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incongruente  Wurzeln  haben.     Wir  finden   dieselben,   indem  wir 
zunächst  die  Wurzeln  der  entsprechenden  Congruenz 

2x  ^  —  3  (mod.  15) 
suchen ;  wir  haben  oben  gesehen,  dass  dieselben  in  der  Form 

X  ^  ß  (mod.  15) 
enthalten  sind,  und  schliessen  daraus,  dass 

X  =  Q,  =  21,  =  36,  =  51  (mod.  60) 
die  vier  Wurzeln  der  ursprünglichen  Congruenz  sind. 

§.  23. 

Obgleich  im  Vorhergehenden  das  Problem,  zu  entscheiden,  ob 
eine  vorgelegte  Congruenz  ersten  Grades  Wurzeln  hat  oder  nicht, 
und  im  ersteren  PVU  dieselben  aufzufinden,  eine  vollständige  Lösung 
gefunden  hat,  so  ist  dieselbe,  sobald  der  Modul  Ic  eine  grosse  Zahl 
ist,  wegen  der  erforderlichen  Potenzirung  für  praktische  Zwecke 
nicht  wohl  anwendbar;  wir  wollen  daher  im  Folgenden  eine  ein- 
fachere Methode  angeben.  Offenbar  können  wdr  uns  auf  den  Fall 
beschränken,  in  welchem  der  Coefficient  der  Unbekannten  relative 
Primzahl  gegen  den  Modul  ist;  ausserdem  können  wir  annehmen, 
dass  die  rechte  Seite  =  1  ist;  denn  um  aus  der  Wurzel  einer 
solchen  Congruenz  diejenige  einer  anderen  zu  finden,  in  welcher 
die  rechte  Seite  eine  andere  Zahl  ist,  genügt  es  oftenbar,  dieselbe 
mit  dieser  Zahl  zu  multipliciren.  Nennen  wir  der  Bequemlichkeit 
halber  den  Modul  nicht  k,  sondern  h,  so  reducirt  sich  also  unsere 
Aufgabe  auf  die  Auflösung  der  Congruenz 

ax  ^  1  (mod. h) 
oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
chung ersten  Grades*) 

ax  —  i»i/  =  1. 

Wir  schicken  derselben  einige  Sätze  über  einen  Algorithmus 
voraus,  der  zuerst  von  Euler"^^)  behandelt  und  für  die  Theorie  der 


*)  Die  erste  Lösung  dieser  Aufgabe  findet  sich  bei  Backet  de  Meziriac: 
FrohUmes  |j?a?>rtw#s  et  delectables  qiti  se  fönt  par  les  nomhres.  2e  ed.  1G24. 
Dies  interessante  Werk  ist  vor  Kurzem  von  Lahosne  neu  herausgegeben. 
(Paris,  1874  und  1879.) 

**)  Solutio  prohlematis  arithmetici  de  inveniendo  7nmero,  qui  per  datos 
numeros  divistis,  reUnquat  data  restdua^  Comm.  Ac.  Petrop.  VIT,  p.  46.  — 
De  usu  720vi  algoritlimi  in  prohlemate  Pelliano  solvendo^  Nov.  Comm. 
Petrop.  XI,  p.  28.  —  Vergl.   Gauss:  D.  A.  art.  27. 
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Kettenbrüche,  sowie  auch  für  unsere  späteren  Untersuchungen  von 
Wichtigkeit  ist.     Es  seien 

a,  h  (1) 

irgend  zwei  unbestimmte  Grössen,  und  ebenso 

y,  ö,  £  .  .  .  A,  |U,  r  (2) 

eine  Reihe  von  beHebig  vielen  unbestimmten  Grössen.  Aus  diesen 
bilden  wir  nun  successive  eine  neue  Reihe  c^  d^  e  .  .  .  l^  m,  n  nach 
folgendem  Gesetz: 

c  =  yb  -f  a 

d^  de  +  b 

e  ^=  ed  -^  c   }  (3) 


'o' 


n  =vm  -\-  1 

Substituirt  man  den  Ausdruck  für  c  in  den  für  d,  so  wird  der 
letztere  eine  ähnliche  Form  annehmen  wie  der  erstere,  nämlich 

d  =  8a-{-(yö-^l)b', 

er  besteht  also  aus  einem  Gliede,  welches  den  Factor  a,  und  aus 
einem  zweiten,  welches  den  Factor  b  enthält.  Substituirt  man 
nun  diesen  Ausdruck  für  d,  und  den  ersten  für  c  in  den  Ausdruck 
für  e,  so  nimmt  auch  dieser  letztere  dieselbe  Form  an.  So  kann 
man  fortfahren,  und  aus  dem  Ausdruck  für  n  erkennt  man,  dass 
dieses  Gesetz  allgemein  ist;  denn  sobald  /  und  m  schon  diese  Form 
erhalten  haben,  so  nimmt  auch  n  dieselbe  an.    Wir  können  daher 

n=  Ga  -]-  Hb 

setzen,  wo  nun  G  und  H  unabhängig  von  a  und  b  sein  werden. 
Man  bezeichnet  den  Coefficienten  R,  der  nur  von  den  in  der  Reihe 
(2)  befindlichen  Grössen  abhängt,  durch  das  Zeichen*) 

[y,  Ö,  £  .  .  .  A,  ^,  vi  (4) 

und  wir  werden  im  Folgenden  einige  interessante  Sätze  beweisen, 
die  sich  auf  dasselbe  beziehen. 

Zunächst  leuchtet  ein,  dass,  wenn  man  mit  den  Anfangsgliedern 

b,  c  =  yb  -{-  a  (1') 
und  der  Reihe 
ö,e...l,ii,v                                         (2'j 

*)  Garns:  D.  A.  art.  27. 
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in  derselben  Weise  verfährt  wie  oben,  man  genau  dieselben  Glieder 
d^  e  .  .  .  l^  wi,  n  erhalten  wird.    Wir  können  daher  gleichzeitig 

n  =  Ga  -\-  [y^  ö,  s  .  .  .  ft,  v]  b 
und  » 

n  =  G'  h  -\-  [d,  s  .  .  .  ^^  v]c 

setzen;  ersetzen  wir  hierin  c  durch  yb  -]-  «,  so  erhalten  wir 

n  =  [ö,  s  .  .  .  u,  v]  a  -)-  {y  [d\  £  .  .  .  ^a,  v]  -j-  G')  b, 

woraus,  durch  Yergleichung  der  C(^ficienten  von  a  in  den  beiden 
Formen  für  w,  zunächst 

G^  =  [d,  f  .  .  .  ^,  v'] 

folgt.  Der  Coefficient  G  lässt  sich  daher  durch  dasselbe  Zeichen 
ausdrücken  wie  //.    Wir  können  also  von  jetzt  an  schreiben 

n  ==  [d^  .  .  .  ft,  r]  a  -f  [7,  d  .  .  .  ^,  v]  6; 
da  nun  auch 

(t'  =  [£...  ft,  1'] 

sein  muss,  so  erhalten  wir  durch  Yergleichung  der  Coefficienten 
von  b  in  den  beiden  Formen  für  n  den  Satz 

[y,  6,  £  .  .  .  1/]  =  7  [Ö,  £  .  .  .  1/]  +  [c  .  .  .  v\  (5) 

in  welchem  das  Gesetz  ausgedrückt  ist,  nach  welchem  die  Fort- 
bildung der  Ausdrücke  von  der  Form  (4)  nach  links  hin  geschieht. 
Einen  ganz  analogen  Satz  für  die  Fortbildung  nach  rechts  hin 
erhält  man  durch  die  einfache  Bemerkung,  dass  durch  die  Annahme 
a  =r  0,  &  =  1  die  drei  Grössen  Z,  m^  n  resp.  in 

[y  .  .  .  k\     [y  .  .  .X,  ii\,     [7  .  .  .  A,  ^,  v] 

übergehen,  so  dass  zwischen  diesen  drei  consecutiven  Ausdrücken 
die  Relation 

[7  .  .  .  A,  -fi,  v]  =  [7  .  .  .  A,  ^]  V  -\-[y  .  .  .  X\  (6) 

besteht. 

Verbindet  man  diese  beiden  Sätze  mit  einander,  so  überzeugt 
man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  des  folgenden: 

[v,  ^  .  .  .  d,  7]  =  [7,  d.  .  .  ,a,  v\.  (7) 

Nimmt  man  nämlich  an,  dieser  Satz  sei  für  alle  Ausdrücke  dieser 
Art  bewiesen,  welche  eine  kleinere  Anzahl  von  Grössen  enthalten, 
so  dass  also  z.  B. 

[d,    £   .   .   .   V]   rrrr   [v   .   .   .   £,   d]    Uud   [f   .   .    •    J^J   rrrr   [v   .   .   .   f], 
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so  folgt  aus  (5): 

[y,  8,  8  .  .  .  v]  =  [v  .  .  .  8,  d]y  -{-  [v  .  .  .  £]', 

verbindet  man  dies  mit  dem  Satz  (6),  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  (7).  In  der  That  gilt  aber  der  Satz 
wirklich  für  die  ersten  Fälle;  enthält  nämlich  der  Ausdruck  nur 
eine  einzige  Grösse  7,  so  versteht  sich  dies  von  selbst;  und  ausser- 
dem ist 

[y,  d}  =  rd  +  1=  [d,  y]. 

Hieraus  folgt  also,  dass  der  Satz  auch  für  jede  beliebige  Anzahl 
der  Grössen  y^  d  .  .  .  ^^  v  gilt. 

Wir  können  die  Gleichungen  (3),  durch  welche  das  Bildungs- 
gesetz der  Grössen  c^  d  .  .  .  n  ausgedrückt  wird,  auch  in  folgender 
Weise  schreiben: 

-\-d  =  {-ö){-c)^-h 
-e={—8)d  +  {-c) 


wo  in  der  letzten  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Grössen  y^  8  ,  .  .  {i,  v 
gerade  oder  ungerade  ist.  Hieraus  geht  hervor,  dass  aus  den  An- 
fangsgliedern 

-  a,  h  (1") 

und  der  Reihe 

-  y,  -  ö,  _  « x,-t,,-v  (2"X 

durch  dasselbe  frühere  Verfahren  die  Reihe 

—  c,  -\-  d^  —  e  •  •  •  +  n 

entsteht.    Es  wird  daher  auch 

+2 n  =  [—  d\  —  8  '  '  '  —v\  ( —  a)  -j-  [—  7,  —  d,  —  6  .  .  .  —  v\h 

und  folglich 

[-y,  -8 v\-=±[y,8  ...v^  (8) 

sein,  worin  wieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist, 
je  nachdem  die  Anzahl  der  Grössen  y^  8  .  .  .  v  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

Endlich  kann  man  die  Gleichungen  (3)  auch  in  umgekehrter 
Folge  so  schreiben : 

Dirichlet,    Zalilentheorie.  4 
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7  =  ( —  v)  m  A-  n 
Je  =r  ( —  ft)  1  -\-  m 


.  h=  {—8)c  -h  d 
a  =  {—  y)h ^  c. 
Es  wird  daher 

a  ==  [ —  ^  '  •  '  —  y^n  -\-  [ —  v^  —  fi  -•  •  —  y^m 

oder  mit  Hülfe  des  Satzes  (8): 

i  a  =  —  [i"-  •  •  •  ^]  ^^'  +  V^'i  y'' '  • '  y~\  *>^ 

oder  mit  /  Berücksichtigung  des  Satzes  (7) :       ■  • 

+  a  =  —  \y^  ö  .  .  .  ^'\  n  -\-\y^  Ö  .  ,  .  ft,  v]  m. 

Wenn  man  nun  a  =  1,  Z>  =  0  setzt,  so  gehen  m,  n  resp.  in 

[d  .  ,  .  ^],     [ö  .  .  .  u,  v] 
über,  und  man  erhält  das  Resultat: 

[ö  .  .  .  ]i]  [y,  ö  .  .  .  u,  i>]  —  [<5  .  .  .  ^,  v]  [y,  ö  .  .  .  (i]  =  ±  1,  (9) 

wo  wieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem  die  Anzahl  der  Grössen  7,  Ö  .  .  .  ^,  v  gerade  oder  ungerade  ist. 
Zum  Schluss  wollen  wir  bemerken,  dass  diese  Ausdrücke  in 
der  Theorie  der  Kettenbrüche  von  der  grössten  Wichtigkeit  sind; 
bezeichnen  wir  nämlich  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch,  in  wel- 
chem die  Zähler  sämmtlich  =  1,  und  dessen  sogenannte  Quotienten 
y,  d  ...  ^^  V  sind,  kurz  durch  das  Symbol  (7,  d\ . .  /x,  v),  so  dass  also 

(y,  ö  .  .  .  A,  ^,  ,;)  =..^+   -^_1__,  (y)  ^  y 

ist,  so  ergiebt  sich  allgemein  durch  Reduction  desselben 

Denn  gesetzt,  dieser  Satz  sei  schon  für  jede  kleinere  Anzahl  der 
Grössen  y,  ö,  £  .  .  .  ^,  v  bewiesen,  so  dass  also  namentlich 

[d,  £  .  .  .  /i,  1^] 
(ö,  f  .  .  .  a,  v)  r=  "--= ■ -r-^ 

ist,  so  folgt  hieraus 


(7,  Ö,  f  .  .  .  ^,  v)  =  y  -I- 


(d,  «...  u,  V) 

==  y  4.    I>  '  •  •  >^^  ^^1   ^  r  [^^  £ . . .  fi,  1^]  +  I  £ . . .  /i,  i'] 

[d,  £  .  .  .  ft,  i>\  [d,  £  .  .  .  ^,  v] 
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und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  (5)  die 
Gleichung  (10).     In  der  That  ist  aber 

da  also  der  Satz  für  zwei  Grössen  7,  8  richtig  ist,  so  ist  er  auch 
für  jede  grössere  Anzahl  der  Grössen  7,  d  .  .  .  /*,  v  richtig. 

Sind  die  Elemente  )^,  d  .  .  .  ,a,  v  ganze  Zahlen,  so  gilt  dasselbe 
von  den  Zählern  und  Nennern  der  Brüche 

Ir]-  •  [^_^1         [^  ^  ■  ••  •  ^^  ^]  . 

ferner  ist  jeder  dieser  Brüch-e  irreducibel,  d.  h.  durch  die  klein- 
sten Zahlen  ausgedrückt;  denn  es  folgt  z.  B.  aus  der  Relation  (9), 
dass  Zähler  und  Nenner  des  letzten  der  obigen  Brüche  ohne  ge- 
meinschaftlichen Divisor  sind. 

§.24. 

Die  vorstehenden  Sätze,  welche  eigentlich  in  die  Theorie  der 
Differenzen-Gleichungen  zweiter  Ordnung*)  gehören,  sind  deshalb 
gleich  in  solcher  Vollständigkeit  aufgestellt,  damit  wir  bei  einer 
späteren  Untersuchung  nicht  nöthig  haben,  von  Neuem  auf  den- 
selben Algorithmus  zurückzukommen;  für  unseren  nächsten  Bedarf, 
nämlich  für  die  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung 

ax  —  hy  ^=  1, 
in  welcher  wir  nun  wieder  a  und  h  als  zwei  gegebene  relative  Prim- 
zahlen ansehen,  genügt  schon  ein  kleiner  Theil  der  vorhergehenden 
Resultate.  Zu  dem  Zweck  verfahren  wdr  nun,  wie  es  bei  der  kwi- 
Buchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  der  beiden  Zahlen 
(oder  bei  der  Verwandlung  des  Bruches  a:ft  in  einen  Kettenbruch) 
geschieht,  indem  wir  das  System  der  folgenden  Gleichungen  bilden 

a  ^=  yh  -^  c 

h  =  8c  -\-  d 


]  =  vm  -j-  1, 
wobei  Zuletzt  der  Rest  1  auftreten  muss  (§.  5);  diese  Gleichungen 
können  wir  auch  so  schreiben 


*)  Vergl.  Jacobi:  Allgemeine  Theorie  der  kettenbruchähnliche?i  Ahjo- 
rithmen,  in  ivelchen  jede  Zahl  aus  Brei  vorhergehenden  gebildet  icird, 
Crelle's  Journal,  Bd.  69. 

4* 
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c  =  {—y)h  -\-  a 
d  =±.  (—  6)  c  -f  & 


1  =  {—v)m  +  l 
und  hieraus  folgt,  dass 

l  =  [—ö,—6'''  — ^,  — v]a  +  [—7,  — ö,  — £  .  .  .  — ft,  — !']& 
oder  nach  §.  23,  (8) 

1  =  4=  [^,  £  .  .  .  iw,  v]  a  dz  [7,  (J,  £  .  .  .  ft,  v]  6 

ist,  worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  Grössen  y,  d  .  .  .  ^,  v  gerade  oder  ungerade 
ist.  Wir  erhalten  daher  folgende  Lösung  der  unbestimmten  Glei- 
chung : 

X  =  ^[Ö,  6  .  .  .  ß,  vi    y  =  +[r,  ^ ,  £  .  .  .  iu,  v\ 

Hiermit  ist  also  auch  eine  Wurzel  x  der  Congruenz 

ax  ^  \  (mod.ö) 

gefunden,  und  dies  genügt  vollständig,  da  alle  anderen  Wurzeln 
mit  dieser  einen  nach  dem  Modul  h  congruent  sind. 
W^enden  wir  diese  Methode  auf  unser  Beispiel 

2x^1  (mod.  15) 
an,  so  erhalten  wir 

2  =  0  .  15  4-  2,     15  --=  7  .  2  4-  1, 
also 

y  r=r  0,  ö  r=  7,    X  =  —  [8]  =  ~  1  =  ^  (mod.  15) 

und  hieraus  folgt,  dass 

^'  =  —  7  .  (—  3)  =  21  ^  6  (mod.  15) 
die  Wurzel  der  Congruenz 

2^'  =  —  3  (mod.  15) 
ist. 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Congruenz 
37^  =  1  (mod.  100); 
indem  wir  ebenso  verfahren,  erhalten  wir 

37  =  0.100  +  37;    100  =r  2  .  37 -|- 26 ;    37  =  1.26  +  11; 
26  =  2.11+4;    11  =  2.4  +  3;    4=1.3  +  1 

und  also 

x=  —  [2,  1,  2,  2,  IJ  (mod.  100). 

Nun  ist,  wenn  wir  von  rechts  nach  links  rechnen. 
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also 


[1]  =  1,  [2,  1]  =  3,  [2,  2,  1]  =  7,  [1,  2,  2,  1]  =  10, 
[2,  1,  2,  2,  1]  =  27, 

;r  =  —  27  =  73  (mod.  100). 


Da  cp  (100)  —  9)  (4)  g)(25)  =  2  .  20  =  40  ist,  so  hätten  wir  nach 
unserer  früheren  Methode  die  Auflösung 

X  =  3739  (mod.  100) 

erhalten;  die  hierin  angedeutete  Rechnung  würde  sich  zwar  durch 
einige  Kunstgriffe  bedeutend  abkürzen  lassen ,  allein  doch  viel 
langwieriger  sein,  als  die  nach  der  zweiten  Methode  ausgeführte 
Rechnung. 

Kommt  es  darauf  an,  auch  den  Werth  von 

2/  =  +  [r.  ^,  ^  —  •  ^^  v] 

zu  berechnen,  so  ist  es  vortheilhaft,  die  Berechnung  des  Werthes 

^  =  +  [d\  £  .  .  .  ft,  v] 
von  rechts  nach  links  vorzunehmen;   man  findet  dann  nach  der 
Formel  (5)  des  §.  23  aus 

[£  .  .  .  |Lt,  v]  und  [ö,  £  .  .  .  ^,  v] 
unmittelbar  den  Werth  von  y.     So  oft  y  =  0^   also    a  <h   ist, 
reducirt  sich  y  auf 

y  =  ::f[s  ,  .  .  ii,v]. 

Dies  ist  in  unseren  Beispielen  der  Fall ;  in  dem  zweiten  erhält  man 
auf  diese  Weise 

2/  =  -  [0,  2,  1,  2,  2,  1]  =  -  [1,  2,  2,  1]  .==  -  10, 
und  in  der  That  ist 

37  .  (—  27)  —  100  .  (—  10)  =  1. 

Bei  dieser  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung  ax  —  hy=\ 
in  ganzen  Zahlen  x^  y  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die 
beiden  gegebenen  relativen  Primzahlen  a,  h  positive  Zahlen  sind; 
doch  erkennt  man  leicht,  dass  hierdurch  die  Allgemeinheit  der 
Methode  nicht  beeinträchtigt  wird. 

Sobald  nun  eine  bestimmte  Lösung^  d.  h.  ein  bestimmtes  Zahlen- 
paar x^  y  gefunden  ist,  welches  der  Gleichung  ax  —  hy=l  genügt, 
so  ist  es  leicht,  daraus  die  allgemeine  Form  aller  Lösungen  x\  y' 
derselben  unbestimmten  Gleichung  abzuleiten.    Ist  nämlich 

ax'  —  hy'  =  1, 
so  folgt  durch  Subtraction 

a(x'  —  x)  =  h{y'  —  y)] 
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da  nun  a  und  h  relative  Primzahlen  sind,  so  muss  (nach  §.  5,  2.) 
die  Zahl  h  in  {x'  —  x)  aufgehen,  es  muss  daher 

x'  ^=  X  -^r  hz^    y'  =  ij  -[-  as 

sein,  wo  z  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  umgekehrt  entspricht 
jeder  willkürlich  gewählten  ganzen  Zahl  z  eine  durch  die  vor- 
stehenden Formeln  herzustellende  Lösung  x\  ^'unserer  unbestimm- 
ten Gleichung;  jede  Lösung  x\  y'  wird,  wenn  z  alle  ganzen  Zahlen 
von  —  00  bis  -\-  co  durchläuft,  einmal  und  nur  einmal  erzeugt. 
Man  erkennt  auch  leicht,  dass  dieses  Resultat  selbst  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  eine  der  beiden  gegebenen  relativen  Primzahlen 
a,  b  gleich  Null,  und  die  andere  folglich  =  4:  1  ist. 

Wir  bemerken  ferner,  dass  durch  wiederholte  Anwendung  des 
obigen  Verfahrens  folgende  allgemeinere  Aufgabe  gelöst  werden 
kann:  Sind  a^h^  c  .  .  .  gegebene  ganze  Zahlen^  deren  grösster  ge- 
meinschaftlicher Divisor  m  ist^  so  sollen  ebensoviele  ganze  Zahlen 
X,  y^  z  .  .  .  gefunden  iverden^  tvelche  der  Gleichung 

ax  -\-  by  -\-  c z  -\-  '  '  •  =^  m 

genügen.  Denn  gesetzt,  man  habe  für  die  Zahlen  b^  c  .  .  .^  deren 
grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  m'  nothwendig  ein  Multiplum 
von  m  ist,  schon  ganze  Zahlen  y\  z'  .  .  .  gefunden,  welche  der 
Bedingung 

by'  -\-  cz'  -f     •    =t  m' 

genügen,  so  löse  man,  da  m  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  a  und  m'  ist,  nach  der  obigen  Methode  die  Gleichung 

ax  -\-  m'  X  =  m 
in  ganzen  Zahlen  ^,  x\  so  wird  die  vorgelegte  Gleichung  durch 
die  Zahlen  x^  y  =  x'  y\  z  =  x'  z'  .  .  .  befriedigt. 

§•  25. 

Auf  das  im  Vorhergehenden  behandelte  Problem  der  Auf- 
lösung der  Congruenzen  ersten  Grades  lässt  sich  das  folgende 
zurückführen : 

Alle  Zahlen  x  zu  finden,  ivelche  in  Bezug  auf  zwei  gegebene 
Modidn  a,  b  gegebenen  Zahlen  resp.  a,  ß  congruent  sind,  d.h.  welche 
den  beiden  Forderungen 

X  ^  oi  (mod.  a),     x  ^  ß  (mod.  b) 
genügest. 
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Da  nämlich  alle  Zahlen  x,  welche  die  erste  dieser  beiden  For- 
derungen erfüllen,  in  der  Form  x  =  (x.  +  (f't  enthalten  sind,  wo  t 
jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  kommt  fs  nur  noch  darauf 
an,  dieses  t  näher  so  zu  bestimmen,  dass 

at  ^  ß  —  «  (mod.h)  (1) 

wird.  Bezeichnet  man  nun  mit  d  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Divisor  der  beiden  Moduln  a  und  5,  so  muss,  wenn  diese  Congruenz 
möglich  sein  soll,  ß  —  «  durch  d  theilbar,  d.  h.  es  muss 

cc  =  ß  (mod.  8)  (2) 

sein  (§.  22).  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  existirt  keine 
Zahl,  welche  der  Aufgabe  genügt;  ist  sie  aber  erfüllt,  so  sind 
sämmtliche  der  Congruenz  (1)  genügende  Zahlen  t  in   der  Form 

t  ^£  tQ  ( mod.  —  j  oder  t  =  t^)  H-  y  u 

enthalten,  wo  ^o  ehie  bestimmte  von  ihnen,  und  u  jede  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus  folgt,  dass  die  gesuchten  Zahlen 
durch  die  Formel 

X  ^  a  -\-  at^  -f  -T-  i*  oder  x  ^^  Xq  ( mod.  -r-  \ 

gegeben  werden,  wo  ;x'o  =  a  -f-  ato  selbst  eine  der  gesuchten  Zahlen 
und  der  Modulus  offenbar  das  kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum 
der  beiden  gegebenen  Moduln  a,  h  ist. 

Werden  z.  B.  die  Zahlen  gesucht,  welche  durch  12  dividirt 
den  Rest  7,  durch  15  dividirt  den  Rest  4  lassen,  so  hat  man  die 
Congruenzen 

X  ^  1  (mod.  12),     X  ^  4  (mod.  15). 

Man  setzt  also  x  =  7  -}-  12^,  und  erhält  für  t  die  Congruenz 

12^  =  —  3  (mod.  15), 

welche  (da  hier  die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist)  sich  auf 

4:t  ^  —  1  (mod.  5) 

reducirt.     Hieraus  folgt 

^  ^  1  (mod.  5) 
und  also 

^  =  7  +  12^  =  19  (mod.  60). 

Besonders  bemerkenswerth  ist  der  besondere  Fall,  in  welchem 
die  beiden  gegebenen  Moduln  a,  b  relative  Primzahlen  sind;  da 
gleichzeitig  d=  1  wird,  so  fällt  die  Bedingung  (2)  ganz  fort;  die 
Auflösung  ist  stets  möglich  und  liefert  ein  Resultat  von  der  Form 

X  ^  Xo  (mod.  ab). 
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Die  ursprüiigliclie  Aufgabe  lässt  sich  auch  leicht  für  den  Fall 
verallgemeinern,  in  welchem  eine  Reihe  von  beliebig  vielen  Moduln 
und  eine  Keilie  ihnen  entsprechender  Reste  gegeben  ist;  für  uns 
ist  indessen  nur  der  Fall  von  Wichtigkeit,  in  welchem  die  ge- 
gebenen Moduln  a,  ?>,  c  ...  relative  Primzahlen  sind;  wir  beschrän- 
ken uns  daher  auf  denselben,  und  stellen  uns  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Aufgabe,  alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  dem  System 
von  Congruenzen 

X  ^  a  (mod.  a),  x  ^  ß  (mod.  h),  x  ^  y  (mod.  c)  .  .  . 
genügen.  Da  wir  nun  schon  wissen,  dass  alle  Zahlen,  welche  die 
beiden  ersten  dieser  Forderungen  erfüllen,  in  der  Form  x  ^  ß^ 
(mod.  ab)  enthalten  sind,  wo  die  Zahl  ßi  nach  dem  Vorhergehenden 
gefunden  werden  kann,  so  kommt  unsere  Aufgabe  offenbar  auf  die 
einfachere  zurück,  alle  Zahlen  x  zu  finden,  welche  dem  folgenden 
System  von  Congruenzen  genügen : 

X  ^  ßi  (mod.a&),     x  ^  y  (mod.  c)  .  .  . 
Da  nun  der  Modul  ab  der  ersten  dieser  Congruenzen  wieder  relative 
Primzahl  gegen  jeden  folgenden  Modul  c  ...  ist,  so  kann  man  in 
derselben  Weise  fortfahren  und  gelangt  so  zu  dem  Resultat,  dass 
sämmtliche  Zahlen  x  in  der  Form 

X  ^  Xq  (mod.w) 
enthalten  sind,  wo  x^  eine  bestimmte  von  ihnen,  und  m  das  Pro- 
duct  abc  .  .  .  aus  allen  gegebenen  Moduln  bedeutet. 

Statt  eine  solche  Zahl  Xq  in  der  eben  angegebenen  W- eise  durch 
successive  Auflösung  einer  Reihe  von  Congruenzen  ersten  Grades 
in  Bezug  auf  die  Moduln  &,  c  .  .  .  zu  suchen,  kann  man  auch  auf 
folgende  Art  symmetrisch  verfahren. 

Man  setze  m  =  aÄ  =  bJB  =  cC  .  .  .  und  bestimme  (nach 
§.  24)  zunächst  Zahlen  a\  b\  c'  .  .  .,  welche  den  Congruenzen 

Äa'  =1  (mod.«),     Bb'  =  1  (mod./>),     Cc'  =  1  (mod.c)  .  .  . 
genügen;  so  wird 

X  ^  Äa'a  -{■  B¥ ß  -]-  Cc'y  ~{-  '  '  '  (mod.w); 
denn  da  jB,  C  .  .  .  durch  a  theilbar  sind,  so  ist  x  ^^  Äa' a  ^  a 
(mod. «),  und  ebenso  ^  ß  (mod,  &),  ^  y  (mod.  c)  u.  s.  w. 

Ein  besonderer  Vortheil  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
die  Hülfszahlen  a\  b\  c'  . . .  ganz  unabhängig  von  oc,  /3,  y  .  .  .  sind, 
und  daher  stets  dieselben  bleiben,  wie  auch  die  letzteren  variiren 
mögen,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  das  System  der  Moduln  a,^,  e... 
unverändert  bleibt. 


I 
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Es  folgt  ferner  hieraus,  dass  x  ein  vollständiges  Restsystem 
nach  dem  Modul  m  durchläuft,  sobald  die  Reste  a,  j3,  y  .  .  .  voll- 
ständige  Restsysteme  resp.  in  Bezug  auf  die  Moduln  a,  &,  c  .  .  . 
durchlaufen;  denn  wenn  «',  /3',  y  -  .  ,  irgend  ein  zweites  System 
gegebener  Reste  ist,  so  wird 

ylrtV;  +  BV  ^'  -f  Cdy'  ^ 

stets  und  nur  dann 

=  Ao!a  -^-Bh'ß  +  Cc'y  H 

nach  dem  Modulus  m  sein,  wenn  gleichzeitig 

a'  ^  «  (mod. ft),  ß'  ^  ß  (mod.h),  y'  ^  y  (mod.c) 
u.  s.  w.  ist;  da  ferner  «,  /3,  y  .  .  .  resp.  «,  Z>,  c  .  .  .  verschiedene 
Werthe  durchlaufen,  so  ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Rest- 
systeme, also  auch  die  Anzahl  der  resultirenden  nach  dem  Modul  m 
incongruenten  Werthe  von  x  gleich  ahc  •  -  -  ^=  m'^  ä.  h.  x  durch- 
läuft ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  m. 

Ist  ferner  cc  relative  Primzahl  zu  a,  ß  zu  h  u.  s.  f.,  so  ist  x 
auch  relative  Primzahl  zu  m,  und  umgekehrt ;  hieraus  folgt  leicht 
ein  neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  cp  (ab)  =  cp{a)  g){h)  ist. 

Endlich  ergiebt  sich,  dass,  wenn  x  irgend  eine  ganze  Zahl 
bedeutet,  stets 

—  —  Ä-^ hi-H h--- 

m  a       0         c 

gesetzt  werden  kann,  wo  /i,  u^  v^  w  .  .  .  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Denn  lässt  x  in  Bezug  auf  die  Moduln  a,  h^  c  .  .  .  resp.  die  Reste 
ce,  /!3,  }/...,  so  ist  nach  dem  Obigen 

X  =  hm  +  Äa  a  -]-  Bh' ß  -\-  Cc' y  +  ■  -  • , 

wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  folglich 

m  '      a  0  c 

§.  26. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  Congruenzen 
höherer  Grade,  beschränken  uns  aber  dabei  auf  den  .einfachsten 
Fall,  in  welchem  der  Modul  p  eine  Primzahl  ist.  Die  allgemeinste 
Form  einer  Congruenz  i^ten  Grades  ist  die  folgende: 

ax""  4-  hx''-'^  -\-  cx""-^  4-  •••  +  /?<  =  0  (mod.p), 
in  welcher  der  höchste  Coefficient  a  als  nicht  theilbar  durch  die 
Primzahl  p  vorausgesetzt  wird.     Ebenso  wie  man  jede  Gleichung 
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leicht  auf  den  Fall  zurückführen  kann,  in  welchem  der  höchste 
Coefficient  =1  ist,  so  erreicht  man  auch  hier  dasselbe,  wenn  man 
die  Congruenz  mit  einer  Zahl  a'  multiplicirt,  welche  der  Bedingung 
aa'  ^  1  (mod.j))  genügt  und  also  eine  Wurzel  der  stets  lösbaren 
Congruenz  ax  ^  \  (mod.j:»)  ist.  Doch  hängt  hiervon  die  Gültig- 
keit der  folgenden  Sätze  nicht  im  Mindesten  ab. 

Wir  bezeichnen  der  Einfachheit  halber  das  auf  der  linken 
Seite  der  obigen  Congruenz  befindliche  Polynom  nten  Grades  kurz 
mit  f{x).     Hat  nun  eine  solche  Congruenz 

f{x)^0  (mod.jt?)  (1) 

eine  Wurzel  x  ^  w  und  dividirt  man  f{x)  durch  x  —  «,  so  wird 
der  Divisionsrest  i\  eine  durch  p  theilbare  Zahl  sein;  denn  be- 
zeichnet man  den  Quotienten  der  Division,  welcher  eine  ganze 
Function  vom  {n  —  l)ten  Grade  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ist, 
mit  /i  (^),  so  ist 

f{x)  =  [x-a)f,{x)  +  n  (2) 

und  hierin  ist  r^  =f(oc)  der  Voraussetzung  nach  ^  0  (mod.jj). 

Hat  nun  die  Congruenz  (1)  noch  eine  zweite  von  oc  verschiedene^ 
d.  h.  nicht  mit  a  congruente  Wurzel  ß^  so  folgt  aus  (2),  dass 
(/5-«)/i(/3)  =  0(mod.p) 

und  also ,  da  /3  —  a  nicht  durch  p  theilbar  ist ,  dass  /i  {ß)  ^  0, 
d.  h.  dass  ß  eine  Wurzel  der  Congruenz  fi  (x)  ^  0  (mod.  p)  sein 
muss.     Man  kann  daher  wieder 

/i  W  =  (X  —  ß)  h  W  +■  ro 
setzen ,  wo  der  Rest  r^  wieder  eine  durch  p  theilbare  Zahl,  und 
der  Quotient  f^ix)   eine   ganze  Function  {n  —  2)ten  Grades   mit 
ganzzahligen  Coefficienten  ist.     Setzt  man  aber  diesen  Ausdruck 
für  f\  (x)  in  die  Gleichung  (2)  ein ,  so  nimmt  dieselbe    die  Form 

f(x)  =  {x  —  a)(x  —  ß) /a  (x)  -f  r^ (x  —  a)  +  ^i 
oder,  da  r^  und  r.^  durch  p  theilbar  sind,  die  Form 
f(x)  =  (x  —  oi)(x  —  ß)  f. 2  {x)  -]-  p(lx  -f-  m) 

an,  in  welcher  Z  und  m  ganze  Zahlen  sind. 

Besitzt  nun  die  Congruenz  (1)  noch  eine  dritte  von  a  und  ß 
verschiedene  Wurzel  y^  so  ergiebt  sich,  da  weder  (7  —  a)  noch 
(7  —  ß)  tlurch  p  theilbar  ist,  dass  y  eine  Wurzel  der  Congruenz 
f-2{oc)  ^  0  ist;  verfährt  man  daher  wie  früher,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  von  der  Form 

f{x)  =  (x  —  a)(x  —  ß)(x  —  y)  f^(x)  i-pi^rx'^  -^  sx -^  t), 
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r,  s,  t  ganze  Zahlen  bedeuten.     Setzt  man  diese  "Schlussweise 

^rt,  so  gelangt  man  offenbar  zu  folgendem  Satze:  Besitzt  die  Con- 

mens  nten  Grades 

fix)  =  0  (mod.j)), 

^ren  Modiäns   p    eine   Primzahl   ist^    n  incongniente    Wurzeln 
ß^  y  .  .  .  l^  so  ist  ihre  linlie  Seite  von  der  Form 

f{x)  =z  a{x  —  a){x  —  ß)(po  —y)  ■  -  -  (x  —  a)  -\-  pxi; (x)^  (3) 
ivo  a  den  höchsten  Coefficienten  von  f(x)^  und  i^(x)  ein  Polynom 
bedeutet^  dessen  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind. 

Und  aus  diesem  ersten  Satze  folgt  sogleich  der  zweite  *) :  Eine 
Congruenz  vom  Grade  n,  deren  Ilodulus  eine  Pr  im  zahl  ist^  Jcatin 
niemals  mehr  als  n  incongniente  Wurzeln  haben.  Denn  hätte  die 
Congruenz  (1)  ausser  den  n  Wurzeln  oc,  /3  .  .  .  A  noch  mindestens 
eine  solche  ^u,  die  mit  keiner  der  vorhergehenden  congruent  ist^ 
so  würde  aus  der  Gleichung  (3)  folgen,  dass  das  Product 

a(ii  —  a)(^  —  ß){^  —  r)  .  .  .  (^  —  A) 
durch  jj  theilbar  wäre,  was  unmöglich  ist,  da  der  Voraussetzung 
nach  keiner  der  Factoren  durch  p  theilbar  ist. 

Man  hätte  diese  beiden  Sätze,  welche  für  die  Folge  von  der 
grössten  Wichtigkeit  sind,  auch  in  umgekehrter  Ordnung  aus  dem 
in  der  Gleichung  (2)  ausgesprochenen  Resultat  schliessen  können. 
Da  nämlich  jede  von  a  verschiedene  Wurzel  ß  der  Congruenz  (1) 
eine  Wurzel  der  Congruenz  nächst  niedrigeren  Grades 

/i  (x)  =  0  {mod.p) 
ist,  so  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass  die  erstere  Congruenz  liöch- 
stens  eine  Wurzel  mehr  besitzt,  als  die  letztere;  da  nun  eine  Con- 
gruenz ersten  Grades  (sobald  der  Modulus  eine  Primzahl  ist)  nur 
eine  Wurzel  besitzt,  so  kann  eine  Congruenz  vom  zweiten  Grade 
höchstens  2,  folglich  eine  Congruenz  dritten  Grades  höchstens  3 
u.  s.  f.,  allgemein  eine  Congruenz  nten  Grades  höchstens  n  incon- 
gruente  Wurzeln  besitzen.     Und  nachdem  so  der  zweite  Satz  be- 
wiesen ist,  ergiebt  sich  auch  der  erste  leicht  auf  folgende  Weise» 
Gesetzt,  die  Congruenz  (1)  vom  >^ten  Grade  hat  wirklich  n  incon- 
gruente  Wurzeln  a,  /3,  y  .  .  .  A,  so  bilde  man  die  Differenz 
f(x)  —  a(x  —  a)(x  —  ß)(x  —  y)  .  .  .  (x  —  l)  =  (p  (x)^ 
wo  a  den  höchsten  Coefficienten  in  f(x)  bezeichnet,  und  denke  sich 


'*)  Lagrange:    Nouvelle   metliode  pour   resoudre    les  j^rohlemes  indeter 
mines  en  nomhres  entiers^  Mem.  de  l'Ac.  de  Berlin.  T.  XXIV. 
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dieselbe  nach  Potenzen  von  x  geordnet;  dann  ist  zu  zeigen,  dass 
alle  Coefficienten  dieses  Polynoms  9?  {x)^  dessen  Grad  höchstens 
^=  n  —  1,  also  jedenfalls  kleiner  als  n  ist,  durch  ^  theilbar  sind. 
Gesetzt,  dies  wäre  nicht  der  Fall,  und  es  wäre  x^  die  höchste  in 
9)  (x)  vorkommende  Potenz  von  o?,  deren  Coefficient  nicht  durch  j) 
theilbar  wäre,  so  wäre 

g)  (^)  ^  0  (mod.j;) 

eine  Congruenz  vom  rten  Grade,  welche,  wie  man  unmittelbar 
einsieht,  die  n  incongruenten  Zahlen  «,  /3  .  .  .  A  zu  Wurzeln  hätte, 
also,  da  r<n  ist,  mehr  Wurzeln  besässe,  als  ihr  Grad  Einheiten 
enthält.  Da  dies  gegen  den  schon  bewiesenen  Satz  streitet,  so 
müssen  wirklich  alle  Coefficienten  von  9)  {x)  durch  'p  theilbar  sein, 
d.  h.  es  muss 

^){x)  =  pifj  (x) 

sein,  wo  sämmtliche  Coefficienten  des  Polynoms  ip  (x)  ganze  Zahlen 
sind.    Dies  war  aber  der  Inhalt  des  ersten  Satzes. 

Wir  können  zu  diesen  beiden  Sätzen  noch  den  folgenden  dritten 
hinzufügen :   Wenn 

f(x)  =  (p{x)  il}{x) 

ist^  ivo  die  Coefficienten  der  Polynome  cp  (x)  und  il^  (x)  sämmüich 
ganze  Zahlen  sind,  und  wenn  die  Congruenz 

f{x)  =  0{moA.p),  (4) 

(wo  p  ivieder  eine  FrimzaJil  bedeutet)  ebenso  viele  incongruente 
Wurzeln  besitzt,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält,  so  gilt  dasselbe 
von  jeder  der  beiden  Congruenzen 

(p(x)  ^  0  (mod.p),     il^  (x)  ^  0  (moä.  p).  (5) 

Zunächst  leuchtet  nämlich  ein,  dass  jede  Wurzel  a  der  Congruenz 

(4)  auch  eine  Wurzel  von  mindestens  einer  der  beiden  Congruenzen 

(5)  sein  muss ;  denn  aus 

q)  (w)  i^  (a)  =  /(k)  ^  0  (mod.p) 

folgt,  dass  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  (p  («),  t^  (a)  durch  p 
theilbar  sein  muss.  Hätte  nun  eine  der  beiden  Congruenzen  (5) 
weniger  incongruente  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält,  so 
müsste  nothwendig  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  anderen  Congruenz, 
d.  h.  der  übrigen  Wurzeln  der  Congruenz  (4)  ihren  Grad  über- 
steigen, da  die  Summe  der  Grade  der  beiden  Polynome  cp  (x)  und 
^^(x)  genau  dem  Grade  des   Polynoms /(ir)  gleich  ist.     Da  dies 
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gegen  den  zweiten  Satz  Verstössen  würde,  so  muss  die  Anzahl  der 
incongruenten  Wurzeln  einer  jeden  der  beiden  Congruenzen  (5) 
genau  ihrem  Grade  gleich  sein*). 


I 


27. 


Von  diesen  wichtigen  Sätzen  machen  wir  sogleich  eine  An- 
wendung. Zufolge  des  Fermat'schen  Satzes  genügt  jede  der  (p —  1) 
unter  einander  nach  dem  Modul  p  incongruenten  Zahlen 

1,  2,  3...(i)-l) 
der  Congruenz 

xP-'^  —  1^0  (mod.j)), 

und  diese  Zahlen  bilden  auch  ihre  sämmtlichen  incongruenten 
Wurzeln.  Es  ist  daher  nach  dem  ersten  der  vorhergehenden  drei 
Sätze 

xP-^  —  l={x—l)  (x—2)  (^  — 3)  .  .  .  {x—p  -h  1) -\- p i^ (x), 
worin  tj^  (x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bezeichnet.  Ent- 
wickelt man  daher  das  rechter  Hand  befindliche  Product  nach  Po- 
tenzen von  x^  so  muss  der  Coefficient  einer  jeden  Potenz  von  x  dem 
entsprechenden  linker  Hand  in  P)ezug  auf  den  Modul  p  congruent 
sein.  Wir  wollen  hier  nur  den  interessantesten  Fall  betrachten,  der 
sich  durch  die  Vergleichung  der  Glieder  ergiebt,  w^elche  von  x 
unabhängig  sind.  Ist  zunächst  p  eine  ungerade  Primzahl,  so  ist 
dieses  Glied  rechter  Hand,  da  die  Anzahl  p  —  1  der  negativen 
Factoren  gerade  ist, 

r==  1  .  2  .  3  .  .  .  (2)  -  1), 

linker  Hand  dagegen  =  —  1,  und  hieraus  ergiebt  sich  der  nach 
Wilson  benannte  Satz: 

Wenn  p  eine  Primzahl  bedeutet,  so  ist  das  um  eine  Einheit 
vergrösserte  Product  aller  Meineren  Zahlen  als  p  durch  p  theilbar, 
in  Zeichen 

1  .2  .  .  .(p  —  l)  =  —  1  (mod.p). 
So  ist  z.  B. 

1  .  2  .  3  .  4  .  5  .  6  +  1  =  721 

theilbar  durch  7. 


*)  Eine  weitere  Entwickelung  dieses  Gegenstandes  findet  mau  in 
meiner  Abhandlung:  Abriss  einer  Theorie  der  höheren  Congruenzen  in 
Bezug  auf  einen  reellen  Primzahl- Moduliis ,  Crelle's  Journal,  Bd.  54.  — 
Vergl.  die  nachgelassene  Abhandlung  von  Gauss:  Änalysis  Residuorum, 
Gauss  Werke,  Bd.  II.  1863. 
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.   Der  Wilson'sche  Satz  gilt  aber  auch  für  die  Primzahl  2,  da 
in  diesem  Fall  -\-  1  und  —  1  einander  congruent  sind. 

Dieser  Satz  ist  dadurch  bemerkenswerth,  dass  er  sich  um- 
kehren lässt  und  >  deshalb  ein  charakteristisches  Merkmal  für  eine 
Primzahl  abgiebt.     Denn  nimmt  man  umgekehrt  an,  es  sei 

1.2.3  ...(p_l)+l 

durch  2J  theilbar,  so  muss  j^  eine  Primzahl  sein ;  wäre  nämlich  p 
eine  zusammengesetzte  Zahl,  also  ausser  durch  1  und  durch  sich 
selbst  auch  noch  durch  eine  andere  Zahl  a  theilbar,  so  würde  a 
nothwendig  eine  der  Zahlen  2,  3  ...  (j)  —  1)  sein  müssen;  da  nun 
die  obige  Summe  und  ihr  erstes  Glied  durch  a  theilbar  ist,  so 
müsste  auch  das  zweite  Glied  1  durch  a  theilbar  sein,  was  nicht 
möglich  ist. 

Einen  anderen  interessanten  Satz  erhält  man  durch  Anwen- 
dung des  dritten  der  vorhergehenden  Sätze  auf  dasselbe  Beispiel. 
Bezeichnet  nämlich  d  irgend  einen  Divisor  von  p  —  1,  so  ist  be- 
kanntlich 

xP-'^  —  1  =  (x'^  —l)  ip(x)] 

wo  1p  (x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bedeutet.  Hieraus 
folgt  also :  Die  Congruenz 

x^  ^  l  (mod.p), 
deren  Grad  d  ein  Divisor  von  p^-1  ist,  hesitd  stets  ö  incongrumte 
Wurzeln. 


Der  zuletzt  abgeleitete  Satz  gehört  seinem  Inlialte  nach  eigent- 
lich in  eine  allgemeinere  Theorie,  nämlich  in  die  Theorie  der 
binomischen  Congruenzen  von  der  Form 

ax^  ^  h  (mod.A"). 
Dieselbe  stützt  sich  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten  Potenz- 
reste, d.  h.  der  Reste  der  successiven  Potenzen  einer  Zahl,  und  wir 
beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  der  Untersuchung  der  inter- 
essanten Gesetze,  welche  hier  hervortreten. 

Es  sei  also  Je  ein  beliebiger  Modul,  und  a  relative  Primzahl 
gegen  denselben;  bilden  wir  nun  die  Reihe 

1,  a,  a^,  a^  .  .  . 
der  successiven  Potenzen  von  a   und  setzen  dieselbe  hinreichend 
weit  fort,  so  muss  es  einmal   geschehen,  dass  zwei  verschiedene 
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Glieder  a*  und  a*  +  "  einander  nach  dem  Modul  Ti  congruent  ^Yer- 
den;  denn  es  giebt  ja  nur  eine  endliche  Anzahl  incongruenter 
Zahlen.     Aus  der  Congruenz 

a*  +  "  ==  a«  .  rt"  ^  a«  (mod./j) 

folgt  aber,  da  a^  relative  Primzalil  gegen  den  Modul  A'  ist,  dass 

a''  =  1  (mod.Z;) 

ist.  Es  giebt  daher,  was  wir  auch  schon  durch  den  verallgemei- 
nerten Fermat'schen  Satz  (§.  19)  wussten,  stets  eine  Potenz  von  a, 
welche  durch  li  dividirt  den  Rest  1  lasst.  Unter  allen  Potenzen 
von  a,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben,  ist  aber  besonders  die- 
jenige bemerkenswerth,  welche  den  kleinsten  Exponenten  hat;  doch 
versteht  sich  von  selbst,  dass  der  Exponent  Null  hier  nicht  in 
Betracht  kommt,  für  welchen  die  entsprechende  Potenz  ja  stets 
^  1  sein  würde.  Bezeichnen  wir  mit  8  diesen  kleinsten  positiven 
Exponenten,  für  welchen 

«^  =  1  (mod.  /.•) 

wird,  so  wollen  wir  sagen,  die  Zahl  a  gehöre  zu  dem  Exponenten 
ö  oder  zu  der  Zahl  d.  Dann  leuchtet  zunächst  ein,  dass  die  ersten 
ö  Glieder  der  obigen  Potenzreihe,  d.  h.  die  Zahlen 

1,     a,     «2  _  .  a'^-i 

sammtlich  incongruent  unter  einander  sind;  denn  aus  einer  Con- 
gruenz von  der  Form  a*+**  ^  a*,  wo  s  und  s  -\-  n  kleiner  als  8 
sind,  würde  wieder  a^  ^  1  folgen,  was  mit  der  Voraussetzung  im 
Widerspruch  steht,  dass  keine  niedrigere  Potenz  als  a'^  den  Rest 
1  lässt. 

Die  folgenden  Glieder  der  Reihe  geben  nun  genau  dieselben 
Reste,  und  auch  in  derselben  Reihenfolge,  denn  es  ist 

a^  =  1,     fi^  +  i  =  a,     a^  +  2  =  ^^2  ,  .  ,  a^d-i  ^  ^ö-i 
«2''  =  1,     a2^'  +  i^  a,     «2(5  +  2^  f^2  .  _  «3^-1=  a^-i 

u.  s.  w. 

Um  daher  zu  erfahren,  welchen  Rest  eine  beliebige  Potenz  a^  lässt, 
dividire  man  den  Exponenten  s  durch  8  und  bringe  dadurch  s  in 
die  Form  s  =  m8  -\-  r,  wo  r  eine  der  Zahlen  0,  1 ,  2  .  .  .  (8  —  1) 
bezeichnet.     Dann  ist 

a '  =  a '» '^  +  '•  =  a ''  (mod.  1^). 
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Hieraus  geht  ferner  hervor,  dass  zwei  solche  Potenzen  wie  a«  und 
a^'  stets,  aber  auch  nur  dann  congruent  sein  werden  in  Bezug  auf 
den  Modul  /v,  wenn  s  ^  s  (mod.  ö);  denn  ist  /  der  bei  der  Divi- 
sion von  s  durch  8  hervorgehende  Rest,  so  ist  a^'  ^  a^'  (mod. Ä;). 
Ist  daher 

a*  ^  a«'  (mod.Ä:), 
so  muss  auch 

a''  ^  a^'  (mod.Ä;) 

sein;  da  aber  r  und  r  kleiner  als  d  sind,  so  ist  dies  nur  dann  mög- 
lich, wenn  r  =  /  ist,  woraus  s  ^  s'  (mod.  d)  folgt ;  und  umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass,  sobald  s  ^  s  (mod.d'),  also  r  =  /  ist,  auch 
a*  ^  a^'  (mod.  yt)  sein  muss. 

Ein  specieller  Fall  ist  der,  dass,  sobald  a*  ^  1,  also  a*  ^  a* 
ist,  nothwendig  s  ^  0  (mod.  ö),  d.  h.  dass  s  theilbar  durch  d  sein 
muss.  Nun  wissen  wir  schon  aus  dem  verallgemeinerten  Fermat'- 
schen  Satz,  dass  stets 

a'pii<)  =:  1  (mod.Ä) 

ist;  hieraus  folgt  also,  dass  die  Zahl  d,  zu  welcher  eine  Zahl  a 
gehört,  stets  ein  Divisor  von  cp  (h)  sein  muss  *). 
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Beschränken  wir  uns  jetzt  wieder  auf  den  Fall,  in  welchem 
der  Modul  eine  Primzahl  p  und  also  a  irgend  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl  ist,  so  folgt  aus  der  letzten  Bemerkung,  dass  die 
Zahl  d,  zu  welcher  a  gehört,  jedenfalls  ein  Divisor  von  (p{p)  = 
p  —  1  sein  muss.  Man  kann  nun  umgekehrt  fragen :  wenn  d  irgend 
ein  Divisor  von  p  —  1  ist,  giebt  es  dann  jedesmal  auch  Zahlen  a, 
welche  zu  d  gehören?  und  wie  viele?  Nehmen  wir  zunächst  einmal 
ein  Beispiel,  indem  wir  p  =  1  setzen.  Da  aus  a  ^  h  (mod;^;) 
auch  stets  a^  ^  h^  (mod.^)  folgt,  so  gehören  je  zwei  congruente 
Zahlen  auch  stets  zu  demselben  Exponenten,  und  wir  brauchen 
daher  in  unserem  Beispiel  nur  die  Zahlen  a  =  1,  2,  3,  4,  5,  6  zu 
betrachten;  durch  wirkliches  Potenziren,  welches  man  dadurch 
abkürzt,  dass  man  statt  jeder  Potenz  immer  ihren  kleinsten  Rest 


*)  Ein  anderer  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich   in   den  Supplementen 
V.  §.  127. 
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substituirt,  findet  man  nun  das  in  der  folgenden  Tabelle  aus- 
gedrückte Resultat: 

g  I  1  I  2.1  3  I  4  I  5  I  6 

ö  I  1  I  3  I  6  I  3  I  6  I  2 

Es  gehört  daher  zu  dem  Divisor  d  =  1  nur  die  einzige  Zahl 
1,  zu  d^  =  2  nur  die  einzige  Zahl  6;  zu  ö  =  S  gehören  zwei 
Zahlen  ,  nämlich  2  und  4 ,  und  zu  ö  =  6  gehören  die  beiden 
Zahlen  3  und  5. 

Nehmen  wir  nun  vorläufig  einmal  an,  dass  mindestens  eine 
Zahl  a  existirt,  welche  zu  dem  Exponenten  d  gehört,  so  sind  die 
d  Zahlen 

1,  a,  a2  .  .  .  a^-i  (Ä) 

nach  dem  Vorhergehenden  sämmtlich  incongruent;  da  ferner 
a'^  ^  1,  so  ist  auch 

(a'-y  =  (a'^y-  =:  1  (mod.j)), 

d.  h.  die  d  Zahlen  (A)  sind  Wurzeln  der  Congruenz 

x'^  ^  1  (mod.p). 

und  da  sie  unter  einander  incongruent  sind,  und  derModulus  eine 
Primzahl  ist,  so  bilden  sie  auch  die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser 
Congruenz  vom  Grade  Ö.  Jede  Zahl  aber,  welche  zum  Exponenten 
d  gehört,  muss  vor  Allem  eine  Wurzel  dieser  Congruenz  sein,  und 
wir  haben  daher  alle  etwa  existirenden  Zahlen,  die  zu  ö  gehören, 
unter  den  Zahlen  (Ä)  zu  suchen.  Wir  fragen  daher:  zu  welchem 
Exponenten  /i  gehört  irgend  eine  dieser  Zahlen,  z.  B.  «'V  d.  h. 
welches  ist  die  kleinste  positive  Zahl  h^  für  welche 

(a^)^  =  a^'*  =  1  (mod.^)) 

ist?  Offenbar  muss  rh  (da  a  zum  Exponenten  Ö  gehört)  durch  Ö 
theilbar  sein;  ist  daher  £  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
von  r  =  8r  und  ö  =  8Ö\  so  muss  h  durch  Ö  theilbar  sein;  die 
kleinste  Zahl  /i,  welche  diese  Bedingung  erfüllt,  ist  offenbar  Ö' 
selbst,  und  es  ist  auch  wirklich 

(a'-)'^'  —  (a'^y  =  1  (mod.^)); 

also  ist  d'  die  Zahl,  zu  welcher  a'*  gehört.  Soll  also  «''  zum 
Exponenten  d  gehören,  so  muss  s  =  1 ,  also  r  relative  Primzahl 
gegen  ö  sein;  und  umgekehrt,  sobald  dies  der  Fall,  also  £  =  1 
ist,  gehört  auch   a''  wirklich    zum  Exponenten  d.    Wir   erhalten 

Diriclilet,    Zahlentheoiie.  r, 
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so  das  Resultat,  dass  unter  den  Zahlen  (Ä)  genau  ebenso  viele  zu 
dem  Exponenten  Ö  gehören,  als  es  unter  den  Exponenten 

0,  1,  2  ...  (d  -  1) 

relative  Primzahlen  zu  d  giebt;  es  giebt  daher  (p(d)  solche  Zahlen. 
Da  wir  angenommen  hatten,  dass  mindestens  eine  solche  Zahl 
a  existirte,  so  können  wir  das  Bisherige  so  zusammenfassen:  Ist 
j)  eine  Primzahl  und  d  ein  Divisor  von  j>;  —  1 ,  so  ist  die  Anzahl 
der  incongruenten  Zahlen,  die  zu  Ö  gehören,  entweder  =0,  oder 
=  cp  (d).  Um  nun  über  diese  Alternative  zu  entscheiden,  betrachten 
wir  die  Gresammtheit  aller  i)  —  1  nach  dem  Modul  jj  incongruenten 
und  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen;  wir  theilen  dieselben  in 
Gruppen  ein,  indem  wir  je  zwei  incongruente  Zahlen  in  dieselbe 
oder  in  verschiedene  Gruppen  werfen,  je  nachdem  sie  zu  dem- 
selben Divisor  d  von  p  —  1  gehören  oder  zu  verschiedenen.  Be- 
zeichnen wir  mit  t^(d)  die  Anzahl  der  Individuen,  welche  in  die 
dem  Divisor  d  entsprechende  Gruppe  gehören,  so  muss,  da  jede 
der  p  —  1  vertheilten  Zahlen  in  eine,  aber  auch  nur  in  eine  solche 

Gruppe  gehört, 

^i;{d)=p-  1 

sein,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  sämmtliche  Divisoren  ö  von 
p  —  1  bezieht ;  wir  wissen  ferner  schon,  dass 

i/^  (ö)  entweder  =  0,     oder  =  cp  (d) 

ist.     Da  nun  früher  bewiesen  ist  (§.  13),  dass  auch 

ist,  so  folgt  hieraus  mit  Nothwendigkeit,  dass 

ij;  (8)  niemals  =  0,  sondern  stets  =  cp  (ö) 

ist.  Denn  da  jedes  Glied  i^{d)  der  ersteren  Summe  dem/  ent- 
sprechenden der  letzteren  höchstens  gleich  sein,  aber  niemals  das- 
selbe übertreffen  kann,  so  würde,  sobald  nur  ein  einziges  Mal  oder 
öfter  i/;  (d)  =  0  wäre,  die  erstere  Summe  nothwendig  kleiner  aus- 
fallen müssen  als  die  letztere,  während  sie  in  der  That  einander 
gleich  sind.     Wir  haben  so  den  wichtigen  Satz*)  gewonnen: 

Die  Anzahl  der  sämmtlichen  incongruenten  Zahlen^  iv eiche  zu 
einem  bestimmten  Divisor  Ö  von  p  —  1  r/ehören ,  ist  stets  =  cp  (Ö). 

Es  genügt,  einen  Blick  auf  das  obige  Beispiel  zu  werfen,  in 
welchem  p  =  7,  um  diesen  Satz  bestätigt  zu  sehen. 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  54. 
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§.  30. 

Am  interessantesten  und  folgenreichsten  ist  der  in  diesem 
Resultat  enthaltene  specielle  Fall,  in  welchem  0=2^  —  1-  ist: 

Es  gieht  stets  (p(p — 1)  incongruente  Zahlen  (/,  ivelche  zu  dem 
Exponenten  p  —  1  gehören^  ivelche  also  die  charaMeristische  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  p  —  1  Potenzen 

h  g,  g\  gK..  gp-'  (G) 

sämmtlich  incongriient  (raod.p)  sind. 

Da  es  überhaupt  nur  p  —  1  incongruente  und  durch  p  nicht 
theilbare  Zahlen  c  giebt,  so  folgt,  dass  jede  solche  Zahl  c  einer, 
und  natürlich  auch  nur  einer  der  Potenzen  (G)  congruent  ist. 
Jede  solche  Zahl  g,  welche  zum  Exponenten  p  —  1  gehört,  heisst 
eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  i?*),  und  man  kann  daher 
sagen :  wenn  g  eine  primitive  Wurzel  von  p  ist,  und  c  irgend  eine 
durch  p  nicht  theilbare  Zahl,  so  existirt  stets  eine  Zahl  y  in  der 
Reihe  0,  1,  2  ...  j;  —  2  und  nur  eine  von  der  Beschaffenheit,  dass 

c  ^  gy  (mod.p) 

ist.  Wenn  man  in  dieser  Weise  alle  incongruenten  und  —  was  im 
Folgenden  immer  hinzuzudenken  ist  —  durch  p  nicht  theilbaren 
Zahlen  als  Potenzen  einer  Basis  g  darstellt,  so  heissen  die  Expo- 
nenten y  die  Indices  der  zugehörigen  Zahlen  c  in  Bezug  auf  die 
Basis  g^  und  man  schreibt  z.  B. 

Ind.  c  =  y, 

indem  man  die  Basis  g,  so  lange  sie  unverändert  bleibt,  in  der 
Bezeichnung  unterdrückt. 

Nehmen  wir  z.  B.  j9  =  13,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
2  eine  primitive  Wurzel  ist;   denn   durch  Potenziren  erhält  man 

2^'  =1,      21  =  2,       22  ^4,     23  =  8,     2^  =  3,       2-'  =  6, 
2«  =12,    2'  =  11,    2^  =  9,     2i»  =  5,     2^0=10,    21^=7. 

Nehmen  wir  daher  2  zur  Basis  eines  Systems  von  Indices,  so 
erhalten  wir  folgende  Tabellen: 


*)  Euler:   Demonstrationes   circa  residua  ex   divisione  potestatum  j)er 
mimeros  primos  resultantia,  Nov.  Comm.  Petrop.  XVIII,  p.  85, 

5* 
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c 

1 

2 

3 

4, 

5 

6 

7 

8      9      10 

11 

12 

Ind.  c 
,1 

0 

1 

4 

2 

9 

5 

11 

3      8      10 

7 

6 

Kl 

Ind.  c 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7      8      9 

10 

11 

c  I  1   I  2  I  4  I  8  I  3  I  6  I  12  I  11  I  9  I  5  I  10  I      i 

deren  erstere    dazu  dient,   zu  einer  Zahl  c  den  Index  zu  finden, 
während  die  zweite  den  entgegengesetzten  Zweck  hat*). 

Offenbar  hat  dieses  ganze  Verfahren  die  grösste  Analogie  mit 
der  Construction  von  Logarithmentafeln,  die  ja  auf  dem  ähnlichen 
Gedanken  beruhen,  alle  positiven  Zahlen  als  Potenzen  einer  ein- 
zigen Basis  darzustellen;  und  es  zeigt  sich  nun  auch,  dass  in  der 
Zahlentheorie  die  Indices  ähnliche  Gesetze  befolgen  und  für  prak- 
tische Zwecke  ebenso  brauchbar  sind,  wie  die  Logarithmen.  Zu- 
nächst leuchtet  ein,  dass  zwei  congruente  Zahlen  auch  stets  den- 
selben Index  haben,  in  Zeichen:  w^enn  a  ^  b  (mod.^;),  so  ist  auch 
Ind.  a  =  Ind.  b.  Ist  ferner  c  ^  ab  (mod.p),  so  ist  Ind.  c  ^ 
Ind.  a  -{-  Ind.  b  (mod.j)  —  1),  oder  kürzer,  es  ist  stets 

Ind.  (ab)  ^  Ind.  a  +  Ind.  b  (mod.^j —  1), 

Denn  es  ist  ja 

a  ^  (/ind.a  (niod.j^);     b  ^  r/^"'^'^  (mod.p), 
also 

ab  ^  (ß""^- "  +  ^"^- '^  (mod.^) ; 

nun  ist  aber  auch 

ab  ^  ^ind.(a&)  (mod.j;), 

folglich 

^Ind.(«7;)  ^   ^Tnd.  a  +  Ind.  ?>  hnod.//). 

Da  nun  y  eine  primitive  Wurzel  von  j),  also  eine  zum  Exponenten 
8  =  {p  —  1)  gehörende  Zahl  ist,  so  folgt  aus  §.  28  die  Richtigkeit 
der  zu  beweisenden  Congruenz  nach  dem  Modul  ^ — 1.  Nehmen 
wir  unser  obiges  Beispiel,  in  welchem  ji;  =  13,  so  ist  z.  B.. 

Ind.  (7)  =11,     Ind.  (9)  =  8, 

folglich 

Ind.  (63)  =  19  (mod.  12) 
oder 

Ind.  (63)  =  7. 

*)  Im   Canon  Ärithmeticus  von  ./aco&^■  (1839)  findet  man  solche  Tabellen 
für  alle  dem  ersten  Tausend  angfchörenden  Primzahlen. 
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In  der  That  ist  aber  63  =  11  (mod.  13),  und  Ind.  (11)  ==  7.  Man 
sieht  aus  diesem  Beispiel,  wie  eine  solche  Doppeltafel  der  Indices 
dazu  benutzt  werden  kann,  mit  Leichtigkeit  die  Classe  (11)  zu 
linden,  welcher  das  Product  (63)  aus  zwei  Zahlen  (7  und  9)  an- 
gehört. 

Natürlich  lässt  sich  der  vorstehende  Satz  auf  ein  Product 
aus  beliebig  vielen  Factoren  in  folgender  Weise  ausdehnen: 

Ind.  (ahc  .  .  .)  ^  Ind.  a  -\-  Ind.  h  -\-  Ind.  c  -\-  -  -  -  (mod.  p  —  1), 

Nimmt  man  hierin  alle  Factoren  einander  congruent,  so  erhält 
man : 

Ind.  (fl")  ^  n  Ind.  a  (mod.  p  —  1), 

wo  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  Hesse  sich  hieraus  auch  leicht  nachweisen,  dass  der  Ueber- 
gang  von  einem  System  von  Indices  zu  einem  anderen,  dessen  Basis 
eine  andere  der  cp  {p  —  1)  primitiven  Wurzeln  ist,  ganz  ähnlichen 
Gesetzen  unterliegt,  wie  der  üebergang  von  einem  Logarithmen- 
system zu  einem  anderen;  wir  beschränken  uns  indessen  auf  fol- 
gende einfache  Bemerkungen.  Wie  auch  die  Basis  g  gewählt  sein 
mag,  der  Index  von  1  ist  stets  =  0;  denn  es  ist  immer  g^  r=  '[. 
Ferner  ist  (den  Fall  p  =  2  ausgenommen)  der  Index  von  —  1  stets 
=  I  (p  —  1);  denn  da  nach  §.19 


9^-^  -  1  =  (^  2    _  i).(^   2   -f  1)  =  0  (mod.i>) 
ist,  so  muss  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 

p  —  1  1»—  1 

9~^-  1,    g~^-\-  1 

durch  j9  theilbar  sein;  die  erstere  ist  es  aber  nicht,  denn  sonst  wäre 

p-\ 


9 


1  (mod.^:)). 


was  mit  der  Voraussetzung  im  Widerspruch  ist,  dass  g   zum  Ex- 
ponenten p  —  1  gehört ;  es  ist  daher  stets 

p—\ 


und  folglich 


g  ^    ^  —  1  (mod.^) 
Ind.  (-1)^^-^. 


Es  verdient  endlich  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die 
Indices,  statt  aus  den  Zahlen  0,  1,  2  ...  (j9  —  2),  ebenso  gut  aus 
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jedem  anderen  vollständigen  System  incongruenter  Zahlen  in  Be- 
zug auf  den  Modul  p  —  1  wählen  kann ;  die  soeben  bewiesenen 
Fundamentalsätze  erleiden  dadurch  nicht  die  geringste  Aenderung. 
Man  kann  nun  die  Indices  benutzen,  um  eine  Congruenz  ersten 
Grades 

ax  ^  b  (mod.^)), 

die  hier  die  Stelle  eines  Divisionsproblems  vertritt,  mit  Leichtig- 
keit aufzulösen;  denn  es  muss  offenbar 

Ind.  X  ^  Ind.  h  —  Ind.  a  (mod.  p  —  1) 

sein.     Ist  also  z.  B.  die  Congruenz 

bx  ^  6  (mod.  13) 

zu  lösen,  so  wird  man,  indem  man  wieder  die  primitive  Wurzel  2 
zur  Basis  des  Indexsystems  wählt, 

Ind.  X  =  Ind.  6  —  Ind.  5  =  5  —  9  =  8  (mod.  12) 

und  folglich 

X  =  9  (mod.  13) 
finden. 

Diese  Methode,  Congruenzen  ersten  Grades  aufzulösen,  scheint 
auf  den  ersten  Blick  nur  dann  anwendbar,  wenn  der  Modul  eine 
Primzahl  ist;  allein  man  kann  leicht  zeigen,  dass  jede  beliebige 
Congruenz  ersten  Grades 

ax  ^  b  (mod.  7^), 

deren  Modul  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  auf  eine  Kette  von 
Congruenzen  reducirt  werden  kann,  deren  Moduln  Primzahlen  sind. 
Wir  können  uns  hierbei  auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  a 
relative  Primzahl  gegen  Ic  ist.    Man  löse  nun  zuerst  die  Congruenz 

ax  ^  b  (mod.p), 

wo  p  irgend  eine  in  Je  =  ph'  aufgehende  Primzahl  ist,  nach  der 
neuen  Methode,  so  erhält  man  ein  Piesultat  von  der  Form 

X  ^  a  (mod.j))     oder     x  ^  a  -{-  px\ 

yfox'  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist;  substituirt  man  diesen  Ausdruck 
in  die  gegebene  Congruenz,  so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an: 

pxix'  ^  b  —  aa  (mod.  fc). 

Da  nun  b  —  aa  durch  _23  theilbar,  also  von  der  Form  b'p  ist,  so 
stimmen  sämmtliche  W\irzeln  der  vorstehenden  Congruenz  mit  den 
sämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 
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ax'  ^  h'  (mod. Ä;') 

überein.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  nun  fortfahren,  indem  man 
diese  Congruenz  zunächst  nur  in  Bezug  auf  eine  in  k'  aufgehende 
Primzahl  p'  löst,  u.  s.  f.;  man  braucht  dann  zuletzt  nur  noch  von 
der  Wurzel  der  letzten  dieser  Congruenzen  durch  successive  Sub- 
stitution zu  der  der  ursprünglichen  überzugehen. 


§.  31. 

Wir  benutzen  nun  noch  die  Theorie  der  Indices,  um  auf  sie 
die  Theorie  der  binomischen  Congruenzen  für  einen  Primzahl- 
modulus  p  zu  stützen;  nach  einer  früheren  Bemerkung  kann  man 
einer  jeden  solchen  binomischen  Congruenz  die  Form 

X''  ^  D  (mod.j))  (1) 

geben,  in  welcher   der  Coefficient   der  Potenz   der  Unbekannten 

=  1  ist;   da  ferner   der  Fall,   in  welchem  D  ^  0  (mod.jo)  und 

folglich  auch  x  ^  0  (mod.^j),  ohne  Interesse  ist,  so  schliessen  wir 

denselben  aus. 

Bezeichnen  wir  nun  zur  Abkürzung  die  Indices  von  D  und  x 

resp.  mit  y  und  ^  (wenn  irgend  eine  primitive  Wurzel  g  von  p  zur 

Basis  genommen  ist),  so  reducirt  sich  die  Auflösung  der  Congruenz 

(Ij  auf  die  Bestimmung    aller  Wurzeln   |   der  Congruenz   ersten 

Grades 

n^  ^  y  (mod.jp  —  1);  (2) 

denn  offenbar  entspricht  jeder  Wurzel  der  einen  dieser  beiden 
Congruenzen  (1)  und  (2)  auch  stets  eine  und  nur  eine  Wurzel  der 
anderen. 

Es  sei  jetzt  8  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen 
p  —  1  und  n,  so  ist  (§.  22)  die  Congruenz  (2)  nur  dann  möglich, 
wenn  die  Bedingung 

y  =  0  (mod.  d)  (3) 

erfüllt  ist,  und  dann  hat  sie  6  nach  dem  Modul  p—l  incongruente 
Wurzeln  |.     Wir  schliessen  hieraus  unmittelbar  den  Satz: 

Ist  d  der  grösste  gemeinscliaftlicJie  Divisor  des  Grades  n  der 
Congruenz  (1)  und  der  Zahl  p  —  1,  so  ist  diese  Congruenz  nur 
dann  möglich^  wenn  die  Bedingung 

Ind.  Z)  ^  0  (mod.  d)  (4> 
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erfüllt  ist^  und  dann  besitzt  sie  8  nach  dem  Modul  p  incongruente 
Wurzeln  x. 

Liegt  z.  B.  die  Congruenz 

0^8  =  3  (mod.  13) 

vor,  so  ist  d  =  4;  nehmen  wir  ferner  die  primitive  Wurzel  2  als 
Basis  für  die  Indices,  so  ist  Ind.  3  =  4,  also  ist  die  Bedingung  (4) 
erfüllt,  und  die  vorgelegte  Congruenz  hat  4  nach  dem  Modul  13 
incongruente  Wurzeln;  um  diese  zu  finden,  bilden  wir  die  Con- 
gruenz ersten  Grades 

8|  =  4  (mod.  12)     oder     2  |  =  1  (mod.  3), 

und  erhalten  hieraus 

1  =  2  (mod.  3) 
oder 

1^2,     oder  5,     oder  8,     oder  11  (mod.  12), 

folglich,  indem  wir  zu  diesen  Indices  J  die  zugehörigen  Zahlen 
suchen, 

;r  ^  4,     oder  6,     oder  9,     oder  7  (mod.  13). 

Da  die  Möglichkeit  der  binomischen  Congruenz  von  der  Wahl 
der  primitiven  Wurzel  ^,  auf  welche  sich  die  Indices  y  und  |  be- 
ziehen, nothwendig  unabhängig  sein  muss,  so  wird  das  Kriterium, 
dass  der  Index  y  einer  Zahl  D  durch  einen  Divisor  8  der  Zahl 
jp  —  1  theilbar  sein  muss ,  in  eine  von  der  Theorie  der  Indices 
unabhängige  Form  gebracht  werden  können.  Dies  bestätigt  sich 
auf  folgende  Weise.  Sobald  in  Bezug  auf  irgend  eine  Basis  (j 
der  Index  y  der  Zahl  D  durch  den  Divisor  ö  von  |)  —  1  theilbar, 
also  von  der  Form  lib  ist,  so  haben  wir  die  Congruenz 

D  ^  g^'^  (mod.j:>) 

und  hieraus  durch  Potenzirung 

D  ^    ^  ^'^(^-i)  ^  1  (mod.j)); 
und  umgekehrt,  sobald  die  Zahl  D  dieser  Bedingung 

D  ^    =\  (mod.i^)  (5) 

genügt,  muss  der  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Basis  g  genommene 
Index  y  der  Zahl  B  durch  8  theilbar  sein;  denn  es  sei 

D  ^  gy  (mod.  j)), 
so  folgt  hieraus  ^ 
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p  —  1 
g      ^   ^  1  (mod.p), 

und  da  g  eine  primitive  Wurzel,  d.  h.  eine  zum  Exponenten  p  —  1 
gehörende  Zahl  ist,  so  muss  der  Exponent  durch  i?  —  1,  und  folg- 
lich der  Index  y  durch  d  theilbar  sein. 

Nachdem  hiermit  die  obige  Bedingung  (3)  oder  (4)  in  das 
von  EuJer*)  gefundene  und  nach  ihm  benannte  Kriterium  (5) 
umgeformt  ist,  können  wir  unseren  Satz  in  folgender  Weise  un- 
abhängig von  der  Theorie  der  Indices  aussprechen: 

Ist  8  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen  n  und 
p  —  1,  so  hat  die  Congruenz 

ä;«  =  Z)  (mod.p),  (1) 

genau  6  incongruente  Wurzeln^  oder  gar  Iceine^  je  nachdem  die  Zahl 
D  der  Bedingimg 

D  ^    =  1  (mod.p)  (5) 

genügt  oder  nicht  genügt. 

Den  speciellen  Fall,  in  welchem  8  =z  n  und  D  =  1  ist,  haben 
wir  schon  früher  (§.  27)  auf  anderem  Wege  bewiesen;  es  würde 
nicht  schwer  sein,  aus  den  dort  angewandten  Principien  auch  den 
allgemeinen  Satz  abzuleiten,  ohne  die  Theorie  der  Indices  zu  Hülfe 
zu  rufen ;  doch  überlassen  wir  der  Kürze  halber  diese  Untersuchung 
dem  Leser. 

Wir  können  nun  auch  noch  die  Frage  aufstellen :  wenn  der 
Grad  n  der  Congruenz  (1)  gegeben  ist,  wie  viele  incongruente 
Zahlen  B  existiren,  für  welche  die  Congruenz  (1)  möglich  ist? 
Hierauf  liefert  der  Satz  selbst  sogleich  die  Antwort,  denn  diese 
Zahlen  D  sind  ja  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  binomischen  Con- 
gruenz 

a;  ^    ^  1  (mod.^); 

der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  des  Exponenten  {p  —  1)  :  ö 
und  der  Zahl  p  —  1  ist  in  diesem  Falle  der  Exponent  {p  —  \)  '.  8 
selbst,  und  da  das  Kriterium  für  die  Möglichkeit  offenbar  erfüllt 
ist,  so  ist  also  die  Anzahl  aller  incongruenten  Zahlen  D,  für  welche 
die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  genau  =  {p —  1)  :  8.     Man  nennt 


*)  Theoremata  circa  residxm  ex  divisione  potestatum  relicta.  artt.  64.  72 
(Nov.  Comm.  Petrop.  VII). 
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solche  Zahlen  i),  welche  der  nten  Potenz  einer  Zahl  congruent 
sind,  kurz  nie  Potenzreste,  und  wir  können  daher  sagen: 

Die  AnzaM  aller  nten  Potenzreste  ist  =  (jp  —  1)  •  d\  i(^o  8  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  Zahlen  n  und  p  —  1  he- 
zeichnet. 

Man  findet  dieselben  oöenbar,  wenn  man  alle  incongruenten 
Zahlen  zur  wten  Potenz  erhebt  und  deren  Reste  bildet.  Wenn 
n  =  2,  3,  4  ist,  so  nennt  man  diese  Zahlen  resp.  quadratische^  cu- 
bische^  hiqiiadratische  Reste,  Mit  der  Theorie  der  ersteren,  welche 
für  sich  allein  schon  eine  grosse  Ausdehnung  besitzt,  werden  wir 
uns  nun  im  Folgenden  ausführlich  beschäftigen. 


/^.ritter    Abschnitt. 

on  den  quadratischen  Resten. 

§.  32. 

Wir  behandeln  im   Folgenden   ausführlich    die   Theorie   der 
Congruenzen  von  der  Form 

^•2  =  D  (mod.ÄO,  (1) 

in  welcher  wir  stets  D.  als  relative  Trimzahl  gegen  den  Modul  k 
voraussetzen.  Es  würde  sich  leicht  zeigen  lassen,  dass  jede  be- 
liebige Congruenz  zweiten  Grades  auf  diesen  Fall  zurückgeführt 
werden  kann;  doch  wollen  wir  uns  dabei  nicht  aufhalten.  So  oft 
nun  die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  d.  h.  so  oft  sie  Wurzeln  hat, 
heisst  die  Zahl  D  quadratischer  Rest  der  Zahl  h;  im  entgegen- 
gesetzten Fall  heisst  D  quadratischer  Nichtrest  der  Zahl  Je.  Man 
lässt  auch  häufig,  wenn  kein  Missverständniss  zu  befürchten  ist, 
das  Beiwort  „quadratisch"  fort  und  nennt  kurz  die  Zahl  D  Rest 
oder  Nichtrest  von  7c,  je  nachdem  die  Congruenz  (1)  möglich  ist 
oder  nicht.  Unmittelbar  leuchtet  hieraus  ein,  dass  zwei  nach  dem 
Modul  h  congruente  Zahlen  entweder  beide  Reste  von  h  oder  beide 
Nichtreste  von  h  sind;  d.  h.  alle  in  einer  und  derselben  Classe 
enthaltenen  Zahlen  haben  denselben  Charakter;  je  nachdem  eine 
von  ihnen  Rest  oder  Nichtrest  des  Modul  Tz  ist,  sind  sie  alle  Reste 
oder  alle  Nichtreste  von  A'. 

Die   Theorie   der   quadratischen  Reste  zerfällt  nun   in    zwei 
Haupttheile;  man  kann  nämlich  einmal  die  Frage  aufwerfen: 
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We7i7i  der  Modul  li  gegeben  ist,  ivelches  sind  dann  die  sämmt- 
JicJien  incongruenten  quadratischen  Beste  von  li?  und  ivie  viele 
Wurzeln  hat  die  -einer  jeden  dieser  Zahlen  entsprechende  Con- 
gruens  ? 

Bei  weitem  schwieriger  ist  aber  die  Beantwortung  der  folgen- 
den zweiten  Hauptfrage: 

Wenn  die  Zahl  B  gegeben  ist,  welches  sind  dann  die  Moduln 
Ic,  für  tvelche  die  Congruenz  (1)  möglich  ist,  d.  h.  ivelches  sind  die 
Zahlen  k,  von  denen  die  gegebene  Zahl  I)  quadratischer  Best  ist  ? 


§•  33. 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  der  ersten  Frage  Und  be- 
ginnen die  Untersuchung  mit  dem  einfachsten  Falle,  mit  dem  näm- 
lich, wo  der  Modul  eine  ungerade  Primzahl  p  ist  (der  Fall  j)  ==  2 
erledigt  sich  unmittelbar  durch  die  Bemerkung,  dass  jede  ungerade 
Zahl  i^  12,  also  quadratischer  Rest  von  2  ist).  Hier  erhalten  wir 
die  vollständige  Antwort  sogleich  durch  die  vorhergehende  Theorie 
der  binomischen  Congruenzen  (§.  31).  In  unserem  Falle  ist  nämlich 
,'>^  =  2  der  Grad  der  binomischen  Congruenz,  und  da  ji;  —  1  gerade 
ist,  so  ist  (5  =  2  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  n  und 
X)  —  1 ;  die  Congruenz 

x'^  ^  I)  (mod.jj) 

ist  daher  stets  und  nur  dann  möglich,  wenn 

D  2   =  1  (mod.^j), 

und  zwar  hat  sie  jedesmal  zwei  incongruente  Wurzeln;  es  giebt 
\{p — 1)  quadratische  Reste,  und  folglich,  da  die  Anzahl  aller  in- 
congruenten und  durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen  gleich  p  —  1  ist, 
auch  \{p  —  1)  Nichtreste  von  p.  Da  ferner  nach  dem  Fermat'- 
schen  Satze 

p — 1  p — 1 

Btp-^  —  1  =  (D"^  —  1)  {B~^  H-  1)  =  0  {modi.p) 

ist,  so  folgt,  dass 

D  2    =  _  1  (mod.j^) 
sein  muss,   so  oft  B  ein '  Nichtrest   von  p  ist.    Je  nachdem  also 

D  2  ^  _|_  ■[  oder  ^  —  1  ist,  ist  B  ein  Rest  oder  Nichtrest  von  p. 
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Nennt  man  die  Eigenschaft  einer  Zahl  D,  Rest  oder  Nichtrest  von 
2)  zu  sein,  ihren  Charakter^  so  ist  derselbe  also  durch  dieses 
Euler'sche  Kriterium  vollständig  bestimmt. 

Es  lässt  sich  indessen  auch  ganz  elementar  beweisen,  dass 
die  Anzahl  sowohl  der  Reste  als  auch  der  Nichtreste  =  \{'p —  1) 
ist.     Quadrirt  man  nämlich  die  \{p  —  1)  Zahlen 

1    2    3  ^P-=^ 

X,     -1,     O,     .    .    .  , 

SO  sind  die  Quadrate  sämmtlich  incongruent;  denn  sind  r  und  s 
zwei  verschiedene  dieser  Zahlen,  so  ist  die  Differenz  ihrer  Quadrate 

•     y2    _    g2   —-   (^Y   J^   ß^  (^^^  _  5^ 

nicht  theilbar  durch  p^  da  die  Factor en  r  -\-  s  und  r  —  s  kleiner  als 
p  sind.  Diese  l(p  —  1)  Quadrate  geben  also  wirklich  l(p  —  1) 
incongruente  quadratische  Reste ;  dagegen  liefern  die  Quadrate  der 
folgenden  Zahlen 

dieselben  Reste  wieder;  denn  es  ist  allgemein 

(p  —  r)'^  =p^  —  2r2)  -\-  r'^  ^  r^  (mod.p). 

Also  ist  ^(p  —  1)  die  Anzahl  aller  quadratischen  Reste,  und  folg- 
lich auch  die  der  quadratischen  Nichtreste. 

Da  ein  Product  aus  mehreren  Factoren,  die  nicht  durch  p 
theilbar  sind,  dieselbe  Eigenschaft  bat,  so  kann  man  nach  dem 
Charakter  des  Productes  fragen,  wenn  die  Charaktere  der  Factoren 
gegeben  sind.  Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  zwei  Factoren, 
so  sind  folgende  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Das  Product  aus  zwei  Resten  ist  wieder  ein  Rest;  denn 
sind  a  und  a'  Reste,  so  giebt  es  Zahlen  ^,  x-  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  a  ^  x-  (mod.^)),  a'  ^  x'^  (mod.j>);  hieraus  folgt  aber 
aa'  ^  (x  x')^  (mod. p),  d.  h.  aa'  ist  Rest  von  7;. 

IL  Das  Product  aus  einem  Rest  und  einem  Nichtrest  ist  ein 
Nichtrest.  Denn  wenn  wir  ein  vollständiges  System  incongruenter 
und  durch  j^  nicht  theilbarer  Zahlen  bilden,  so  zerfällt  dasselbe  in 
zwei  Gruppen,  deren  eine  ^(]j —  1)  Reste  —  wir  wollen  sie  all- 
gemein mit  cc  bezeichnen  —  und  deren  zweite  ^(p —  1)  Nichtreste 
ß  enthält.  Multiplicirt  man  nun  alle  diese  Zahlen  a  und  ß  mit 
einem  Reste  a,  so  bilden  die  Producte  aoc  und  aß  wieder  ein  voll- 
ständiges System  incongruenter  (durch  p  nicht  theilbarer)  Zahlen, 
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welches  also  wieder  ^(p — 1)  Reste  und  ^(p  —  1)  Nichtreste  ent- 
hält. In  der  That  sind  nun  (nach  I.)  die  Producte  acc  sämmtlicli 
wieder  Eeste;  es  müssen  daher  die  anderen  |Q) —  1)  Producte  aß 
sämmtlicli  Nichtreste  sein;  also  ist  das  Product  aus  jedem  Rest  a 
und  jedem  Niclitrest  ß  ein  Nichtrest. 

III.  Das  Product  aus  zwei  Nichtresten  ist  ein  Rest.  Denn 
bildet  man  wieder  das  System  der  Reste  oc  und  Nichtreste  /3,  und 
multiplicirt  dieselben  mit  einem  Nichtreste  &,  so  sind  die  Producte 
ba  (nach  II.)  sämmtlicli  Nichtreste;  folglich  müssen  die  übrigen 
i(P  —  1)  Producte  h  ß  sämmtlicli  Reste  sein. 

Man  kann  diese  wichtigen  Sätze  offenbar  in  den  folgenden 
einen  zusammenfassen : 

Ein  Product  aus  beliebig  vielen^  durch  die  Primzahl  p  nicht 
theübaren  Zahlen  ist  Rest  oder  Nichtrest  von  p^  je  nachdem  die  An- 
zahl der  Nichtreste,  welche  sich  unter  den  Factor en  finden,  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  dem  oben  auf- 
gestellten Kriterium  für  den  Charakter  einer  Zahl;  denn  da 

p—i        p  —1    i)  —  1    p  —  1 
(abc  .  .  .)~^=  a~^  b~^  c~^  .  .  . 
ist,  so  wird 

{ahc  ,  .  )  ^  ^  -\-  1     oder    ^  —  1  (mod. ^) 

p  — 1       p  —  l       2>  —  i 

sein,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Factoren  a  ^  ^  b  ^  ^  c  ^  ..., 
welche  ^  —  1  sind,  eine  gerade  oder  ungerade  ist. 

Man  kann  diesen  Satz  in  Form  einer  Gleichung  ausdrücken, 
wenn  man  sich  eines  von  Legendre"^)  m  die  Zahlentheorie  ein- 
geführten Zeichens  bedient,  welches  in  allen  folgenden  Unter- 
suchungen eine  grosse  Rolle  spielt.     Legendre  bezeichnet  nämlich 

durch  das  Symbol 

'm' 


P. 

die  positive  oder  negative  Einheit,  je  nachdem  die  durch  die  Prim- 
zahl p  nicht  theilbare  Zahl  m  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 
von  p  ist;  es  ist  daher  stets 

(f)  (?)""  +  ^  """^  (f)  ^'"'''^■^^' 


*)  Theorie  des  Nomhres,  3«»e  ed.     Tora.  I,  p.  107, 
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Den  Satz  über   den  Charakter   eines  Productes   kann  man   dann 
offenbar  durch  die  folgende  Gleichung  ausdrücken: 


1 

f           r 

i  n  l . 

..\  __ 

^  (5)  © 

©- 

P 

/ 

f 

leuchtet  ferner 

ein, 

dass, 
/m 

sobald  7)1  = 

=  71  (mod.^), 

auch 

sein  wird. 


§.34. 


Es  ist  nun  interessant,  zu  sehen,  dass  die  soeben  gewonnenen 
Sätze,  welche  zum  Theil  als  Resultate  einer  ausgedehnten  Theorie, 
wie  der  der  binomischen  Congruenzen,  erscheinen,  sich  aus  den 
ersten  Principien  auf  einem  ganz  elementaren  Wege  ableiten  lassen, 
der  zugleich  einen  neuen  Beweis  des  Wilson'schen  und  Fermat'schen 
Satzes  liefern  wird. 

Es  sei  D  irgend  eine  durch  die  (ungerade)  Primzahl  p  nicht 
theilbare  Zahl,  und  r  irgend  eine  der  Zahlen 

1,2,3  ...(^,-1);  (1) 

dann  existirt  in  derselben  Reihe  stets  eine  und  nur  eine  Zahl  s 
von  der  Beschaffenheit,  dass 

rs  ^  D  (mod.jj) 

ist;  denn  diese  Zahl  s  ist  ja  die  Wurzel  der  Congruenz  ersten 
Grades  7'x^  D  (mod.jj);  je  zwei  solche  Zahlen  r  und  s  der  Reihe 
(1),  deren  Product  ^  D  ist,  Avollen  wir  suscmmie7igeh'örige  Zahlen 
nennen;  offenbar  ist  durch  eine  dieser  beiden  Zahlen  die  andere 
ebenfalls  bestimmt.  Identisch  können  diese  beiden  Zahlen  nur  dann 
werden,  wenn  die  Congruenz 

x^  =  n  (mod.^)  (2) 

möglich  ist.  Danach  theilen  wir  unsere  Untersuchung  in  zwei 
Fälle  ein. 

Erstens:  Die  Congruenz  (2)  ist  unmöglich.  —  Dann  sind  also 
je  zwei  zusammengehörige  Zahlen  von  einander  verschieden,  und 
da  zwei  solche  Paare  stets  identisch  sind,  sobald  sie  nur  eine  ge- 
meinschaftliche Zahl  haben,  so  zerfallen  die  sämmtlichen  p  —  l 
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Zahlen  (1)  in  |  (p  —  1)  solche  Paare  zusammengehöriger  Zahlen, 
und  folglich  ist  ihr  Product 

1  ;  2  .  3  .  .  .  Q;  —  1)  =  D  2    (mod.p).  (3) 

Ztveitens :  Die  Congruenz  (2)  ist  möglich.  —  Dann  existirt  also 
auch  in  der  Reihe  (1)  mindestens  eine  Zahl  q  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  Q'^  ^  D\  sehen  wir  zu,  ob  ausser  q  in  der  Reihe  (1) 
noch  eine  solche  Zahl  ö  existirt;  dann  muss  ö^  ^  jo^,  folglich 
(ö  —  q)  (ö  -|-  q)  durch  p  theilbar  sein ;  da  wir  a  verschieden  von  q 
voraussetzen,  so  ist  ö  —  g  nicht  theilbar  durch  p)-,  folglich  muss 
6  -\-  Q  theilbar  durch  j),  also  6^p —  q  sein;  und  in  der  That  ist 
wirklich  {p  —  g)'^  ^  1),  Trennen  wir  nun  diese  beiden  (wirklich 
ungleichen)  Zahlen  g  und  6r=zp —  ^,  deren  Product  gö  ^  —  g'^ 
^  —  D  ist,  von  den  übrigen  der  Reihe  (1),  so  zerfallen  die  letzteren 
in  \{p  —  3)  Paare  zusammengehöriger  Zahlen  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  jedes  Paar  aus  zwei  verschiedenen  Zahlen  besteht.  Dem- 
nach ist  in  diesem  Fall  das  Product  aller  Zahlen  der  Reihe  (1): 

2>  —  1 

1  .  2  .  3  .  .  .  Qj  —  1)  =  —  B~^  (mod.  j3).  (4) 

Nun  giebt  es  aber  einen  Fall,  in  welchem  die  Congruenz  (2) 
stets  möglich  ist,  nämlich  den,  in  welchem  D  =  \  =  1-;  wir  er- 
halten daher  zunächst  aus  (4)  den  Satz  von   Wilson-. 

1  .  2  .  3  .  .  .  Q;  —  1)  ^' —  1  (mod.jij),  (5) 

und  substituiren  wir  dies  in  die  Congruenzen  (3)  und  (4),  so  er- 
lialten  wir  das  Resultat,  dass 

v-i 
D  ^  =^\     oder     =  —  1  (mod. j)) 

ist,  je  nachdem  die  Congruenz  (2)  möglich  oder  nicht  möglich  ist. 
Da  endlich  ein  dritter  Fall  nicht  existiren  kann,  so  erhalten  wir 
allgemein 

jp-1  =  [l)  ^  )   =(±  ly  =  +  1  (mod.^j), 

also  den  Satz  von  Fermat. 

Durch  diese  einfache  Betrachtung  sind  wir  also  sogleich  bis 
zu  denselben  Sätzen  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  ge- 
langt, welche  vorher  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  binomischen 
Congruenzen  abgeleitet  waren. 
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§.35. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Untersuchung  des  Falls,  in 
welchem  der  Modul  h  der  quadratischen  Congruenz 

x^  =  D  (mod.  Ic) 

die  Potenz  einer  Primzahl  p  ist;   dabei  müssen  wir  den  Fall,  in 

welchem  |)  =  2,  gesondert  von  den  übrigen  behandeln,  in  welchen 

p  eine  ungerade  Primzahl  ist*). 

Ist  zunächst  p  eine  ungerade  Primzahl ,  und  Ä  =  p'',  wo  7t 

irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  nehmen  wir  an,  die 

Congruenz 

ir2  =  Z)  (mod.p^)  (1) 

sei  möglich,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  im  Ganzen  isivei 
incongruente  Wurzeln  hat ;  denn  ist  a  eine  bestimmte,  und  x  irgend 
eine  Wurzel,  so  muss 

x'^  —  a^  =  (x  —  a)  (x  -]- a)  ^  0  (mod.jp^) 

sein;  von  den  beiden  Factoren  x  —  a  und  x  -\-  cc  ist  aber  nur  einer 
durch  j)  theilbar;  denn  wären  beide  durch  p  theilbar,  so  wäre  auch 
ihre  Differenz  2«,  und  folglich  auch  «  durch  p  theilbar,  was  nicht 
der  Fall  ist,  da  wir  B  ^  a^  als  nicht  theilbar  durch  p  voraus- 
gesetzt haben.  Da  also  einer  der  beiden  Factoren  relative  Primzahl 
gegen  p"^  ist,  so  muss  der  andere  für  sich  allein  durch  j)'^  theilbar 
sein.     Es  ist  daher  entweder 

X  ^  a  (mod.p'').     oder     x^.  — a  (mod.2^^)', 

also  hat  die  Congruenz  (1)  entweder  gar  keine  Wurzel,  oder  sie 
hat  zwei  incongruente  Wurzeln  a  und  —  cc. 

Es  ist  nun  noch  zu  entscheiden,  wann  das  Eine,  wann  das  An- 
dere stattfinden  wird.  Da  nun  jede  Wurzel  a  der  Congruenz  (1) 
auch  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x^  =  D  (mod.p)  (2) 

ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Congruenz  (1)  nur  dann  möglich  ist, 
wenn  D  quadratischer  Rest  von  p  ist;  es  fragt  sich  daher  nur,  ob 


*)  Die  nachfolgenden  Resultate  lassen  sich  auch  aus  dem  in  §.  145  be- 
wiesenen Satze  ableiten. 
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auch  umgekehrt,  wenn  B  quadratischer  Eest  von  p  ist,  hieraus  die 
Möglichkeit  der  Congruenz  (1)  folgt.  Um  dies  zu  zeigen,  brauchen 
wir  nur  nachzuweisen,  dass,  sobald  die  Congruenz  (2)  eine  Wurzel 
a  besitzt  (also  JD  quadratischer  Rest  von  p  ist) ,  hieraus  sich  eine 
Wurzel  der  Congruenz  (1)  ableiten  lässt,  welche  ^  a  {moä.p)  ist; 
und  da  Aehnliches  von  jeder  Congruenz  x'^  ^  D  (mod.  Jt)  gilt,  wo 
D  stets  dieselbe  Zahl,  Ix,  aber  irgend  eine  Potenz  der  Primzahl  p 
ist,  so  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dass  aus  einer  Wurzel  «  der 
Congruenz  (1)  sich  eine  Wurzel  der  Congruenz 

ä;2  ^  D  (mod.|)'^  +  i)  (3) 

ableiten  lässt,  welche  ^  a  (mod,  ^:>'')  ist.     Es  sei  daher 
otP-  ^  D  (mod.j)^)     oder     cc-  —  i)  =  lip^^ 
so  setzen  wir 

woraus 
x'^'  —  D^hp"^  +  ^ap'^ij  -]- p)^'^y^  ^  p'^(h  -f  2oiy)  (mod.j)^  +  i) 

folgt;  damit  nun  x^  ^  D  (m.oä.p^+^)  werde,  braucht  y  nur  so 
bestimmt  zu  werden,  dass 

2ay  ^  —  h  (mod.p) 

werde;  da  nun  D,  folglich  auch  «,  und  also,  da  p  ungerade  ist, 
auch  2  a  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl  ist,  so  lässt  sich  y  stets 
so  wählen,  dass  es  dieser  Congruenz  ersten  Grades  genügt*).  Wir 
sehen  also,  dass  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz  (1)  auch  stets 
die  Möglichkeit  der  Congruenz  (3)  folgt ;  durch  dieselbe  wiederholt 
angewendete  Schlussweise  ergiebt  sich  also  auch,  dass  aus  der 
Möglichkeit  der  Congruenz  (2)  stets  die  der  Congruenz  (1)  folgt, 
und  wir  haben  auch  eine  Methode  gefunden,  um  aus  einer  Wurzel 
der  Congruenz  x^  ^  D  für  den  Modul  p  successive  eine  Wurzel 
derselben  Congruenz  für  die  Moduln  p^^  p^  .  ,  .  p'^  zu  gewinnen. 
Wir  haben  mithin  folgendes  Resultat: 

Ist  p   eine  ungerade  Primzahl^  und  D  eine   durch  p  nicht 
theilbare  Zahl^  so  ist  für  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

x^  ^  D  (mod.29'') 

erforderlich  und  hinreichend^  dass        • 


*)  Zugleich  wird  2ax  =  D  -}-  «2  (mod.^j''  +  ^). 
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d.  li.  class  D  quadratischer  Rest  von  p  sei ;  sobald  diese  Bedingung 
erfüllt  ist^  besitzt  die  vorgelegte  Congruenz  zwei  incongruente  Wur- 
zeln a  und  — a,  weiche  gefunden  werden  hönnen^  sobald  man  eine 
Wurzel  der  Congruenz 

x^  ^  D  (mod.p) 
gefunden  hat. 


§.  36. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  besonderen  Fall  über,  in  welchem  der 
Modul  h  eine  Potenz  der  Primzahl  2  ist,  so  dass  also  D  irgend 
eine  ungerade  Zahl  bedeutet.  Betrachten  wir  zunächst  die  Con- 
gruenz 

x'^  ^  D  (mod.  4), 

so  erkennt  man  leicht,  dass  dieselbe  stets  und  nur  dann  möglich 

ist,  wenn 

D=l  (mod.  4) 

ist.    Denn  ist  die  Congruenz  möglich,  so  ist  x  jedenfalls  ungerade, 
und  das  Quadrat  von  x  =  2n  -{~l  ist  An^  -\-  4:7t  -\-  1^1  (mod.  4); 
umgekehrt,  ist  D  ^  1  (mod.  4),  so  hat  die  Congruenz  offenbar  die 
beiden  incongruenten  Wurzeln  x  ^  l  und  ^  ^  —  1  (mod.  4). 
Gehen  wir  nun  zu  der  Congruenz 

.  ic2  =  j)  (mod.  8) 

über,  so  leuchtet  ein,  da  das  Quadrat  einer  jeden  ungeraden  Zahl 
in  ±:  1  gleich  16  w^  +  8n  -f  1  ^  1  (mod.  8)  ist,  dass  diese  Con- 
gruenz nur  dann  möglich  ist,  wenn 

D  =  1  (mod.  8) 

ist;  und  umgekehrt,  sobald  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  hat  die 
Congruenz  die  vier  incongruenten  Wurzeln  ic^l,  x^S^  x^b^ 
x  ^  1, 

Betrachten  wir  jetzt  die  Congruenz 

^2  =  1)  (mod.  2^), 

wo  jr  ^  3  ist,  so  kann  diese  Congruenz  nur  dann  möglich  sein, 
wenn  die  Congruenz 


Ö' 


x^  =  D  (mod.  8) 
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möglich  ist;  es  ist  daher  erforderlich,  dass 

JD  =  1  (mod.  8) 

sei.  Wir  wollen  nun  umgekehrt  zeigen,  dass  diese  Bedingung  auch 
hinreicht,  und  dass  dann  die  Congruenz  stets  vier  incongruente 
Wurzeln  hat.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dies  sei  für  den  Modul 
2"^  schon  bewiesen,  so  können  wir  zeigen,  dass  dasselbe  auch  für 
den  Modul  2^  +  ^  gilt.  Es  sei  nämlich  a  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz 

ic2  =  D  (mod.  2^), 
also 

«2  —  D  =  7^.2^^, 
so  setzen  wir 

X  =  a  -\-  2^—1.2/; 
dann  wird 

^2  _  X)  =  /j  .  2^  +  2^.«2/  +  2^''~^2/-- 

Da  nun  :r  ^  3,  so  ist  2  :r  —  2  ^  :r  -|-  1,  folglich 

Damit  also  x^  —  D  durch  2^  +  ^  theilbar  werde,  braucht  man  nur  y 
so  zu  wählen,  dass 

ay  ^  —  h  (mod.  2) 

werde*).  Dies  ist  aber  stets  möglich,  da  a  eine  ungerade  Zahl  ist; 
also  folgt  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz 

ä;2  =  D  (mM.2^), 

wo  ;r  ^  3  ist,  stets  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

rr2  =  D  (mod.  2^  +  1). 

Wir  schliessen  hieraus  zunächst  das  folgende  Resultat: 
Damit  die  Congruenz 

x^  =  1)  (mod.  2^), 
in  welcher  7t  ^  S   ist^  Wurzeln  habe,  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass 

D  =  I  (mod.  8) 
sei. 

Ist  nun  a  eine  Wurzel  dieser  Congruenz  —  und  eine  solche 
kann  immer  nach  der  obigen  Methode  gefunden  werden  — ,  so 
muss,  wenn  x  irgend  eine  WurzeL derselben  Congruenz  bezeichnet, 

ir2  —  «2  =  (:r  —  a) (rr  -f  «)  =  0  (mod.  2^) 


*)  Zugleich  wird  2c(x  =  D -\- u^  (mod.  2'^+0- 
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sein.  Da  ferner  w  sowohl  wie  x  ungerade  Zahlen  sein  müssen,  so 
sind  die  beiden  Factoren  x  —  a  und  x  ■{-  (x.  gerade  Zahlen,  und 
dann  niuss 

sein.  Da  nun  die  Differenz  der  beiden  Factoren  \{x  —  oc)  und  ^  (^  -}-  a) 
eine  ungerade  Zahl  ist,  so  muss  einer  von  ihnen  ungerade,  und 
der  andere  folglich  theilbar  durch  2^— ^  sein.  Dies  giebt  folgende 
Fälle : 

x^a  (mod.  2^^"^)     oder    x^  —  oc  (mod.  2^^-^) 

und  diese  liefern  wieder  folgende  vier  Fälle : 

X  ^  a  (mod.  2^^);        x  ^  ol  -\-  2^-^  (mod.  2^); 
x^  —  t/(.  (mod.  2^);    ^^— a  —  2^-i  (mod.  2^). 

Und  umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jede  dieser  vier 
in  Bezug  auf  den  Modul  2^  incongruenten  Zahlen  der  Congruenz 
genügt. 

Wir  fassen  die  ganze  Untersuchung  in  folgendem  Satze  zu- 
sammen : 

Die  Congruenz 

x"^  =  D  (mod.  2^^) 

ist  stets  möglich^  wenn  jr  =  1,  und  hat  dann  eine  Wurzel;  sie  ist^ 
wenn  n:  ^  2,  stets  und  nur  dann  möglich^  wenn  D  ^  1  (mod.  4), 
und  sie  hat  dann  zwei  Wurzeln;  sie  ist^  wenn  :r  ^  3,  stets  und  nur 
dann  möglich^  wenn  D  ^  1  (mod.  8)  ist^  und  zwar  hat  sie  dann 
vier  Wurzeln. 


§.  37. 

Es  ist  jetzt  leicht,  die  Möglichkeit  und  die  Anzahl  der  Wur- 
zeln der  Congruenz  x^  ^  D  für  einen  beliebigen  Modulus  zu 
beurtheilen,  der  relative  Primzahl  zu  D  ist.  Wir  führen  diese 
Untersuchung  ganz  allgemein  in  folgender  Weise. 

Es  seien  a^  b^  c  .  .  ,  relative  Primzahlen  zu  einander,  und 

f(x)  =  0  (mod.  ahc  .  .  .)  (1) 

eine  beliebige  zur  Auflösung  vorgelegte  Congruenz,  so  lässt  die- 
selbe sich  stets  auf  die  vollständige  Auflösung  der  Congruenzen 
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(2) 


f(x)^0  (mod.  a) 
f{x)  =  0  (mod.  h) 
f{x)  ^  0  (mod.  c) 
u.  s.  w. 


zurückführen.  Zunächst  leuchtet  ein,  dass  jede  Wurzel  x  der 
Congruenz  (1)  auch  allen  Congruenzen  (2)  genügen  muss;  es  wird 
daher  die  Congruenz  (1)  unmöglich  sein,  wenn  dies  mit  irgend  einer 
der  Congruenzen  (2)  der  Fall  ist.  Umgekehrt,  ist  a  irgend  eine 
Wurzel  der  Congruenz  f{x)  ^  0  (mod.  a),  ebenso  ß  irgend  eine 
Wurzel  der  Congruenz  f{x)  ^  0  (mod.  6),  y  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenz f(x)  ^  0  (mod.  c)  u.  s.  w.,  so  bestimme  man  (nach  §.  25) 
eine  Zahl  x  durch  das  System  von  Congruenzen 

X  ^  a  (mod.  a) 

.     X  =  ß  (mod.  h)  \  (3) 

X  ^  y  (mod.  c) 

u.  s.  w. 
so  wird 

f(x)  ^f(a)  ^  0  (mod.  a) 

fix)  =f(ß)  =  0  (mod.  6) 

f(x)=f{r)  =  0(moä.  c) 

u.  s.  w., 

und  folglich,  da  a,  h^  c  .  .  .  relative  Primzahlen  zu  einander  sind, 

auch 

f(x)  ^  0  (mod.  ahc  .  .  .% 

d.  h.  jede  dem  System  (3)  genügende  Zahl  x  ist  eine  Wurzel  der 
vorgelegten  Congruenz  (1).  Da  nun  (nach  §.  25)  dem  System  (3) 
unendlich  viele  Zahlen  x  genügen,  welche  aber  alle  nach  dem  Modul 
ahc  .  .  .  einander  congruent  sind,  so  liefert  das  System  (3)  eine 
und  nur  eine  Wurzel  x  der  Congruenz  (1).     Ist  nun 

A  die  Anzahl  aller  incongruenten  Wurzeln  a  (mod.  a) 
i^    r        ^  V  r>  j,         ß  (mod.  h) 

V     „         „  ^  ^  „         y  (mod.  c) 

u.  s.  w., 

so  kann  man  im  Ganzen  Afiv  . . .  verschiedene  Systeme  (3)  bilden, 
welchen  (nach  §.  25)  ebensoviele  verschiedene  Wurzeln  x  der  Con- 
gruenz (1)  entsprechen;  und  andere  Wurzeln  kann  diese  letztere 
nicht  besitzen,  weil,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  jede  bestimmte 
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Wurzel  X  der  Congrueiiz  (1)  auch  Wurzel  aller  Congruenzen  (2) 
und  folglich  einem  bestimmten  a  (mod.  a),  einem  bestimmten  /3 
(mod.  6),  einem  bestimmten  y  (mod.  c)  u.  s.  f.  congruent  sein  muss. 
Mithin  ist  die  Anzahl  aller  nach  dem  Modul  ahc  .  . .  incongruenten 
Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  =  k^v  .  .  . 

Mit  Hülfe  dieses  allgemeinen  Resultates  sind  wir  im  Stande 
zu  beurtheilen,  ob  die  Congruenz 

r^;2  =  D  (mod.^), 

in  welcher  J)  und  h  relative  Primzahlen  sind,  möglich,  und  wie 
gross  die  Anzahl  ö  ihrer  incongruenten  Wurzeln  ist.  Bedeutet  p 
jede  beliebige,  in  dem  Modul  Ic  (also  nicht  in  D)  aufgehende  un. 
gerade  Primzahl,  so  ist  erforderlich,  dass 

sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Congruenz  x^  ^  D  in 
Bezug  auf  jeden  Modulus  von  der  Form  p"^  genau  zwei  incon- 
gruente  Wurzeln.  Ist"  daher  der  Modul  h  ungerade,  und  fi  die 
Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  in  Je  aufgehenden  Prim- 
zahlen j9,  so  ist 

ö  ==  2". 

Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  der  Modulus  Je  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist;  denn  die  Congruenz  x^  ^  D  (mod.  2)  hat 
stets  eine  und  nur  eine  Wurzel. 

Ist  aber  h  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl,  so  ist  ausser 

den  früheren  ^  Bedingungen  noch  erforderlich,  dass  D  ^  1  (mod.  4) 

sei;   da  alsdann   die   Congruenz  x'^  ^  D  (mod.  4)  zwei  Wurzeln 

besitzt,  so  ist 

ö  =  2."  +  i. 

Ist  endlich  h  ^  0  (mod.  8),  so  ist  ausser  den  früheren  ^  Be- 
dingungen noch  erforderlich,  dass  D  ^  1  (mod.  8)  sei;  da  dann 
die  Congruenz  x'^^  ^  D  (mod.  2 '') ,  wo  tt  ^  3 ,  stets  vier  Wurzeln 
hat,  so  ist  in  diesem  Fall 

ö  =  2." +  2^ 


§.  38. 

Bevor  wir    diesen    Gegenstand  verlassen,   wollen   wir   noch 
eine  Anwendung  von  dem  soeben  gewonnenen  Resultate  auf  eine 
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Verallgemeinerung  des  Wilson'schen  Satzes  (§.  27)  machen.  Setzen 
wir  D  =  1,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Congruenz 

x^=l  (mod.  h)  (1) 

für  jeden  Modul  h  möglich  ist;  die  Anzahl  ö  ihrer  Wurzeln  ist 
=  1,  wenn  ^  :=  1  oder  ^  =  2 ;  sie  ist  =  2 ,  wenn  h  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz 
oder  =4  ist;  in  allen  übrigen  Fällen  ist  ö  durch  4  theilbar. 
Schliessen  wir  die  Fälle  h  =  1  und  Je  =  2  aus,  so  zerfallen  die 
6  Wurzeln  in  i  ö  Paare  von  Wurzeln  q  und  —  q  ;  denn  mit  q  ist 
gleichzeitig  auch  —  q  eine  Wurzel,  und  da  q  relative  Primzahl  zu 
h,  und  folglich  2  q  nicht  ^  0  (mod.  ä;)  sein  kann,  so  sind  je  zwei 
solche  Wurzeln  q  und  —  q  auch  incongruent.  Das  Product 
Q  X  (: —  q)  =  —  Q^^  zweier  solcher  Wurzeln  ist  ^  —  1,  und  folglich 
ist  das  Product  aller  6  Wurzeln  ^  -{-  1  oder  —  1,  je  nachdem 
ö  durch  4  theilbar  ist  oder  nicht. 

Unter  den  q)  (k)  Zahlen  ^ ,  welche  nicht  grösser  als  h  und 
relative  Primzahlen  zu  h  sind,  finden  sich  zunächst  die  ö  Wurzeln 
der  Congruenz  (I);  die  übrigen  (p(k)  —  6  dieser  Zahlen  s  (wenn 
noch  solche  vorhanden  sind)  lassen  sich  in  Paare  von  je  zwei 
solchen  Zahlen  r  und  s  zerlegen,  deren  Product  rs  ^  1  ist;  denn 
zu  jeder  Zahl  r  gehört  (nach  §.22)  eine  solche  Zahl  s  und  nur 
eine,  und  ausserdem  kann  s  nicht  ^  r  sein,  weil  sonst  r^  ^  1, 
und  folglich  r  eine  der  ö  Wurzeln  der  Congruenz  (1)  wäre. 
Mithin  ist  auch  das  Product  aller  dieser  (p(k)  —  6  Zahlen  ^  1. 

Multiplicirt  man  daher  alle  (p(k)  Zahlen  z  mit  einander,  so 
wird  das  Product  ^  —  1,  wenn  h  Potenz  einer  ungeraden  Prim- 
zahl oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  oder  =;  4  ist,  in  allen 
übrigen  Fällen  aber  ^  -j-  1.  (In  den  beiden  ausgeschlossenen 
Fällen  Tc  =  1  und  Ic  =  2  ist  (p(k)  =  l^  und  die  einzige  Zahl 
^  ^  +  1.)     Dies  ist  der  verallgemeinerte  Wilson'sche  Satz*). 


§.  39. 

Nachdem  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  die  erste  der 
beiden  in  §.  32  aufgeworfenen  Fragen  ihre  vollständige  Beant- 
wortung gefunden  hat,  wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  zweiten  un- 
gleich interessanteren,  aber  auch  schwierigeren  Aufgabe: 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  78. 
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Alle  Moduln  Je  m  finden,  von  tvelchen  eine  gegebene  Zahl  D 
quadratischer  Rest  ist. 

Bevor  wir  zu  der  Lösung  derselben  übergehen ,  wollen  wir 
erwähnen,  dass  man  häufig,  namentlich  in  den  älteren  Schriften, 
eine  andere  Ausdrucksweise  vorfindet.  Die  Moduln  h,  für  welche 
eine  Congruenz /(^)  ^  0  (mod. Ä;)  möglich  ist,  nennt  man  auch 
Divisoren  der  Form  f(x\  weil  es  Zahlen^  giebt,  für  welche  die 
Form  f  {x)  durch  einen  solchen  Modul  Z;  theilbar  wird ;  die  von  uns 
gesuchten  Zahlen  Je  sind  daher  die  Divisoren  der  Form  x'^ —  D\  sie 
stimmen  vollständig  überein  mit  den  Divisoren  der  Form  f^  —  Bii^, 
in  welcher  f,  u  zwei  unbestimmte  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  aber 
immer  relative  Primzahlen  zu  einander  sein  sollen.  Dass  wirk- 
lich jeder  Divisor  der  Form  x'^  —  D  auch  ein  Divisor  der  Form 
t^  —  Bu^  ist,  leuchtet  unmittelbar  ein,  da  die  letztere  in  die 
erstere  übergeht,  w^enn  man  ^  =  o;,  i*  =  1  setzt.  Umgekehrt,  ist 
k  Divisor  der  Form  f^  —  Bu'^,  so  ist  u  jedenfalls  relative  Prim- 
zahl zu  h  (denn  ginge  irgend  eine  Primzahl  gleichzeitig  in  Tz  und 
u  auf,  so  müsste  sie  auch  in  t'^  und  folglich  auch  in  t  aufgehen, 
gegen  die  Voraussetzung,  dass  ^,  u  relative  Primzahlen  sind),  und 
man  kann  folglich  eine  Zahl  x  finden,  welche  der  Congruenz 
ux  ^t  (mod. Ä;)  genügt;  da  nun  t^  —  Bu'^  ^  0  (mod.  ä;),  so  ist 
auch  1*2  (^x^  —  Z))  ^  0  (mod.  li)  und  folglich,  da  u-  relative  Prim- 
zahl zu  k  ist,  auch  ^2  —  D^O  (mod. fc),  d.  h.  jeder  Divisor  h  der 
Form  t'^  —  Bu^,  in  welcher  t  und  u  relative  Primzahlen  zu  ein- 
ander sind,  ist  auch  Divisor  der  Form  x'^  —  B. 

Das  allgemeine  Problem  wird  daher  häufig  auch  so  aus- 
gedrückt: es  sollen  alle  Divisoren  der  Form  t^  —  Bu'^  gefunden 
werden,  in  welcher  B  eine  gegebene,  t  und  u  dagegen  zwei  un- 
bestimmte ganze  Zahlen  bedeuten,  die  relative  Primzahlen  zu 
einander  sind. 

Wir  beschränken  uns  auch  hier  auf  solche  (immer  mit  posi- 
tivem Vorzeichen  genommene)  Moduln  Z;,  die  relative  Primzahlen 
zu  B  sind;  da  ferner  nach  den  vorhergehenden  Üntei'suchungen 
die  Möglichkeit  der  Congruenz  x^  ^  B  (mod.  Ic)  nur  von  der  Be- 
schaffenheit der  in  fc  aufgehenden  Primzahlen  abhängt  und  für 
einen  Modul  von  der  Form  2^  immer  leicht  beurtheilt  werden 
kann,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  alle  ungeraden  (in  B  nicht  auf- 
gehenden) Primzahlen  p  zu  finden,  von  welchen  B  quadratischer 
Rest  ist.  Bedenken  wir  ferner,  dass  (nach  §.  33)  der  quadratische 
Charakter  einer  Zahl  B  in  Bezug  auf  einen  solchen  Modulus  p 
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nur  von  den  in  D  enthaltenen  Factoren  abhängt,  so  werden  wir 
in  letzter  Instanz  auf  folgendes  Problem  geführt: 

Alle  ungeraden  Frimsalüen  p  zu  finden,  für  ivelche  irgend  eine 
der  drei  Congruenzen 

x'^  ^  —  1,     a;2  ^  2,     x^  ^  q  (mod.p) 

möglicli  ist,  uo  q  irgend  eine  gegebene  positive  ungerade  Primzahl 
bedeutet. 

§.  40. 

Die  Auffindung  aller  ungeraden  Primzahlen  |9,  für  welche  die 
Congruenz 

x^  ^  —  1  (mod.  j)) 

möglich  ist,  bietet  keine  Schwierigkeit  mehr  dar.    Denn  da  (nach 
§.  33)  allgemein 

{j)  =  D  '  (mod.p) 
ist,  so  erhält  man  speciell 

(^)  =  (-  iMmod.  p) 
und  folglich  auch 

In  Worten  lautet  dieser  wichtige  Satz*)  folgendermaassen : 
Die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Best  aller  Primzahlen  von  der 

Form  An  -\-  l,  dagegen  quadratischer  Nichtrest  aller  Primzahlen 

von  der  Form  in  -\-  3. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgendem  Wege.    Ist 

die  Congruenz  x'^  ^  —  1  (mod. ^j)  möglich,  und  x  eine  Wurzel 

derselben,  so  folgt  hieraus  durch  Potenzirung 

^i?-i  ^  (_  1)  2    (mod.p) 

und  hieraus  (nach  dem  Fermat'schen  Satze  §.  19)  ( —  1)  ^    =  l, 
also  p  =  4:n-\-  l;  d.  h.  die  Zahl  — 1  ist  quadratischer  Nichtrest 


2 


*)  Euler:  Demonstratio  theorematis  Fermatiani ,  omnem  numerum 
primum  formae  4w  -]-  1  esse  summam  duorum  quadratorum,  Nov.  Comm. 
Petrop.  V,  p.  3. 


§.  41.  ,  Quadratische  Reste.  91 

von  allen  Primzahlen  von  der  Form  in  -{-  3.  Ist  umgekehrt  p 
von  der  Form  4:n  -\-  1,  so  ist  xp~'^ —  1  algebraisch  theilbar  durch 
^4  —  1,  also  auch  durch  ir^  -f-  1 ;  es  ist  folglich 

wo  1p (x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten  bedeutet;  da  nun 
"(nach  dem  Fermat'schen  Satze  §.  19)  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung für  p —  1  incongruente  Werthe  von  x  congruent  Null  wird, 
so  wird  (nach  §.  2G)  auch  x'^  -]-  1  für  zwei  incongruente  Werthe 
von  X  congruent  Null*),  d.  h.  die  Zahl  —  1  ist  quadratischer  Piest 
von  allen  Primzahlen  von  der  Form  in  -j-  1.  Der  Satz  ist  also 
von  Neuem  bewiesen. 


§•  41. 

Wir  gehen  nun  zu  der  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  über, 
welche  sich  auf  die  Congruenz 

^2^2  (mod.  p) 
bezieht.     Fermat  hat,  wahrscheinlich  durch  Induction,  folgendes, 
zuerst  von  Lagrange"^"^)  bewiesenes  Resultat  gefunden: 

Die  Zahl  2  ist  quadratischer  Best  aller  Primzahlen  von  einer 
der  beiden  Formell  8n  A-  l  oder  8n  -\-  7,  dagegen  Nichtrest  aller 
Primzahlen  von  einer  der  beiden  Formen  Sn  -\-  S  oder  Sn  -\-  5." 

Wir  beweisen  zuerst  den  zweiten  Theil  des  Satzes,  dass  näm- 
lich 2  Nichtrest  aller  Primzahlen  p  von  der  Form  8w  :+:  3  ist. 
Offenbar  ist  derselbe  für  p  =  S  richtig,  denn  nur  die  Zahl  1  ist 
Rest  von  3.  Gesetzt  nun,  der  Satz  wäre  nicht  allgemein  gültig,  so 
müsste  es  doch  eine  Meinste  Primzahl  p>  von  der  Form  8^  +  3 
geben,  für  welche  er  unrichtig  würde,  für  welche  also  die  Con- 
gruenz 

x^  ^  2  (mod.  2j) 

möglich  würde.  Hierin  kann  man  immer  die  Wurzel  x  kleiner 
als  jp  und  ungerade  voraussetzen,  denn  wenn  x  gerade  ist,  so  ist 
die  andere  Wurzel  x'  =  p  —  x  ungerade.     Wir  können  daher 

x^  —  2  =pf 


*)  Man  findet   auch   leicht   mit  Hülfe  des  Wilson'schen  Satzes   (§.  27), 
dass  diese  Wurzeln  =  ±  1.2.3  .  .  .  1  (p  —  1)  sind, 

**)  Becherches  cVArühmetiqne,  Nouv.  Mem.  de  l'Acad.   de  Berlin.    1775, 
p.  349,  351. 
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setzen,  wo  /  positiv  und  kleiner  als  j)  ist;  da  ferner  x^  von  der 
Form  8^^  +  1,  also  pf  von  der  Form  8>^  —  1,  und  folglich/  von 
der  Form  8w  If  D  ist,  so  bat  die  Zahl  /  mindestens  einen  Prim- 
factor  p'  von  einer  der  Formen  8n  4-  3  oder  %n  —  3;  denn  ein 
Product  aus  lauter  Factoren  von  der  Form  8^+1  würde  wieder 
dieselbe  Form  8  >^  ±  1  baben.  Für  diese  Primzahl  p\  die  jedenfalls 
<  p  ist,  würde  dann  ebenfalls  x'^  ^  2  (mod.  p')  sein ;  allein  dies 
streitet  mit  unserer  Voraussetzung,  dass  p  die  kleinste  in  der  Form 
8  M  +  3  enthaltene  Primzahl  ist,  von  welcher  die  Zabl  2  quadrati- 
scher Rest  ist.  Mitbin  ist  diese  Voraussetzung  überhaupt  unzu- 
lässig, und  es  folgt,  dass  stets 

(  — j  =  —  1  ist,  wenn  j;  =  8w  it  3. 

Wir  wollen  jetzt  zw^eitens  beweisen,  dass  die  Zahl  2  quadrati- 
scher Rest  aller  Primzahlen  p  von  der  Form  8n  -\-  7  ist;  da  nun 
(nach  §.  40)  —  1  quadratischer  Nichtrest  aller  dieser  Primzahlen 
ist,  so  baben  wir  nur  zu  zeigen,  dass  die  Zabl  —  2  ebenfalls  Nicht- 
rest aller  dieser  Primzahlen  ist;  statt  dessen  stellen  wir  uns  die 
allgemeinere  Aufgabe,  zu  beweisen,  dass  —  2  Nichtrest  von  allen 
in  den  beiden  Formen  8n-|-5,  8n-|-7  enthaltenen  Primzahlen  ist, 
obgleich  dies  für  die  Primzahlen  der  Form  8  >i  -f  5,  von  welchen 
(nach  §.  40)  —  1  quadratischer  Rest  ist,  schon  im  Vorhergehenden 
geschehen  ist.  Zunächst  bemerken  wir  wieder,  dass  der  Satz  für 
die  kleinste  in  einer  dieser  Formen  enthaltene  Primzahl  5  in  der 
That  richtig  ist.  Wenn  nun  der  Satz  nicht  allgemein  gültig  ist, 
so  sei  p  die  kleinste  ihm  nicht  gehorchende  Primzahl,  so  dass 
also  eine  Zahl  x  existirt,  für  welche 

^2  _j_  2  =  0  (mod.  p) 

ist;  auch  hier  können  wir  wieder  annehmen,  dass  x  kleiner  als  j> 
und  ungerade  ist,  so  dass,  w^enn  wir 

x^  ^2=  pf 

setzen,  die  Zahl  /  positiv,  ungerade  und  kleiner  als  p  ausfällt.  Da 
ferner  ic2  _|_  2  ^  3  (mod.  8)  und  p  ^-5  oder  ^  7  (mod.  8)  ist,  so 
muss  /  entsprechend  ^  7  oder  ^  5  (mod.  8)  sein;  und  da  ein 
Product  aus  lauter  Factoren  von  den  Formen  8n  -f  1,  oder  8n-l-3 
stets  wieder  eine  dieser  Formen,  niemals  eine  der  Formen  8  w  +  5 
oder  ^n  ■]-  1  hat,  so  muss  die  Zahl  /  mindestens  einen  Primfactor 
p'  von  einer  der  Formen  8w-}-7,  8w-f-5  haben,  für  welchen  der 
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Satz  ebenfalls  unrichtig  ist,  da  ^2  _|_  2^0  (mod.p')  ist;  allein,  da 
p' <])',  so  streitet  dies  mit  der  Annahme,  dass  |)  die  kleinste  dem 
Satze  nicht  gehorchende  Primzahl  ist.  Also  ist  die  Annahme  über- 
haupt nicht  zulässig  und  folglich  der  Satz  allgemeingültig,  dass 

(^^—)  =  —  1  für  i>  =  8ii  -f  5  oder  Sn  -f-  7, 


P 
d.  h.  dass 


(I) 


—  )  =  —  1  für  p  =z  Sn  -\-  b 


f-\  z=-{-  l  mr  p  =  Sn-\-l 

ist. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  zu  beweisen  übrig,  dass  2  quadra- 
tischer Rest  von  allen  Primzahlen  p)  von  der  Form  8n  -|-  1  ist; 
hierauf  ist  die^  vorhergehende  Methode  aus  dem  Grunde  nicht  an- 
wendbar, weil  die  Annahme  des  Gegentheils  sich  nicht  in  Form 
einer  Congruenz  darstellen  lässt,  die  dann  zur  Auffindung  des 
Widerspruchs  benutzt  werden  könnte.  Allein  in  diesem  Falle 
kann  man  direct,  wie  folgt,  verfahren;  dsL  p  =  8n  -\-l  ist,  so  hat 
die  Function  rr^-^  — 1  den  Divisor  x^  —  1,  also  auch  den  Factor 
rr^  -}-  1,  und  hieraus  folgt  nach  einem  früheren  Satze  (§.  26),  dass 
die  Congruenz 

^4  -f  1  ^  0  (moä.p) 

Wurzeln  hat;  ist  nun  x  eine  solche,  so  ist 

rr4  -f-  1  =  (^2  4-  1)2  ip  2  it;2  =  0  (mod.  p), 
also 

(^2  +  1)2  ^  -j-  2x^  (mod.  p); 

es  ist  daher  ±  2  rr^  und  folglich  auch  +  2  quadratischer  Rest  von  2> ; 
in  Zeichen 

/+2\ 

(  —  )  =  1?  wenn  p  ^=  Sn  -\-  1. 

Hiermit  ist  der  Satz  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen;  wir 
können  denselben  in  der  einen  Gleichung 

zusammenfassen;  denn  je  nachdem  p  =  Snztl,  oder  p  =  Sn±S 
ist,  wird  |(|)2  _  1)  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl. 
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§•  42. 

Wir  kommen  nuii  zu  der  Untersuchung  der  dritten  Frage: 
von  tvelchen  ungeraden  Primzahlen  p  ist  die  gegebene  ungerade 
Primzahl  q  quadratischer  Best?  Die  vollständige  Antwort  hierauf 
wird  durch  einen  der  wichtigsten  und  interessantesten  Sätze  der 
Zahlentheorie  gegeben,  welcher  seines  eigenthümlichen  Charakters 
wegen  den  Namen  des  Beciprocitäts  -  Satzes  erhalten  hat.  Man 
kann  ihn  folgendermaassen  aussprechen: 

Sind  p  und  q  zivei  positive  ungerade  Primzahlen^  von  denen 
mindestens  eine  die  Form  4n  -f-  1  hat^  so  ist  q  quadratischer  Best 
oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem  p  quadratischer  Best  oder  Nicht- 
rest  von  q  ist;  haben  aber  beide  Primzahlen  p  und  q  die  Form 
4n  -j-  3,  so  ist  q  quadratischer  Best  oder  Nichtrest  von  p,  je  nach- 
dem p  quadratischer  Nichtrest  oder  quadratischer  Best  von  q  ist. 

Offenbar  lässt  sich  dieser  Satz  durch  die  für  beide  Falle  gültige 
Gleichung 

(f)(i)='-'-^'^" 

ausdrücken;  denn  sobald  mindestens  eine  der  beiden  Primzahlen 
p  oder  q  die  Form  4  w  -|-  1  hat,  so  ist  die  entsprechende  der  beiden 
Zahlen  l(p  —  1)  oder  l(q  —  1),  und  folglich  auch  ihr  Product 
^{p —  1)*|(2—  1)  eine  gerade  Zahl,  so  dass 

(f )  (i) =■•  ^- '■■(■?)= (f) 

ist,  worin  der  erste  Fall  seinen  Ausdruck  findet;  sind  dagegen 
beide  Primzahlen  p  und  q  von  der  Form  4w  -f  3,  so  sind  auch 
beide  Zahlen  ^(p—l)  und  |(g  —  1),  und  folglich  auch  ihr  Product 
J (^  —  1) •  |(g  —  1)  ungerade,  so  dass 

(f)  (!)  =  -'•  "■(!)=-© 

wird,  worin  der  zweite  Theil  des  Satzes  ausgedrückt  ist. 

Ist  z.  B.  j9  =  3,  q  ^=  5,  so  ist  p  quadratischer  Nichtrest  von 
q  und  gleichzeitig  q  quadratischer  Nichtrest  von  p^  in  Zeicheil 


(j)  =  (I)  = 
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Ist  ferner  p  =  3^  q  =  13,  so  ist  p  quadratischer  Rest  von  q 
und  gleichzeitig  q  quadratischer  Rest  von  j;,  in  Zeichen 

I) =(!)  =  +  ■■ 

Ist  dagegen  j;  =  3,  g  =  7,  so  ist  jp  quadratischer  Nichtrest 
von  q  und  gleichzeitig  q  quadratischer  Rest  von  jj,  in  Zeichen 

^)=-©=-'- 

Hinsichtlich  der  Entdeckung  und  Begründung  dieses  berühm- 
ten Satzes  ist  jetzt  festgestellt*),  dass  derselbe  seinem  vollständigen 
Inhalte  nach,  wenn  auch  in  anderer  Form,  zuerst  von  Euler '^^) 
ausgesprochen,  aber  nicht  bewiesen  ist;  sodann  hat  Legendre^'^'^), 
offenbar  unabhängig  von  Euler,  den  Satz  abermals  aufgestellt,  und 
ihm  gebührt  das  Verdienst,  wenigstens  einen  Theil  desselben  auf 
sehr  scharfsinnige  Weise  bewiesen  zu  haben;  endlich  hat  Gauss 
zuerst  nicht  nur  einen,  sondern  nach  und  nach  sechs  vollständige, 
strenge,  auf  ganz  verschiedenen  Grundgedanken  beruhende  Be- 
weise f)  von  diesem   Satze   gegeben,   den   er  seiner   Wichtigkeit 


*)  Vergl,  Kummer:  Ueber  die  allgemeinen  Reciprocitätsgesetze  unter 
den  Resten  und  Nichtresten  der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist 
(Abb.  d.  Berliner  Akademie,  1859)  und  Kronecker:  Bemerkungen  zur  Ge- 
schichte des  Reciprocitätsgesetzes  (Monatsber.  d.  BerHuer  Akademie  vom 
22.  April  1875). 

**)  Ohservationes  circa  divisionem  quadratorum  per  numeros  primos 
im  Bd.  I  der  Opuscula  Analytica  (Petersburg  1783)  oder  in  den  schon 
erwähnten  Commentationes  Arithmeticae,  Tom.  I,  p.  477. 

***)  Recherches  d'analyse  indeterminec  (Hist.  de  l'Ac.  d.  Sc.  1785,  p.  465). 

t)  D.  A.  artt.  125  bis  145  (vergl.  §§.  48  bis  51  dieser  Vorlesungen).  — 
D.  A.  art.  262  (vergl.  §§.  152  bis  154).  —  Theorematis  arithmetici  demon- 
stratio nova.  1808.  —  Summatio  quarumdam  serierum  singularium.  1808 
(vergl.  §.  115).  —  TJieorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  residuis 
quadraticis  demonstrationes  et  ampliationes  novae.  1817.  —  In  der  nach- 
gelassenen Analysis  Residuorum  art.  365  (Gauss'  Werke  Bd.  II.)  findet  sich 
noch  ein  siebenter  Beweis ,  welcher  wohl  als  ein  selbständiger  bezeichnet 
zu  werden  verdient,  obwohl  er  seine  Quelle,  die  Kreistheilung,  mit  dem 
vierten  und  sechsten  Beweise  gemeinschaftlich  hat.  —  Die  meisten  der  von 
anderen  Mathematikern,  z.  B.  Jacohi,  Eisenstein,  veröffentlichten  Beweise 
beruhen  auf  denselben  Principien  wie  die  voa  Gauss;  ein  besonders  ein- 
facher Beweis  ist  von  dem  Pfarrer  Zeller  gegeben  (Monatsber.  d.  Berliner 
Akad.  vom  16.  Dec.  1872).  Durchaus  originell  ist  der  Beweis  von  Eisen- 
stein in  der  Abhandlung  Applications  de  V Algehre  ä  V Arithmetique  trans- 
cendante  (Crelle's  Journ.  Bd.  29).     Vergl.   auch   die  Einleitung  zu  der  Ab- 
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wegen  das  Theorema  fundamentale  in  der  Theorie  der  quadrati- 
schen Reste  nannte.  Wir  folgen  hier  zunächst  dem  dritten  dieser 
sechs  Beweise,  der  sich  auf  ein  Lemma  stützt,  durch  welches  das 
Euler'sche  Kriterium  (§.  33)  über  den  Charakter  einer  Zahl  D 
in  Bezug  auf  die  Primzahl  2^  ii^  ein  anderes  umgeformt  wird. 


§.  43. 

Wir  haben  früher  (§.  33)  gesehen,  dass  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl  D  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p  ist,  je 

nachdem 

p-i 

D  2  ^  -|-  1    oder    ^  —  1  (mod, })) 

ist;  betrachten  wir  nun  die  Producte 

D,     2D,     SD  .  .  .^(p-  l)D 

aus  dieser  Zahl  D  und  aus  den  ersten  |(p  —  1)  ganzen  positiven 
Zahlen,  so  werden  die  kleinsten  positiven  Reste 

n  ,     rs ,     ^3  .  .  .  r^-i 
2 

derselben,  nach  dem  Modulus  p)  genommen,  erstens  sämmtlich  ver- 
schieden von  einander  und  kleiner  als  p  sein,  und  keiner  von  ihnen 
kann  gleich  Null  sein.  Wir  theilen  nun  diese  |(jj  —  1)  Reste  in 
zwei  Abtheilungen,  je  nachdem  sie  grösser  oder  kleiner  als  ^p 
sind,  und  bezeichnen  die  ersteren,  deren  Anzahl  =  ^  sei,  mit 

die  übrigen  Reste,  welche  kleiner  als  ^p  sind,  und  deren  Anzahl 
A  =  |(p  —  1)  —  fi  ist,  mit 

Nimmt  man  nun  von  den  ersteren  ^  Resten  ihre  Ergänzungen 
zur  Zahl  pt,  also  die  Zahlen 

P  Ui,      p  —  CC.2   .   .   .  p  —  CCfi, 


handlung  von  Kummer:  Zwei  neue  'Beweist  der  allgemeinen  Reciprocitäts- 
gesetze  etc.  (Abb.  d.  Berliner  Akad.  1861).  A^on  grossem  Interesse  sind 
ferner  die  Mittheilungen  von  Schering  und  Kronecker  in  den  Monatsber. 
d.  Berliner  Akad-.  vom  22.  Juni  1876,  vom  7.  Februar  u.  12.  Juni  1884, 
15.  Januar,  30.  April  u.  26.  November  1885,  sowie  die  Abhandlungen  von 
Sch&ring  in  den- Göttinger  Nachrichten  vom  26.  März  1879  und  in  den  Acta 
Mathematica,  Bd.  1,  1882.  —  Vergl.  auch  Baumgart:  lieber  das  quadrati- 
sche Beciprocitätsgesetz  CLeipzig,  1885). 
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so  liegen  dieselben,  ebenso  wie  die  A  Zahlen  ßi^  ßo  -  -  -  ß?.^  auch 
zwischen  den  Grenzen  0  und  |p;  ausserdem  sind  sie  alle  von  ein- 
ander verschieden;  endlich  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass  sie 
von  den  A  Zahlen  /J^,  ß-j  .  .  .  ßx  verschieden  sind;  denn  wäre  z.B. 
p  —  cc=  ß^  also  «4-  ß  =  2)  ^  0  (mod._^;),  so  müsste  auch,  wenn 
a  der  Rest  von  sD^  ß  der  Rest  von  tD  ist, 

sl)  ^  tD  =  (s  -^  t)D  =  0  (mod.j)) 

und  folglich  s  -\- 1  durch  2^  theilbar  sein;  allein  da  jede  der  beiden 
Zahlen  s  und  t  zwischen  0  und  jp  liegt,  so  liegt  s  -\-  t  zwischen  0 
und  p  (mit  Ausschluss  dieser  beiden  Grenzen);  es  kann  daher 
s  -\-  t  nicht  theilbar  durch  p^i  und  folglich  auch  nicht  p  —  a^=ß 
sein. 

Mithin  haben  die  folgenden  ^(p  —  1)  Zahlen 

p  —  Wi,     p—a.2  .  .  .  p  —  «u;     ft,     /3^  .  .  .  ßx 

lauter  von  einander  verschiedene  Werthe,  und  da  sie  ihrem  Werth 
nach  zwischen  0  und  ^p  liegen,  so  müssen  sie  im  Complex  genom- 
men identisch  mit  den  ^(p  —  1)  Zahlen 

1,    2,     3...i(i>-l) 

sein,  so  dass  ihr  Product 

(P  -  «i)  {V  -  «2)  ...  (i>  -  S)  A  ^2  .  .  .  /5/~  1 .2.3  ...i  0^  —  U 

ist.  Werfen  wir  hieraus  die  Multipla  von  p  weg,  so  erhalten  wir 
die  Congruenz 

(—  1)"  o«i c«2 . .  .  «« .  /3i /32  . .  .  ft  =  1 .  2  .  3  .  . .  I  (p  —  1)  (mod. p)\ 
da  nun  andererseits 


,    «1  «2  .  .  .  aa.ßißo  .  .  .  /3x  =  \,2.  .  .\{p 
ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

und  also  auch 

p-i 


1)D   2    (mod.p) 


1.2.3...|Oj  —  1)  (mod.^;) 


oder,  was  dasselbe  sagt,  dass 

PJ 

Dirichlet,    Zalilentheorie. 


©  =  !-■>' 
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ist*).  Hierin  besteht  die  Umformung  des  Kennzeichens,  welches 
darüber  entscheidet,  ob  eine  Zahl  D  quadratischer  Rest  oder 
Nichtrest  der  ungeraden  Primzahl  p  ist: 

Man  braucht  mir  nachsusehen,  oh  die  Anzahl  ^  der  Jcleinsten 
positiven  Beste  der  Zahlen 

D,    2B,    3D...i(p-l)Z), 

die  grösser  als  ^p  ausfallen^  gerade  oder  ungerade  ist;  je  nachdem 
das  Erstere  oder  Letztere  eintritt^  ist  D  quadratischer  Rest  oder 
quadratischer  Nichtrest  von  p. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ist  man  schon  im  Stande,  für  jedes 
wirklich  gegebene  D  die  Formen  für  die  Primzahlen  aufzustellen, 
von  welchen  D  Kest  oder  Nichtrest  ist.  Um  dies  deutlicher  zu 
zeigen,  beträchten  wir  den  allerdings  schon  früher  (§.  41)  voll- 
ständig durchgeführten  Fall  D  =  2.     Bilden  wir  die  Zahlen 

2,     4,     6  ..,(p-  1), 

so  ist  jede  derselben  auch  ihr  eigener  kleinster  positiver  Rest  in 
Bezug  auf  den  Modulus  p^  und  die  Anzahl  ^  derjenigen  dieser 
Zahlen,  welche  >lp  sind,  wird  durch  die  Bedingungen 

p  --  1  —  2^  <^p  <^p  -|-  1  —  2ft    oder   ^  <  ,u  <  ^    ' 

bestimmt;  bezeichnen  wir  daher  allgemein  mit  \x\  die  grösste  in  der 
reellen  Zahl  x  enthaltene  ganze  Zahl,  so  dass  stets  0  <  ^ —  [^]  <  1 
ist,  so  erhalten  wir 

\p  +  2- 

Je  nachdem  nun  p  von  einer  der  Formen  Sn  -f-  1,  8n  -|-  3, 
8 ?i  -f  5,  8n  -f-  7  ist,  wird  ^  =  2n,  2n  -}-  1,  2n  -\-\,  2n  -\-  2;  es  ist 
daher  ^  gerade  und  folglich 

— )  =  -j-  1,     wenn    j)  ^  +  1  (mod.  8); 

und  ^  ist  ungerade,  also 

(  — j  =  —  1,    wenn    2^  ^  i  3  (mod.  8). 

*)  Eine  wichtige  Verallgemeinerung  dieses   Satzes   von   Gauss  ist  von 
Schering  gefunden  5  vergl.  die  Anmerkungen  zu  §§.  42,  46. 
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Auf  diese  Weise  finden  wir  also  eine  vollständige  Bestätigung 
des  Resultats  unserer  früheren  Untersuchung  (§.  41),  und  ganz 
ebenso  würde  sich  für  jeden  speciellen  Werth  von  D  die  Unter- 
suchung führen  lassen,  z.B.  für  die  nächstliegenden  Fälle  Z)  =  — 1, 
Z)  =  3,  D  =  h  u.  s.  w. 


§.44. 

Wir  verlassen  diese  Anwendungen  auf  specielle  Fälle  und 
wenden  uns  zu  einer  weiteren  Umformung,  bei  welcher  wir  der 
späteren  Bezeichnung  wegen  g  statt  D  schreiben  wollen.  Bezeichnen 
wir  wieder  mit  \x\  die  grösste  in  dem  W^erth  x  enthaltene  ganze 
Zahl,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung  jj>  =2p'  -f-  1,  so  können  wir 


2q 


P 


pq  =  p 


m + " 


.  .  r 


setzen,  wo  wie  früher  (§.  43) 

zwischen  den  Grenzen  0  und  ])  liegen;  theilen  wir  wieder  diese 
kleinsten  Reste  in  zwei  Abtheilungen 


p' 


(/ 


und 


i-> 


«, 


von  denen  die  ersteren>|p,  die  letzteren  <|^  sind,  und  bezeich- 
nen wir  mit  A  die  Summe  der  f*  ersteren,  mit  B  die  Summe  der 
l  letzteren,  ferner  mit  M  die  Summe 

so  folgt  durch  Addition  der  vorstehenden  Gleichungen 


7* 
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da  nun  (nach  §.  43)  der  Complex  der  Zahlen 

P  —  «1^    P  —  «2  .  .  .  p  —  ««;     /3i,    ß-2  •  .  '  ih. 
mit  dem  Complex  der  Zahlen 

1,2,3...   ^-1 


9 

vollständig  überemstimmt,  so  ist  ihre  Summe 

zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab,  so  erhält 
man 

Nun  kommt  es  uns  lediglich  darauf  an,  zu  erfahren ,  ob  ft  ge- 
rade oder  ungerade  ist;  lassen  wir  daher  alle  Multipla  von  2  fort, 
so  erhalten  wir,  da  jiJ)  ^ —  1  (mod.  2)  gesetzt  w'erden  kann, 

^  =  M-^^^'~^  (jl—l)  (mod.  2). 

o 

Je  nachdem  daher  die  zui^  Rechten  befindliche  Zahl  gerade 
oder  ungerade  ist,  wird  q  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von 
p  sein.  Nehmen  wir  daher  z.  B.  w^ieder  den  Fall  g  ^  2,  so  er- 
giebt  sich  unmittelbar  31=  0,  also 

})'■  —  1 
^=^^—- —  (mod.  2), 

o 

folglich 


(?)  =  (- 1>"  =  (-'> '  ' 


dies  ist  aber  genau  die  schon  früher  (§.  41)  aufgestellte  Formel. 
Von  jetzt  an  wollen  wir  die  Untersuchung  nur  noch  unter  der 
Voraussetzung   fortführen,  dass  q  eine  ungerade,  also  q  —  1  eine 
gerade  Zahl  ist;  dann  ist  also 

(,  =  31  (mod  2),     (l)j=.(-l)^; 

und  es  reducirt  sich  daher  die  ganze  Frage  darauf,  zu  entschei- 
den, ob  die  oben  mit  Ji"  bezeichnete  Summe  gerade  oder  unge- 
rade ist. 

Um  dies  weiter  zu  untersuchen,  machen  wir  die  fernere  An- 
nahme, es  sei  q  positiv  und  Meiner  als  p.:  Dann  leuchtet  zunächst 
ein,  dass  jedes  Glied  in  der  Reihe  M  höchstens  um  eine  Einheit 
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grösser  ist  als  das  unmittelbar  vorhergehende,  weil  der  Unter- 
schied von  zwei  auf  einander  folgenden  Brüchen 

sq         ,    (s-}-l)q 
-^    und    ■ — ^— 

P  P 

<  1  ist,  und  folglich  höchstens  eine  ganze  Zahl   zwischen  beiden 
liegen  kann ;  da  ferner  der  letzte  Bruch 

i^^  (p  — l)g  ^  g— 1    ,  p~a. 
p  2p  '      2       '^     2p 

ist,  so  ist  der  Werth  des  letzten  Gliedes  in  der  obigen  Reihe 


m 


^-1 


Mithin  kommen  in  der  Summe  M  nach  und  nach  Glieder  vor, 
welche  die  Werthe^,  1,  2  .  .  .  q'  besitzen;  ^\'\v  suchen  nun  gerade 
die  Stellen  auf,  wo  zwei  auf  einander  folgende  Glieder 


m  -  ['^1 


wirklich  um  eine  Einheit  verschieden  sind,  so  dass,  wenn  t  irgend 
eine  der  Zahlen  \^  2  .  .  .  q'  bedeutet, 

p  p 

wird  (da  ^  relative  Primzahl  zu  j;,  und  s  <  j)  ist,  so  kann  keiner 
der  Biiiche  sq:p  eine  ganze  Zahl  sein);  hieraus  folgt  aber 

s  <  —  <  s  4-  1,    also    s  ==    —  , 

und  folglich  giebt  es  in  der  Reihe  31  jedesmal 

Glieder,  welche  den  Werth  (t —  1)  haben;  und   die  Anzahl  der 
letzten  Glieder,  welche  den  Werth  q'  haben,  ist  offenbar 


"■  -  [^} 


Multiplicirt  man  nun  jedesmal  die  Anzahl  einer  solchen  Gruppe 
von  Gliedern,  welche  einen  und  denselben  Werth  haben,  mit  diesem 
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Werth,  so  muss  die  Summe  aller  dieser  Producte  =  3f  werden. 
Dies  giebt 


»■[f]^'(m-[f])^-(m-m)+'- 
+<«'->-([?]-['^'-^])+»'e^-ra) 


Setzen  wir  daher 


so  erhalten  wir  das  Resultat 

* 

welches  offenbar  für  je  sivei  positive  ungerade  relative  Frimzalüen 
j),  q  gültig  ist ;  denn  bei  der  Ableitung  ist  weiter  Nichts  vorausgesetzt, 
und  da  das  Resultat  vollkommen»  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
beiden  Zahlen  p^q  ist,  von  welchen  doch  eine  jedenfalls  die  kleinere 
sein  muss,  so  ist  auch  die  bei  dem  Beweise  gemachte  Annahme, 
es  sei  p  >  g,  erlaubt. 

Hiermit  ist  nun  zwar  die  Summe  M  nicht  selbst  gefunden, 
sondern  nur  auf  die  Summe  N  zurückgeführt;  aber  dies  genügt 
vollständig,  um  den  Reciprocitätssatz  daraus  abzuleiten.  Oben 
ist  gezeigt,  dass,  wenn  p  eine  positive  ungerade  Primzahl,  und  q 
irgend  eine  durch  ^;  nicht  theilbare  ungerade  Zahl  bedeutet,  stets 

f )  =  (- 1)" 

ist;  nehmen  wir  daher  jetzt  ferner  an,  dass  q  ebenfalls  eine  posi- 
tive ungerade  Primzahl  ist,  so  wird  ebenso 

(f ) = <-  "'■ 

und  folglich,  mit  Rücksicht  auf  den  soeben  bewiesenen  Satz, 

(1)©  =  ^-'^"''  =  ^-'^'^'''^' 

worin  der  Reciprocitätssatz  besteht. 
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§.  45. 

Wir  betrachten  zunächst  ein  Beispiel,  um  die  Nützlichkeit 
des  Reciprocitätssatzes  für  die  Beurtheilung  der  Möglichkeit  einer 
Congruenz  von  der  Form 

x^-  ^  D  (mod.j)) 

nachzuweisen.     Nehmen  wir  die  Congruenz 

^2  =  365  (mod.  1847), 

so  ist  der  Werth  des  Symbols 

365 
1847 

zu  ermitteln.   Zunächst  zerlegen  wir  365  in  Primfactoren,  obgleich 
dies,  wie  wir  später  sehen  werden,  nicht  nothwendig  ist. 
Aus  dieser  Zerlegung  365  =  5  .  73  folgt  unmittelbar 

\1847/        Vl847/  Vl847/ 

Da  ferner  5  von  der  Form  4n  -f-  1  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem 
Reciprocitätssatze 

/J^X  _  /1847N 
V1847/        V    5    y 

und  also,  da  1847  ^  2  (mod.  5)  ist, 

1847/        V5/ 

nach  §.  41;  da  ferner  auch  73  von  der  Form  4n-|-  1  ist,  so  folgt 
wieder  aus  dem  Reciprocitätssatze,  und  weil  1847  ^  22  (mod.  73)  ist, 

/  73  \  _  /1847\  _  /22\  _  /^\  /\V 
\lMl)  ~"  V  73  /  ~  V73/  "~  V73y  \73 

nun  ist  aber  73  ^  1  (mod.  8),  also  (nach  §.  41) 
nach  dem  Reciprocitätssatze  ist  aber  wieder 

V73)""(n)'"(n)' 
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und  da  beide  Primzahlen  7  und  11  von  der  Form  4n  -[-  3  sind, 
so  ist  abermals  nach  dem  Reciprocitätssatze 

^  (Ä)=-©=-ft)  =  -(4)"=-'. 

folglich 

und  also  endlich 

(S) = (lÄ.)  (lä)  =  <- ')  (-■'  =  +  ■' 

es  ist  also   365  quadratischer  Rest  der  Primzahl  1847,   d.  h.  die 
oben  vorgelegte  Congruenz  ist  möglich;  und  in  der  Tliat  ist 

(±  496)-^  =  246016  =  365  -f  133  .  1847. 


§.46. 
» 

Der  in  dem  eben  behandelten  Beispiel  angewendete  Algo- 
rithmus, welcher  auch  bei  jedem  ähnlichen  Beispiel  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  zum  Ziele  führt,  lässt  sich  im 
Allgemeinen  bedeutend  abkürzen,  wenn  man  sich  einer  zuerst  von 
Jacohi'^)  in  die  Zahlentheorie  eingeführten  Verallgemeinerung  des 
Legendre'schen  Symbols  bedient;  da  der  Gebrauch  dieses  Zeichens 
auch  für  unsere  späteren  Untersuchungen  unerlässlich  ist,  so  be- 
schäftigen wir  uns  zunächst  mit  der  Erklärung  desselben  und 
den  Gesetzen,  denen  es  gehorcht. 

Es  sei  die  ungerade  Zahl  P  in  ihre  Primzahlfactoren  p,  p\  p" 
u.  s.  w.  zerlegt, '  also 

F=pp'p"... 

und   m  irgend   eine   relative  Primzahl  zu   P,  so  setzen  wir  mit 
Jacobi 


*)  Monatsbericht  der  BerUner  Akademie.  1837.  (Crelle's  Journal  Bd.  30.) 
Vergl.  die  in  der  letzten  Anmerkung  zu  §.42  erwähnten  Mittheilungen 
von  Schering  und  Kronecker. 


^.  46. 


Quadratische  Eeste. 


105 


offenbar  ist  der  Werth  dieses  Symbols  =  -(-  1  oder  =  —  1,  je 
nachdem  die  Anzahl  derjenigen  Primfactoren  i>,  i^',  i?"  .  .  .,  von 
welchen  m  quadratischer  ISichtrest  ist,  gerade  oder  ungerade  ist. 
Wenn  ni  quadratischer  Rest  von  P,  und  also  auch  von  jeder 
einzelnen  der  Primzahlen  p^  p\  p"  .  .  .  ist,  so  ist 


m 


p"^  ^' 


und  folglich  auch 


m 

77 


1; 


T/  \iy/  \iy 

aber  man  darf  diesen  Satz  durchaus  nicht  umkehren ;  sobald  näm- 
lich die  Zahl  m  voi\zweien  der  Primfactoren  p,  p)\  p"  .  •  .  (oder 
von  vier,  von  sechs  u.  s.  w.)  quadratischer  Nichtrest  ist,  so  hat  das 
Symbol  den  Werth  -|-  1,  und  doch  ist  m  quadratischer  Nichtrest 
von  P.  Im  einfachsten  Fall,  wo  P  selbst  eine  ungerade  Primzahl 
ist,  stimmt  die  Bedeutung  des  Zeichens  offenbar  mit  der  früheren 
überein.  Der  Vollständigkeit  wegen  wollen  wir  ferner  festsetzen, 
dass,  wenn  P  =  1 ,  das  Symbol  immer  die  positive  Einheit  be- 
deuten soll. 

Aus  dieser  Definition  des  Zeichens  ergeben  sich  nun  folgende 
Sätze : 

1.  Ist  m  relative  Primzahl  gegen  jede  der  beiden  ungeraden 
Zahlen  P  und   §,  also  auch  gegen  die  ungerade  Zahl  P  §,  so  ist 


m 


denn,  wenn 


ist,  wo  p^  p' 


m 


pj\Q 


m 


m 


P='pp'p" . . . 

Q  =  qq' q" . . . 
q,  q'  .  .  .  lauter  Primzahlen  bedeuten,  so  ist 


PQ 


J)\J' 

Q 


m\  /m\  /  m 


2.    Sind  die  Zahlen  7,  »«,  n  .  . 
ungerade  Zahl  P,  so  ist 

l  \  / m\  /n 

~F    VP)  V  P 


q  J  \q' /  \q" 


relative  Primzahlen  gegen  die 


?  m  n  . . .' 
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denn,  wenn  wieder 
ist,  so  ist 


P  =-.  2)p'p"  .  .  . 


IP)  ~  \p)  W)  ^FJ 
p)  ""  \F)  \F)  \F)  ' ' ' 

u.  s.  w. 

Da  nun  ferner,  wie  früher  (§.  33)  bewiesen  ist, 

/  l  \  /m\  /^  \         /Jmn  .  .  .\ 

\F)  \F)  \¥/  '     '  ~~  \       P       ) 

ist,  und  Aehnliclies  für  die  anderen  Primfactoren  p^  p"  u.  s.  w. 
gilt,  so  erhält  man  durch  Multiplication  der  vorausgehenden 
Gleichungen 

7  \  / m\  /  n\  /Imn^.  .  .\  /Imn  .  .  .\  /Imn  .  .  . 


FJ  \PJ  \PJ         ~\      p       J  \  p'      J  \     p" 

worin  der  zu  beweisende  Satz  besteht. 

3.    Ist  m  relative   Primzahl   zu  der  ungeraden  Zahl  P  und 

m  ^  m'  (mod.  P),  also  auch  m'  relative  Primzahl  zu  P,  so  ist 


m\  /m' 

f)~\PJ' 


denn,  wenn  P  z=  pp' p"  .  .  .  ist,  so  ist  auch 

m  ^  m'  (mod.jj),     m  ^  m  (mod.  ^Z), 
u.  s.  w.,  also 


m\        /m'\       /  m\        nn 


PJ        \P  J'     \P'J        \P' 


u.  s.  w.,  und  folglich 

p)  \p 
was  zu  beweisen  war.  — 


4.  Die  beiden  letzten  Sätze  zeigen,  dass  das  verallgemeinerte 
Symbol  denselben  Gesetzen  gehorcht  wie  das  einfache;  wir  wollen 
nun  zeigen,  dass  auch  die  Werthe  der  Symbole 
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nach  den  früheren  Regeln  zu  bestimmen  sind,  und  endUch,  dass 
auch  ein  dem  früheren  ganz  analoger  Reciprocitätssatz  stattfindet; 
um  aber  den  Gang  der  Beweise  nicht  zu  unterbrechen,  schicken 
.  wir  folgende  Bemerkungen  voraus.     Ist 

B  =  r'  r"r"' ... 

eine  beliebige  ungerade  Zahl,  so  sind  r'  —  1,  r"  —  1,  r'"  —  1  . . . 
lauter  gerade  Zahlen,  und  folglich  ist  jedes  Product  aus  zweien 
oder  mehreren  dieser  Differenzen  ^  0  (mod.  4) ;  bringt  man  daher 
R  in  die  Form         >^ 

B=(l+(r'-  1))  (1  +  (r"  -  1))  (1  +  0-'"-  1))  . .  . 
und  führt  die  Multiplication  aus,  so  ergiebt  sich 

B  =  l  -\-(r'  —  l)  i-  (r"  —  1)  -f  (r'"  —  1)  H (mod.  4) 

oder  kürzer 

R  —  l        ..  r  —  1 


V 

^       2 


(mod.  2), 


wo  das  Summenzeichen  sich    auf  den  Buchstaben  r  bezieht,    der 
die  einzelnen  Factoren  r',  r",  r'"  ...  durchlaufen  muss. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  aus  denselben  Voraus- 
setzungen noch  ein  zweites  Lemma;  es  ist  nämlich  r^  ^  1  (mod.  8) 
und  folglich 

=  1  +  l(r-—  l)(mod.  16), 
also 

R^—l         ..  r2— 1 


8 


V 


(mod.  2). 


Nach  diesen  Vorbemerkungen  kehren  wir  zu  unserem  Gegen- 
stande zurück. 

5.    Ist  P  eine  positive  ungerade  Zahl,  so  ist 

p-i 


(t)  =  (-)+■ 


Denn  wenn  P  das  Product  aus   den  positiven  Primzahlen  p\  p", 
p'"  .  .  .  ist,  so  ist 
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IX  /_  IX   /_  IX  ^      _  v^zi 


yJlT-Jly-;---^-^^ 


WO  der  Summationsbuchstabe  p  alle  Primfactoren  p\  p'\  p'"  . 
durchlaufen  muss ;  da  nun  nach  dem  ersten  Lemma-  4. 

1^^-^—  — ^  (mod.  2) 

ist,  so  leuchtet  die  Richtigkeit  des  Satzes  ein. 
6.    Ist  P  eine  ungerade  Zahl,  so  ist        . 

2  ^  ""'-' 


Denn  mit  Beibehaltung  derselben  Zeichen  ist 

"     ©  =  (F)(F)(f)---  =  ^-^)''^' 

und  da  nach  dem  zweiten  Lemma  4. 

^2  —  I  p2 1 

ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden 
Satzes. 


7.    Sind    die  beiden  positiven   ungeraden  Zahlen   P  und  Q 
relative  Primzahlen  zu  einander,  so  ist 

P-i    Q-i 

=  (- 1) 


-P\/«3>_.        ,^   . 


QJ\F. 
Denn  es  sei  P  das  Product  aus  den  Primzahlen 

P',  p",  p'" . . .  00 

und  Q  das  Product  aus  den  Primzahlen 

5',  q"  ...  (q) 

welche  also  von  den  Primzahlen  p)'-,  p",  p'"  .  .  -  verschieden  sind. 
Dann  ist  zufolge  der  Erklärung  und  nach  2. 

■^)  ^  w)  t )  "  '  ""  ^^  Vi 

wo  das  Productzeichen  O  sich  auf  alle  Combinationen  einer  jeden 
der  Primzahlen  p)  mit  einer  jeden  der  Primzahlen  q  bezieht;  ganz 
ebenso  ist  aber 


§.  46.  Quadratische  Reste.  109 

und  folglich 

f)(i)=«(f)(i 

wo  das  Productzeichen  sicli  auf  dieselben  Combinationen  bezieht; 
da  nun  nach  dem  Reciprocitätssatze 


ist,  so  ergiebt  sich 

•  (I)  (I) = '-  ■> 


2      ■      2 


p  — 1     q—1 


wo  wieder  das  Summenzeichen  sich  auf  dieselben  Combinationen 
jeder  Primzahl  p  mit  jeder  Primzahl  q  erstreckt;  es  ist  daher 

j3— 1  q—l  _  ^,  p  —  l        ^^  q—l 

„   .  2  2      ~  -      2       ^  -       2      ' 

wo  auf  der  rechten  Seite  das  erste  Summenzeichen  sich  auf  alle 
Primzahlen  p^  das  zweite  sich  auf  alle  Primzahlen  q  bezieht.  Da 
nun  nach  dem  ersten  Lemma  4. 

^;—  1        F — 1  , 

1  ^— ö—  =  ^^—  (mod.  2) 

und 

V  i:=Ll  =  Rzil  (i,,od.  2) 

i^  ^ 

Ist,  so  ergiebt  sich 
und  hieraus 


was  zu  beweisen  war.  — 

Es  bleibt  uns  nun  noch  eine  Bemerkung  über  das  Symbol 
zu  machen  übrig;  wir  haben  oben  dieses  Zeichen  nur  unter  der 
Voraussetzung  definirt,  dass  die  Zahl  P  eine  positive  ungerade 
Zahl,  und  dass  die  positive  oder  negative  Zahl  w  relative  Primzahl 
zu  P  ist;  wir  erweitern  jetzt  die  Bedeutung  des  Zeichens  dahin, 
dass  P  auch  eine  negative  ungerade  Zahl  sein  kann,  immer  aber 
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mit  der  Beschränkung,  dass  m  relative  Frimzalil  zu  P  ist*);  und 
zwar  setzen  wir  fest,  dass 

m   \  /'^^\ 

^  ^  \f) 

sein  soll.  Dann  leuchtet  augenblicklich  ein,  dass  die  Sätze  1.,  2., 
3.  und  6.  ohne  Beschränkung  gültig  bleiben;  ferner,  dass  der8atz5. 
nur  dann  richtig  ist,  wenn  P  positiv  ist,  dagegen  für  ein  negatives 
P  falsch  wird;  und  endlich,  dass  der  Satz  7.  nur  dann  gültig 
bleibt,  wenn  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  P  und  Q  positiv 
ist,  dagegen  seine  Gültigkeit  verliert,  wenn  beide  Zahlen  P  und  Q 
negativ  sind. 


§.47. 

Die  oben  (§.  45)  an  einem  Beispiel  behandelte  Aufgabe,  den 
Werth  des  Legendre'schen  Symbols  zu  bestimmen,  bildet  ofienbar 
nur  einen  ganz  speciellen  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe,  den  Werth 
des  Jacobi'schen  Symbols  zu  bestimmen.  Es  zeigt  sich  nun,  dass 
die  damals  nothwendige  Zerlegung  in  Primzahlfactoren  (abgesehen 
von  dem  Factor  2)  ganz  überflüssig  geworden,  und  der  anzuwen- 
dende Algorithmus  demjenigen  ganz  ähnlich  ist,  durch  welchen 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  zweier  Zahlen  gefunden 
wird.  Einige  Beispiele  werden  genügen,  um  diese  einfachere 
Methode  zu  erläutern. 

Beispiel  1 :    Nehmen   wir  das  schon  oben  (§.  45)  behandelte 

Beispiel,  so  können   wir  jetzt  nach  dem   verallgemeinerten  Reci- 

procitätssatze 

/  365  \  _  /1847\ 

V1847/ ~~  V3ö5y 

setzen,  weil  365  von  der  Form  4n  -j-  1  ist.    Da  ferner  1847  ^  22 
(mod.  365j  ist,  so  ist  nach  §.  46,  3.  und  2. 

/1847N         /_2^\         /^W^y 
V365y        V365./        V365yV365/' 

da  ferner  365  ^  5  (mod.  8),  so  ist  nach  §.  46,  6. 


*)  Später  (Supplemente  §.  116)  werdeu  wir  festsetzen,  dass  das  Symbol 
den  Werth  Null  haben  soll,  sobald  P  eine  ungerade  Zahl,  m  aber  keine 
relative  Primzahl  zu  P  ist. 
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also 


.365 
/  365  \ 


\lS4:7j  \365/ 


Nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitatssatz  ist  nun  wieder 
11  \  _   /3G5\         /  ^ 


und  folglich 


11 

365  \ 

1847/ 


11 


+  1, 


1, 


wie  früher.  X», 

Beispiel  2:  Nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatze  ist 

/  195  \  _  /lOQiy 
VTööTy  "~  VlÜ5"/ ' 
weil  1901  =  —  49  (mod.  195),  so  ist 

1901\        /— 49 


195/        \  195 

da  ferner  die  Zahlen  —  49  und  195  nicht  beide  negativ  sind,  so 
gilt  für  sie  der  verallgemeinerte  Reciprocitatssatz,  und,  weil  beide 
von  der  Form  4w  -j-  3  sind,  so  ist 

'— 49\  /  195  \  /195 


195 


—  49 


49 


weil  endlich  195  ^  —  1  (mod.  49),  und  49  von  der  Form  4t^  -f-  1 
ist,  so  ist 

also 

i^W-1 

1901/ 

d.  h.  195  ist  quadratischer  Nichtrest  der  Primzahl  1901.  Natür- 
lich hätte  sich  die  Aufiosung  abkürzen  lassen  durch  Zerlegung 
in  Factoren,  nämlich  durch  die  Bemerkung,  dass  49  =  7  .  7  und 
folglich 


49 


195/        V195 

ist;  überhaupt  wird  die  Operation  immer  bedeutend  abgekürzt^ 
wenn  man  im  Zähler  oder  Nenner  des  Symbols  quadratische  Fac- 
toren bemerkt,  da  diese  sogleich  fortgelassen  werden  können. 
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Beispiel  3:    Da  74  =  2.37,  und  101  =  5  (mocl.  8)  ist,  so  ist 

74  \         /  2 


■yvioi)-     vioj' 


.loiy '    \ioi 

dann  ist  ferner  nach  dem  Reciprocitätssatze    • 

S)=(l^) =(#)=© 

und,  weil  37  von  der  Form  Sn  -[-  .5  ist, 

\W  ^  \37/  V37 j  ^  ~  V37y ' 
endlich  ist  wieder  nach  dem  Reciprocitätssatze 

■   .      (*)  =  (¥)  =  (!)  =  -' 

und  folglich 

loiy 

Kürzer  gelangt  man  durch  folgende  Kette  zum  Ziele 

74  \  _  {^21\  —  (}^\  —  (-zl\  _  (21^  —  /r^ 

lOiy  ~  V  101  /        \— 27/  ~  V  27  ;  ~"  \— 7 


§.48. 

Wegen  der  Wichtigkeit  des  Reciprocitätssatzes  theilen  wir 
hier  noch  einen  anderen  Beweis  desselben  mit,  nämlich  den  ersten 
der  von  Gauss  gegebenen  sechs  Beweise*);  dies  kann  hier  um 
so  eher  geschehen,  als  durch  die  im  Vorhergehenden  erörterte 
Verallgemeinerung  des  Legendre'schen  Symbols  mehrere  der  von 
Gauss  unterschiedenen  acht  Fälle  sich  zusammenziehen  lassen, 
wodurch  der  Beweis  an  Kürze  und  Uebersichtlichkeit  bedeutend 
gewinnt'^'''). 


*)  Disqiusitiones  Arithmeticae  aitt.  135—114. 

**)  Dirichlet:  Ueher  den  ersten  der  von  Gauss  gegebenen  Beweise 
des  Beciprocitätsgesetzes  in  der  Theorie  der  quadratischen  Heste  (Crelle's 
Jourual  Bd.  47). 
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Das  Wesen  dieses  Beweises  besteht  in  der  sogenannten  voll- 
ständigen Induction ;  wenn  nämlich  der  Satz  für  je  zwei  Prim- 
zahlen p^  p'  richtig  ist,  welche  kleiner  sind,  als  eine  bestimmte 
Primzahl  g,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  er  auch  für  jede  Combi- 
nation  einer  solchen  Primzahl  p  mit  der  Primzahl  ([  selbst  gelten 
muss;  hieraus  und  weil  der  Satz  für  die  beiden  kleinsten  ungeraden 
Primzahlen  3  und  5  wirklich  richtig  ist,  folgt  dann  unmittelbar 
seine  Allgemeingültigkeit. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  diesen  Nachweis  ist  nun  die 
vorläufige  Bemerkung ,  dass  aus  der  angenommenen  Richtigkeit 
des  Reciprocitätssatzes  für  je  zwei  Primzahlen  p,  p\  welche  kleiner 
als  die  Primzahl  q  sind,  mit  Nothwendigkeit  auch  die  Gültigkeit 
des  verallgemeinerteii^atzes  (§.  46,  7) 


(^)  {«) = <-  ■) 


folgt,  sobald  die  beiden  ungeraden  relativen  Primzahlen  P  und  Q 
(die  nicht  gleichzeitig  negativ  sein  dürfen)  nur  solche  Primzahl- 
factoren enthalten,  die  kleiner  als  q  sind;  denn  der  Beweis  dieses 
verallgemeinerten  Satzes  gründete  sich  ausschliesslich  auf  die 
Richtigkeit  des  einfachen  Satzes  für  alle  die  Paare  von  zwei  Prim- 
zahlen, von  denen  die  eine  in  P,  die  andere  in  Q  aufgeht. 

Bei  dem  Beweise  nun,  dass  der  Reciprocitätssatz  für  jede  Com- 
bination  von  g  mit  einer  Primzahl  p  gilt,  welche  kleiner  als  g  ist, 
haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Der  eine  Fall  und  zwar 
der  schwierigere  findet  statt,  wenn  q  die  Form  4/^  -}-  1  hat,  und 
zugleich  p  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist;  dann  ist  zu  beweisen, 
dass  auch  q  quadratischer  Nichtrest  von  p  ist.  In  irgend  einem 
der  anderen  Fälle,  nämlich  wenn  q  von  der  Form  4,n-\-  '6  ist,  oder 
auch,  wenn  q  zwar  die  Form  4>i  -|-  1  hat,  dann  aber  p  quadratischer 
Rest  von  gist,  kann  man  offenbar  der  Primzahl  p  immer  ein  solches 
Vorzeichen  geben,  dass,  wenn  man  co  =  +  ^j  setzt,  wenigstens  für 
eins  der  beiden  Vorzeichen  a  quadratischer  Rest  von  q  wird ;  dann 
ist  also  zu  beweisen,  dass 


(^   =r   (_    iy'i('^-l)-',2(9- 


-1) 


ist;  dieser  letztere  Fall  ist  deshalb  leichter  zu  behandeln,  weil  die 
Annahme  sogleich  einen  Ansatz  giebt,  welcher  nur  ausgebeutet 
zu  werden  braucht.  Wir  beginnen  daher  mit  diesem  Theile  des 
Satzes. 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  g 
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§•  49. 

Es  sei  also  co  =  ^p  quadratischer  Rest  von  g,  so  hat  dieCon- 
gruenz  x'^  ^  co  (mod.  q)  zwischen  0  und  q  immer  zwei  Wurzeln  Xy 
deren  Summe  =  g,  und  von  denen  folglich  die  eine,  w^elche  wir 
mit  e  bezeichnen  wollen,  eine  gerade  Zahl  ist.     Dann  wird 

e^  —  CD  =  qf 

sein,  wo  /  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  jedenfalls  nicht  =  0 
ist,  weil  sonst  die  Primzahl  cd  eine  Quadratzahl  sein  müsste.  Diese 
Zahl  /  kann  aber  auch  nicht  negativ  sein;  denn  sonst  wäre  co 
positiv  =  p,  und  p  —  e-  eine  positive  durch  q  theilbare  Zahl,  was 
aber  unmöglich  ist,  da  j;  —  e-  <  p^  und  der  Voraussetzung  nach 
p<iq  ist.  Diese  positive  Zahl  /  muss  ferner  ungerade  sein ;  denn 
da  e  gerade  ist,  so  ist  e^  —  co  ungerade,  und  folglich  auch  jeder 
Divisor  von  e^  —  ^^  also  auch  /  ungerade.  Endlich  ist  diese 
positive  ungerade  Zahl/  noth wendig  <  g  —  1 ;  denn  da  e  -^q  —  1, 
und  p  <q  —  1,  so  ist  qf  =  e'^  —  ^  <{Q  —  1)"  +  Ö —  1)5  ^'  li- 
qf  <  q{q  —  1),  also  wirklich  f  <q  —  1. 
Nun  sind  zwei  Fälle  möglich: 

1.  Ist/  nicht  durch  p  theilbar,  so  folgt  aus  der  Gleichung 
e2  —  cj  =  qf,  dass 

und  ferner,  weil  qf  quadratischer  Rest  von  p  ist,  dass 

CO 


={i) 


sein  muss ;  da  nun  die  beiden  ungeraden  Zahlen  /  und  a  relative 
Primzahlen  zu  einander,  beide  kleiner  als  q,  und  endlich  nicht 
beide  negativ  sind,  so  gilt  für  sie  der  verallgemeinerte  Recipro- 
citätssatz,  d.  h.  es  ist 


(£){j)  =  i-iy'''''-»'-'^-'' 


und  hieraus  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  der  beiden  vor 
hergehenden  Gleichungen 


f^)  —  (_  i)V2('^-i).V2(/-i). 
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Da  fernei'  e  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  aucli  —  (o  ^  q^f  (mod.  4), 
also  (nach  dem  ersten  Lemma  4.  in  §.  46) 


C5  +  1  _  fi/  -  1 


^+^- 


1 


(mod.  2) 


multiplicirt  man  diese  Congruenz  mit  |(ö  —  1),  so  erhält  man  auf 
der  linken  Seite  ein  Product  aus  zwei  successiven  ganzen  Zahlen, 
also  gewiss  eine  gerade  Zahl,  und  hieraus  folgt  unmittelbar 


Cl) 


1/-1 


05 


1  g— 1 


(mod.  2) 


2  2      ~      2  2 

und  also 

/  -^"^   =   ( 1 )  V2  (w  - 1) .  Vs  (9  - 1)^ 

was  zu  beweisen  war. 

2.  Ist  dagegen  /  theilbar  durch  jp ,  so  kann  man  /  =  « qp 
setzen,  wo  ^)  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  die  dasselbe  Zeichen 
wie  G)  hat  und  ihrem  absoluten  Werthe  nach  <  g  ist.  Da  nun 
e^  —  co=  qcjtp^  so  ist  auch  e  theilbar  durch  co  und  also  e  =  eco^ 
wo  6  wieder  eine  gerade  Zahl  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  nun 

8^03  —  1  =  qcp^ 

und  es  kann  daher  cp  nicht  durch  co  theilbar  sein.     Nun  war  co 
quadratischer  Rest  von  f  =  cocp^  und  folglich  auch  von  9),  also  ist 


05 


^  4-1 


qcp 


—  9^. 
ausserdem   folgt  aus  der   vorhergehenden  Gleichung,   dass 
quadratischer  Rest  von  05,  dass  also 

,05/  \     05 

ist ;  da  endlich  von  den  beiden  ungeraden  Zahlen  —  q)  und  05  die 
eine  positiv  ist,  und  da  sie  relative  Primzahlen  zu  einander  und 
ausserdem  beide  <  q  sind,  so  ist  nach  dem  verallgemeinerten 
Reciprocitätssatze 


SP 


05 


-_  (_  iy/2(w-i).i/2((/5  +  i) 


05     /    \ (p 

und  folglich  unter  Berücksichtigung  der  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen 

05, 

•8* 


fl.\    z=    (—     l)V2(w-l).V2(g'  +  l). 
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Da  nun  s  eine  gerade  Zahl  und  folglich  qcp  ^  —  1  (mod.  4)  ist, 
so  muss  die  eine  der  beiden  Zahlen  cp  und  q  von  der  Form  in-\-l^ 
die  andere  aber  von  der  Form  4  n  +  3  sein,  woraus  folgt,  dass 

5^:1  ^  i^  (mod.  2) 
und  also 

fl.\  =  (_   l)V2(a)-l).V2(2-l]. 

ist.    Also  ist  auch  für  diesen  Fall  der  Satz  bewiesen. 


§.  50. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  zweiten  Theile,  in  welchem  voraus- 
gesetzt wird,  dass  p  Nichtrest  von  q ,  und  q  von  der  Form  4  n  -f  1 
ist,  und  in  welchem  bewiesen  werden  muss,  dass  q  Nichtrest  von 
p  ist.  Hier  fehlt  nun  die  Möglichkeit  eines  Ansatzes,  und  um  diese 
zu  gewinnen,  kommt  alles  darauf  an  nachzuweisen,  dass  wenigstens 
eine  Primzahl  jp'  <  q  existirt,  von  welcher  q  quadratischer  Nicht- 
rest ist,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Primzahl  q  nicht  von 
allen  kleineren  Primzahlen  quadratischer  Rest  sein  kann.  Für  den 
Fall,  dass  q^6  (mod.  8)  ist,  hat  dieser  Nachweis  nicht  die  geringste 
Schwierigkeit ;  denn  dann  ist  \(q  -j-  1)^3  (mod.  4),  und  folglich 
muss  unter  den  Primfactoren  dieser  Zahl  ^(q  -\-  1),  welche  natür- 
lich alle  <  q  sind,  mindestens  einer  j^'  von  der  Form  4/^  -f  3  sein; 
dann  ist  aber  q^  —  1  (mod.p')  und  folglich  quadratischer  Nicht- 
rest einer  kleineren  Primzahl  j/.  Desto  schwieriger  war  dieser  Nach- 
weis für  den  anderen  Fall  zu  führen,  in  welchem  q  ^  l  (mod.  8) 
ist;  und  Gauss  selbst  gesteht*),  dass  es  ihm  erst  nach  manchen 
vergeblichen  Versuchen  gelungen  ist,  diese  capitale  Schwierigkeit 
zu  überwinden;  er  gelangte  dazu  durch  folgende  äusserst  scharf- 
sinnige Betrachtung. 

Es  sei  2  m  -(-  1  irgend  eine  ungerade  Zahl,  aber  kleiner  als  q. 
Machen  wir  nun  die  Annahme,  q  sei  quadratischer  Rest  von  allen 
ungeraden  Primzahlen  0,  welche  diese  Zahl  2  m  -\-  1  nicht  über- 
treffen, so  ist  nach  früheren  Sätzen  (§.  37)  die  Primzahl  g,  da 
sie  ^  1  (mod.  8)  und  also  von  jeder  Potenz  der  Zahl  2  quadra- 
tischer Rest  ist,  auch  quadratischer  Rest  von  jeder  Zahl,  welche 


*)  D.  A.  art.  125. 
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keine  anderen  ungeraden  Primfactoren  als  die  Primzahlen  z 
enthält,    und  also  z.  B.  von  der  Zahl 

M=  1.2.3.4 (2m)  (2m  -f  1); 

es  giebt  daher  positive  Zahlen  ä;  von  der  Beschaffenheit,  dass 

(?  =  Ä;2  (mod.Jf) 

ist,  und  zwar  muss  ä;  relative  Primzahl  zuiltf  sein,  weil  2m  -|-  1  <^ 
und  also  auch  c[  relative  Primzahl  zu  Jf  ist.  Aus  dieser  Congruenz 
folgt  nun  weiter,  dass  in  Bezug  auf  den  Modul  M 

=  1c{h'i—\  2)^2 _  2 2) (k.2  —  32)  .  .  .  (Ä;2  —  m2) 
=  (k  -f  .m)  Qi  -[-  m—  \) ...  {h^\)'k{h—\) ,..  (k  —  m  -f  1)  (k  —  m) 

ist;  da  nun  nach  einem  früheren  Satze  (§.  15)  jedes  Product  von 
(2  m  -\-  1)  successiven  ganzen  Zahlen  durch  Jf  theilbar,  und  ausser- 
dem Ic  relative  Primzahl  zu  M  ist,  so  ist  das  Product 

(2  -  1^)  Ö  -  22)(3- 32)  .  .  .  (g  -  m2) 

theilbar  durch  das  Product 

M  =  {m  +  1)  ((m  -f  1)2  —  1 2)  ((^n  _|_  1)2  _  22) . . .  (j^^  +  1)^  — w2), 

d.  h.  das  Product 

1  5  — 12  g-~22  q  —  m^ 

m-f-l  '  (m  4-  1)2  —  12  '  (Wi-h  1)2  —  22  '  *  '  (m-f-  l)^  —  m^ 

ist  nothwendig  eine  ganze  Zahl. 

Andere.rseits  leuchtet  ein,  dass  dies  Product  gewiss  keine 
ganze  Zahl  ist,  sobald  für  m  die  grösste  ganze  Zahl  unterhalb  V  q 
genommen  wird;  denn,  wenn  m<V^<m-j-l  ist,  so  sind  alle 
Factoren  dieses  Productes  echte  Brüche.  Da  ferner  g^l7,  also 
2  Vg'  -h  1  <g,  mithin  auch  die  Bedingung  2m  -|-  1  <g  erfüllt  ist, 
so  kann  für  diese  Zahl  m  die  obige  Annahme  nicht  zulässig  sein, 
und  somit  haben  wir  folgenden  Satz  gewonnen: 

Ist  q  eine  Primzahl  von  der  Form  Sn  -\-  1,  so  giebt  es  unter- 
halb  2y^  +  1  und  folglich  auch  unterhalb  q  mindestens  eine  un- 
gerade Primzahl  p\  von  tvelcher  q  quadratischer  Nichtrest  ist. 
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§.  51. 

Nachdem  für  jede  Primzahl  q  von  der  Form  4w  -f-  1  die 
Existenz  einer  Primzahl  p'  <g  nachgewiesen  ist ,  von  welcher  q 
quadratischer  Nichtrest  ist,  gehen  wir  zum  Beweise  unseres  zweiten 
Theiles  über.  Diese  Primzahl  _/:>'  muss  Nichtrest  von  q  sein;  denn 
wäre  p'  Rest  von  g,  so  würde  der  schon  (in  §.  49)  bewiesene  Theil 
des  Satzes  anwendbar  sein  und  zu  dem  Widerspruche 

(■^\   =   (—    1)V2(P'-1).V£(2-1)  =    -f     1 

führen.  Mithin  gilt  für  dieses  Paar  p\  q  das  Reciprocitätsgesetz. 
Giebt  es  nun  ausser  p'  noch  andere  ungerade  Primzahlen  p  <  q^ 
welche  Nichtreste  von  q  sind,  so  ist  nur  zu  beweisen,  dass 

äX^  +  i 


PP 

ist,  weil  hieraus  zugleich  folgt,  dass  q  Nichtrest  von  p  ist.  Da  nun 
p'  und  der  Voraussetzung  nach  auch  p  quadratischer  Nichtrest 
von  q  ist,  so  ist  pp'  quadratischer  Rest  von  q^  und  es  giebt  daher 
wieder  eine  gerade  Zahl  e  <  q  von  der  Beschaffenheit,  dass 

e^  —  p)p'  =  q^ 

und  (p  eine  ganze  Zahl  ist;  und  weil  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung eine  ungerade  Zahl  darstellt,  welche  ihrem  absoluten  Werthe 
nach  <  q^  ist,  so  ist  cp  ebenfalls  eine  ungerade  Zahl  und  zwar 
<  q.  Je  nach  der  Beschaffenheit  dieser  Zahl  cp  zerfällt  nun  der 
Beweis  in  drei  Theile. 

1.    Ist  qp  weder  durch  p  noch  durch  p'  theilbar,  so  ist 

und  da.  qcp  quadratischer  Rest  von  pi^'  ist,  auch 


(m  =  1,    also    (-^)  =  (-^ 
\pp'J  \pp'J        \pp'J 


da  ferner  die  'beiden  ungeraden  relativen  Primzahlen  (p  ymdpp' 
(von  denen  die  letztere  positiv  ist)  nur  solche  Primfactoren  ent- 
halten, welche  <  q  sind,  so  gilt  für  diese  beiden  Zahlen  auch  das 
verallgemeinerte  Reciprocitätsgesetz,  d.  h.  es  ist 
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Wv  \ 


E^\  r=  ( i)V2(v-i).V2(PP'-i) 

cp  J 


und  folglich  ^  mit   Berücksichtigung  der   beiden  vorhergehenden 


Gleichungen 


\PP')  ~  ^        ^ 


Da  aber  e  eine  gerade  ^ahl ,  so  ist  g  9  ^e  —  p])'  ("lOcl.  4) ,   also, 
da  g  ^  1  (mod.  4)  ist, 

(p  ^  —  2^])'  (mod.  4) 
cp  —  1  pp'  -f  1 


also 


und  folglich 


(mod.  2), 
5^1     pp'-  1  ^  ^  ^^^^  ^^ 


kPp'J       ' 

was  zu  beweisen  war. 

2.  Ist  ^  durch  p'  theilbar,  durch  p  nicht  theilbar,  so  setze  man 
(p  ^  p'tj;^  und,  da  auch  e  durch  p'  theilbar  sein  muss,  e  =  p'  s] 
dann  ist  t<q  eine  durch  p>  nicht  theilbare  ungerade ,  und  e  eine 
gerade  Zahl,  und  es  wird 

Hieraus   folgt  nun   zunächst  wieder  (da   i^  relative   Primzahl  zu 
pj)'  ist) 


ferner 


und 


f)=(f>-«©=©(i 


)-(?>-»  (»=(?)(!) 


und  folglich 


i.) = (4)  (^)  fö)  =  <-■'■'•""■""-' Ot')  V 

da  endlich  i^  und  pp'  nur  solche  Primfactoren  enthalten,  die  <  g 
sind,  so  ist  nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätssatze 
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und  hieraus  in  Verbindung  mit  zwei  vorhergehenden  Gleichungen 

(-^)   =   ( 1)^4(2^4-1).  V2(2''-l)+V2(V-l).V2(PP'-l) 

\pp/ 

Da  nun  £2^o(mod.4)  und  r/ ^  1  (mod.  4),  so  ist  t^ — ^;(mod.  4), 
folghch 

also 

Ki>  +  i)-i(/- 1)  4- K^ - !)•  Ki^/ -  1) 

=  Hi>  +  1)  [|(i^'  -  1)  +  I  (PP'  -  1)]  (mod.  2), 
und  da  ferner  (nach  dem  ersten  Lemma  4.  in  §.  46) 

I  ipp'  -  1)  =  I  (j.  _  1)  -f  1  (p'  -  1)  (mod.  2) 
ist,  so  ergiebt  sich 

i  (i>  +  1)  •  H/ - 1) -f  iC^  - 1)  •  Ki^i^' - 1) 

^  Ki^  +  1)  •  Hi^  —  1)  =  0  (mod.  2) 


und  folglich 


'  '  =  1, 


PP 
was  zu  beweisen  war. 

Da  bei  diesem  Beweise  die  Thatsache,  dass  q  Nichtrest  von  p' 
ist,  gar  nicht  zur  Anwendung  gebracht  ist,  so  wird  durch  einfache 
Vertauschung  von  p  mit  p'  der  Beweis  für  den  Fall  entstehen,  dass 
q)  durch  j;  theilbar,  durch  ^j'  nicht  theilbar  ist;  denn  im  Uebrigen 
sind  sowohl  die  Voraussetzungen  als  auch  das  zu  beweisende  Re- 
sultat vollständig  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Primzahlen  p 
und  jp'. 

3.  Ist  9?  sowohl  durch  p  als  auch  durch  2^'  und  folglich  (da 
p  und^'  verschiedene  Primzahlen  sind)  auch  durch  j>p'  theilbar,  so 
setze  man  cp  =  pp'  il^^  und,  da  e  dann  ebenfalls  durch  pp  theilbar 
ist,  e  =  pp' 8\  dann  bedeutet  ip  eine  ungerade  Zahl  <  (/,  und  £ 
eine  gerade  Zahl,  und  es  wird 

pp'  c"^  1    rrr   g;  ^. 

Hieraus  folgt,  dass  pp'  relative  Primzahl   zu  ^^   und  ausserdem 
quadratischer  Rest  von  1/;,  also 


(f)  =  +  ^ 
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ist;  ebenso  ergiebt  sich  aber,  dass  — qp  quadratischer  Rest  von 

pj^i  dass  also 

q  \        ( — ^^ 


ist;  nach  dem  verallgemeinerten  lieciprocitätssatze,  welcher  offen- 
bar für  die  beiden  Zahlen  —  i^  und  ^^p'  gilt,  ist  ferner 


\PP'  J 


f_PP\  __  ^_  iy/2(pp'-i).V2(U'  +  i)^ 


pp 

und  hieraus   ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  den  beiden  vorher- 
gehenden Gleichungen        ^^ 


\pp')         ^  ^ 


Da  aber  e  eine  gerade  Zahl,  und  q^  l  (mod.  4),  so  ist  t^  ^  —  1 
(mod  4),  also  K^  H"  1)  ®i^®  gerade  Zahl,  und  folglich 


jpp' 

was  zu  beweisen  war. 

Hiermit  ist  nun  auch  der  zweite  Theil  des  Beweises  vollständig 
geführt  und  dadurch  die  Allgemeingültigkeit  des  Reciprocitäts- 
satzes  von  Neuem  nachgewiesen.  Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich 
auch  die  Sätze  über  die  Charaktere  der  Zahlen  —  1  und  2  begrün- 
den, was  dem  Leser  überlassen  bleiben  mag*). 


§.  52. 

Nach  allen  diesen  Untersuchungen  kehren  wir  nun  zurück 
zu  der  Beantwortung  der  zweiten  in  §.32  aufgeworfenen  Frage, 
welche  in  §.  39  auf  die  folgende  reducirt  ist: 

Von  tvelchen  ungeraden  Primzahlen  q  ist  die  gegebene  Zahl  D 
quadratischer  Best? 

Auch  jetzt  fragen  wir  nur  nach  denjenigen  (positiv  genomme- 
nen) Primzahlen  g,  welche  nicht  in  Z)  aufgehen,  und  setzen  ausser- 
dem der  Einfachheit  halber  voraus,  dass  D  kein  Quadrat  und  auch 
durch  kein  Quadrat  (ausser  1)  theilbar  ist,  weil  der  allgemeinere 


*)  Dirichlet  a.  a,  0. 
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Fall  offenbar  sogleich  auf  diesen  einfacheren  reducirt  werden  kann. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  nicht  blos  alle  diese  Primzahlen  q  (die 
Divisoren  der  Form  t^  —  Du^  nach  §.  39),  sondern  überhaupt  alle 
positiven  Zahlen  n,  welche  relative  Primzahlen  zu  2B  sind  und 
d^r  Bedingung 

genügen,  in  einer  Anzahl  von  bestimmten  Linearformen,  d.  h.  von 
arithmetischen  Reihen  enthalten  sind,  deren  Differenz  entweder 
=  2D  oder  =  4i)  ist.  Da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  die  positive 
oder  negative  Zahl  D  durch  keine  Quadratzahl  theilbar  ist,  so  wird, 
wenn  wir  das  Product  aller  in  D  aufgehenden  positiven  ungeraden 
Primzahlen  p,  p',  p"  .  .  .  mit  P  bezeichnen,  entweder  D  =  +  P, 
oder  I)  =  +  2P  sein;  wenn  J)  keine  ungerade  Primzahl  p  als 
Factor  enthält  (für  welchen  Fall  das  Resultat  aber  schon  in  den 
§§.  40,  41  oder  allgemeiner  in  §.  46,  5.  und  6.  angegeben  ist),  wird 
P  =  1  zu  setzen  sein.  Wir  unterscheiden  im  Ganzen  vier  Fälle.  > 
I.  D  =  +  P  =  1  (mod.  4). 
In  diesem  Falle  ist,  wenn  n  irgend  eine  ^^ositive  Zsihl  bedeutet, 
die  relative  Primzahl  zu  2  D  ist,  zufolge  des  verallgemeinerten 
Reciprocitätssatzes  (§.  46,  7) 

Da  nun  das  Symbol  rechts  für  alle  Zahlen  n^  welche  einer  und 
derselben  Classe  (mod.  P)  angehören,  nach  §.  46,  3.  einen  und 
denselben  Werth  besitzt,  so  kommt  es  offenbar  nur  darauf  an,  ein 
vollständiges  System  von  (p  (P)  incongruenten  Zahlen  m  (mod.  P) 
zu  betrachten,  die  relative  Primzahlen  zu  P  sind,  und  für  jede 
den  Werth  des  Symbols  zu  bestimmen.  Es  ist  wichtig,  dies  etwas 
näher  zu  untersuchen. 

Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  Zahlen  h  existiren,  welche 
relative  Primzahlen  zu  P  sind  und  der  Bedingung 

!)  =  -!  (1) 

genügen.  Denn  da  I)  nicht  =  4-1  sein  kann,  und  folglich  P 
mindestens  eine  Primzahl  p  enthält,  so  wähle  man  einen  beliebigen 
Nichtrest  ß  von  p.  und  bestimme  h  (nach  §.  25)  durch  die  Be- 
dingungen 

b  =  ß  (mod.  2)),     b  =  1  (mod.  P'), 
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wo  P  =  pP'  gesetzt  ist,  so  wird 


(i)=Q(T)=om 


1. 

Nachdem  dieser  Punct  absolvirt  ist,  erkennt  man  leicht,  dass 
die  Anzahl  aller  incongruenten  Zahlen  b  (mod.  P),  welche  der 
Bedmgung  (1)  genügen,  =^q)(P)^  und  folglich  die  Anzahl  aller 
incongruenten  Zahlen  a  (mod.  P),  für  welche 

g  =  +l  (2) 

ist,  ebenso  gross  ist.     Dennx  setzt  man 

wo  m  das  ganze  System  aller  cp  (P)  incongruenten  Zahlen  durch- 
laufen soll,  so  ist  S  gänzlich  unabhängig  von  der  Wahl  der  die 
einzelnen  Zahlclassen  repräsentirenden  Individuen  m;  da  nun, 
wenn  b  eine  bestimmte  Zahl  von  der  Beschaffenheit  (1)  bedeutet, 
auch  die  Producte  bm  ein  solches  vollständiges ,  System  bilden, 
so  ist  auch 

und  folglich 

P 


^  l-\  =  0,  (3) 


mithin  ist  die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Summe,  welche  denWerth 
-J-  1  haben,  gleich  der  Anzahl  derjenigen,  welche  den  Werth  —  1 
haben;  d.  h.  die  Anzahl  der  Zahlclassen  a  ist  gleich  derjenigen 
der  Zahlclassen  b. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  man  die  Repräsentanten  m  (oder 
a  und  b)  sämmtlich  ungerade  wählen  kann;  denn  ist  m  gerade, 
so  ist  m  -\-  P  eine  in  derselben  Zahlclasse  enthaltene  ungerade 
Zahl.     Dann  wird  also 

(  — j  =  -f  1,     wenn     n  ^  a  (mod.  2P) 

(  —  j  =  —  1,     wenn     n  ^  b  (mod.  2  P) 

und  jede  (positive)  Zahl  n,  welche  relative  Primzahl  zu  2  D  ist, 
ist  in  einer  und  nur  einer  dieser  arithmetischen  Reihen  (von  der 
Differenz  2  D)  enthalten. 
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Beispiel  1.  Ist  D  —  4-  P  =  21,  also  ^(P)  =  12,  so  sind 
die  sämmtlichen  relativen  Primzahlen  zu  P  congruent 

±  1,  ±  2,  ±  4,  ±  5,  ±  8,  ±  10; 

bestimmt  man  nun  für  jede  dieser  Zahlen  den  Werth  des  Jacobi'- 
schen  Symbols  nach  §.  47,  so  ergiebt  sich 

a  =  +  1,  ±  4,  +  5;     /;  =  +  2,  +  8,  +  10  (mod.  21); 

es  wird  daher 

(-^  =  +  1,     wenn     n  ^  1,  5,  17,  25,  37,  41  (mod.  42) 
(^  =  —  1,     wenn     n  =  11,  13,  19,  23,  29,  31  (mod.  42). 

Beispiel  2.  Ist  D  =  —  P^= —  15,  so  sind  die  zu  betrachten- 
den Zahlclassen  folgende  i  1,  ^^  2,  +  4,  j^  7;  diese  zerfallen  in 
a  =-f  1,  -f  2,  -f  4,  —  7,  und  ^  =—1,  —2,  —4,  +7  (mod.  15). 
Es  wird  daher 

('^^^^^  =4-1,     wenn     n  =  1,  17,  19,  23  (mod.  30) 

(^^^^)  =  —  1,     wenn     n  ^  7,  11,  13,  29  (mod.  30). 

Wir  gehen  nun  über  zu  dem  Fall 

IL     D  =.±  P  =  3  (mod.  4). 

Bedeutet  n  wieder  eine  positive  relative  Primzahl  zu  2  D,  so 
ist  nach  dem  allgemeinen  Reciprocitätssatze 


(?)  =  <-  ■' ■  © 


py 

behalten  wir    dieselbe  Bezeichnung  wie  im   ersten  Falle  bei,  so 
wird 

—  j  =  -|-  1,     wenn  n  ^  1  (mod.  4)  und     n  ^  a  (mod.  P) 

oder  n  ^  3  (mod.  4)  und     n  ^  h  (mod.  P), 
dagegen 

(— j  =  —  1,     wenn  n  ^  1  (mod.  4)  und     n  ^h  (mod.  P) 

oder  7i  ^  3  (mod.  4)  und     n  ^  a  (mod.  P). 
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Einem  jeden  solchen  Congruenzpaare  entspricht  aber  (nach  §.  25) 
eine  bestimmte  Classe  von  Zahlen  n  (mod.  4P);  man  erhält 
daher  (p(P)  =  ^  cp(4.P}  solche  Classen  von  Zahlen  w,  die  der 
einen  Kategorie  angehören,  und  ebenso  viele  Classen  von  Zahlen  n^ 
die  den  entgegengesetzten  Charakter  haben;  diese  Classen  bilden 
arithmetische  Reihen  von  der  Differenz  4i).  Dies  Resultat  gilt 
auch  noch  in  dem  Falle  D  -5=  —  1 ,  obgleich  dann  keine  Zahl  h 
existirt, 

Beispiel.    Für  D  =  -\-  Ib  wird 

r-W+  1,  wenn  w=  1  (mod.4),^ -f  1,.  +  2,  -\-  4,  —7  (mod.  15) 

oder  n  ^  3  (mod.  4),  ^  —  1,  —  2,  —  4,  +  7  (mod.  15), 
dagegen 

(  — j=r —  1,  wenn  t2^1(mod.  4),  ^  —  1,  —  2,  —  4,  +  7  (mod.  15) 

oder  ^^  =  3  (mod.  4),  ^  -|-  1,  -f  2,  +  4,  —  7  (mod.  1.5); 
hieraus  ergiebt  sich 

(—)=  -f  1,     wenn    n  =  1,  7,  11,  17,  43,  49,  53,  59  (mod.  60) 

(^— W  —  1,     wenn    n  =  13,  19,  23,  29,  31,  37,  41,  47  (mod.  60). 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  am  einfachsten,  wenn  man  die 
sämmtlichen  positiven  relativen  Primzahlen  zu  4P  darauf  prüft, 
ob  sie  der  einen  oder  anderen  Kategorie  angehören,  und  sie  lässt 
sich  noch  durch  manche  Kunstgriffe  abkürzen,  die  hier  nicht  er- 
wähnt werden  können. 

III.     D  =  ±2P=2  (mod.  8). 

In  diesem  Falle  ist,  wenn  n  eine  positive  relative  Primzahl 
zu  I)  bedeutet, 

(^)-(-^)--(^)' 

und  folglich 

( —  j  =  -|-  1,     wenn    7^  ^  +  1  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P) 
oder     «  ^  +  3  (mod.  8),  ^  h  (mod.  P), 


dagegen 

D 

n 


=:  —  1,     wenn    n  ^  -^  \  (mod.  8),  ^  h  (mod.  P) 
oder     /i  ^  +  3  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P) 
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und  jedem  bestimmten  Cpngruenzpaare  entspricht  eine  bestimmte 
Zahlclasse  n  (mod.  8P);  die  Zahlen  n  vertheilen  sich  daher  in 
arithmetische  Reihen  von  der  Differenz  4 1) ;  jeder  der  beiden 
Kategorien  gehören  gleich  viele  Zahlclassen  an. 

Beispiel.    Ist  D  ==  —  6,  so  ergiebt  sich 
(•^^')  =  -f  1,     wenn    n^  1,  5,  7,  11  (mod.  24) 

—     ^  =  _  1,     wenn    n  =  13,  17,  19,  23  (mod.  24). 


n 

IV.     Z)-=  ±  2  P  =  6  (mod.  8). 
In  diesem  Falle  ist 

(^)  =  (- 1)  w«  - 1) +'/.(«- 1,(»), 

und  folglich 

(  — j  =  -f  1,     wenn    ^^  ^  1,  3  (mod.  8),  =  a  (mod.  P) 

oder  >i  ^  5,  7  (mod.  8),  ^  &  (mod.  P), 
dagegen 

( — )  =  —  1,  wenn  ^i  ^  1,  3  (mod.  8),  ^  ?;  (mod.  P) 
oder  ti  ^  5,  7  (mod.  8),  ^  a  (mod.  P). 

Die  Zahlen  n  vertheilen  sich  wieder  in  arithmetische  Reihen  von 
der  Differenz  4  2);  jeder  der  beiden  Kategorien  gehören  gleich 
viele  Zahlclassen  an. 

Beispiel.    Für  D  =  -[-  6  ergiebt  sich 

(^  =  -I-  1,     wenn    n  =  1,  5,  19,  23  (mod.  24) 

(-j  =  —  1,     wenn    n  =  7,  11,  13,  17  (mod.  24). 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  die  vier  Fälle  sich  zusammen- 
fassen lassen,  wenn  man  zwei  positive  oder  negative  Einheiten 
ö,  £  einführt,  so,  dass  ö  =  -f  1  oder  =  —  1,  je  nachdem  +  P  ^  1 
oder  ^  3  (mod.  4),  und  dass  f  =  -f-  1  oder  =  —  1,  je  nachdem 
D  ungerade  oder  gerade  ist.  Die  vier  Fälle  stellen  sich  dann 
folgendermaassen  dar: 
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D  =  ±    P=  1  (mod.  4),  (5  =  -f  1,  £  =  +  1 

D  =  ±    P  ^  3  (mod.  4),  ö  r=  —  1,  £  =  4-  1 

D  =  ±2P  =  2  (mod.  8),  ö  =  +  1,  £  =^  —  1 

D  =  ±2P=  ß  (mod.  8),  ö  =  —  1,  £  =^  —  1. 

Dann   ist  vermöge    des  allgemeinen  Reciprocitätssatzes   und   der 
Ergänzungssätze  (§.  46) 

\nj  KP 

wo  n  wieder  irgend   eine   positive  relative  Primzahl  zu    2  D  be- 
deutet. 

Lässt  man  n  ein  vollständiges  System  incongruenter  Zahlen 
nach  dem  Modulus  4  7)  durchlaufen,  w^elche  zugleich  positiv  und 
relative  Primzahlen  zu  2  D  sind,  so  ergiebt  sich  in  allen  vier  Fällen, 
dass  die  entsprechende  Summe 

^©=» 

ist;  im  ersten  Falle  genügt  es  schon,  dass  n  ein  solches  vollstän- 
diges Restsystem  nach  dem  Modulus  2B  durchläuft. 


VierterAbschnitt. 

Von  den  quadratischen  Formen. 

§.  53. 

Unter  einer  Form  versteht  man  in  der  Zahlentheorie  im  All- 
gemeinen eine  ganze  rationale  Function  von  Variabelen,  deren 
Coefficienten  ganze  Zahlen  sind  (vergl.  §.  39).  Je  nach  dem 
Grade  derselben  unterscheidet  man  lineare^  quadratische,  cuhische 
Formen  u.  s.  w.;  je  nach  der  Anzahl  der  vorkommenden  Variabelen 
spricht  man  von  binären,  ternären  Formen  u.  s.  w.  Wir  werden 
uns  im  Folgenden  ausschliesslich  mit  Ausdrücken  von  der  Form 

ax'^  -j-  2hxy  -j-  cy'^ 

beschäftigen,  wo  a,  h,  c  bestimmte,  gegebene  ganze  Zahlen,  x  und 
y  aber  unbestimmte,  variabele  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  wir 
werden  diese  homogenen  binären  quadratischen  Formen,  wo  kein 
Missverständniss  zu  besorgen  ist,  kurz  Formen  nennen. 

Wir  haben  dem  Coefficienten  des  Productes  xy  der  beiden 
Variabelen  gleich  die  Gestalt  einer  geraden  Zahl  2  h  gegeben,  weil 
die  Untersuchung  dadurch  erleichtert  wird;  sollte  in  einer  Form 
dieser  Coefficient  eine  ungerade  Zahl  sein,  so  würde  es  genügen, 
die  ganze  Form  mit  2  zu  multipliciren ,  um  diesen  Fall  auf  den 
obigen  zurückzuführen,  und  aus  den  Figenschaften  der  so  erhalte- 
nen Form  würde  man  mit  Leichtigkeit  auf  die  Eigenschaften  der 
ursprünglichen  Form  zurückschliessen  können. 

Sind  die  drei  Glieder  in  der  obigen  Anordnung  geschrieben, 
so  nennt  man  a  den  ersten^  h  (nicht  2  h)  den  zweiten,  c  den  dritten 
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Coefficienten;  a  und  c  fasst  man  auch  wohl  unter  dem  gemein- 
schafthchen  Namen  der  äusseren  Coefficienten  zusammen,  und 
nennt  dann  h  im  Gegensatz  den  mittleren  Coefficienten;  ähnhch 
heisst  X  die  erste ^  y  die  ziveite  Variabele.  Eine  solche  Form  be- 
zeichnet man  wohl  auch  kurz  durch  das  Symbol  (a,  &,  c),  wenn  es 
sich  nur  darum  handelt,  die  Coefficienten  anzugeben,  von  denen 
allein  die  Eigenschaften  der  Form  abhängen  können. 

Wir  schliessen  nun  ein-  für  allemal  die  Fälle  aus,  in  welchen 
die  Form  sich  in  zwei  lineare  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten 
zerfallen  lässt,  weil  diese  eine  andere  und  zwar  einfachere  Be- 
handlung gestatten.  Zunächst  folgt  hieraus,  dass  in  den  Formen, 
mit  welchen  allein  wir  uns  beschäftigen  wollen,  keiner  der  äusseren 
Coefficienten  gleich  Null  sein  wird;  da  ferner 

ax'^  -f  2b xy  -\-  ciß  =  —  ( {ax  +  by)'^  —  {b'^  —  f*^)^/"^) 

ist,  so  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Zahl  b'^  —  ac  nie  eine  voll- 
ständige Quadratzahl  sein  darf,  denn  sonst  würde  die  Form 

ax'^  -}-  2bxy  -f  cy'^  = 

—  fax  +  (6  4-  1/6^  —  ac)  y\  (ax  ■\-  {b  —  Vb-^  —  ac)  y\ 

ein  Product  aus  zwei  linearen  Factoren  mit  rationalen  Coefficienten 
sein.  Die  Zahl  b'-  —  ac,  von  w^elcher,  wie  wir  sehen  werden,  die 
Eigenschaften  der  Form  (a,  ö,  c)  hauptsächlich  abhängen,  heisst 
die  Determinante  *)  dieser  Form ;  wir  werden  sie  im  Folgenden  mit 
dem  Buchstaben  D  bezeichnen.  Die  unseren  Formen  (a,  b,  c) 
auferlegte  Beschränkung  besteht  mithin  darin,  dass  D  kein  Qua- 
drat, also  auch  nicht  Null  ist. 

Einige  höchst  merkwürdige  Sätze  von  Fermat  haben  Euler 
veranlasst,  sich  eingehend  mit  den  quadratischen  Formen  zu  be- 
schäftigen, doch  beziehen  sich  seine  Untersuchungen  grösstentheils 
nur  auf  specielle  Fälle;  Lagrange"^"^)  legte  den  Grund  zu  einer 
allgemeinen  Theorie  derselben,  die  dann  später  von  Legendre'^'^'^)^ 
vor  Allen  aber  durch  Gauss  vervollständigt  wurde. 


*)   Gauss:  D.  Ä.  ai't.  154. 

**)  Recherches  (V  Arithmetique  {^oun.IsIqtü..  de  l'Ac.  de  Berlin,  1773,  1775). 
***)  Theorie  des  Nomhres,   3™^   ed.  Paris  1830.     Deutsche  Uebersetzung 
von  Maser  (1886—1887). 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  9 
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Ihre  Entstehung  verdankt  die  ganze  Theorie  dem  Probleme, 
zu  entscheiden,  ob  eine'  gegebene  Zahl  ni  durch  die  gegebene  Form 
(a,  6,  c)  darstellbar  ist,  d.  h.  ob  es  specielle  Werthe  von  x,  y  giebt, 
für  welche  die  Form  den  Werth  m  erhält.  Doch  ist  zur  voll- 
ständigen Lösung  desselben  die  Theorie  der  Transformation 
erforderlich,  mit  welcher  wir  uns  zunächst  beschäftigen  wollen. 


§•  54. 

Ebenso  wie  die  Gleichungen  der  Curven  in  der  analytischen 
Geometrie  ihre  Gestalt  ändern ,  wenn  ein  anderes  Coordinaten- 
system  gewählt  wird,  so  geht  eine  quadratische  Form  (a,  5,  c) 
durch  Einführung  zweier  neuen  Variabelen  in  eine  neue  quadra- 
tische Form  (a',  h\  c')  über.  Sind  nämlich  x^  y  die  Variabelen 
der  Form  (a,  &,  c),  und  setzt  man 

x^ax'  ^  ßy\ 
y  =  yx'  -\-  Ötj\ 

WO  a,  j3,  y,  d  vier  bestimmte  ganze  Zahlen,  und  x'^  y'  die  neuen 
Variabelen  bedeuten,  so  wird 

ax^  -h  2bxy  -{-  cy^  —  a'ic'^  -f  2h' x' y'  -}-  c'y'\ 

und  die  Coefficienten  a',  h\  c'  der  neuen  quadratischen  Form 
hängen  auf  folgende  Weise  von  denen  der  ursprünglichen  Form 
und  von  den  vier  Coefficienten  oc,  /3,  y,  ö  ab: 


a' 

—  aa-  -f  2b ay  -f-  cy'^ 

b' 

aaß  -\-  b(aö  -\-  ßy)  -[-  cyd 

c' 

—  aß-'  -f  2b ßö  -f  cdK 

(2) 


Man  drückt  den  Zusammenhang  der  beiden  Formen  kurz  so  aus: 
die  Form  ax'^  -\-  2bxy  -\-  cy^  geht  durch  die  Transformatimi  oder 
Substitution  (1)  in  die  Form  a'x''^  -f-  2b'x'y'  -\-  c'  y'^  über.  Die 
Zahlen  «,  /3,  y,  d  heissen  der  Reihe  nach  der  erste  ^  ziveite,  dritte^ 
vierte  Coefficient  der  Substitution.  Da  die  Wahl  der  Buchstaben  zur 
Bezeichnung  der  Variabelen  von  ganz  untergeordneter  Bedeutung 
ist,  und  die  Natur  der  Formen  und  Substitutionen  nur  von  den 
Coefficienten  abhängt,  so  drückt  man  sich  häufig  noch  kürzer  so 
aus:  die  Form  (a,  b,  c)  geht  durch  die  Substitution   «,  /3,  y,  ö 
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oder  (y|  f)  in  die  Form  (a',  6',  c')  über;  und  diese  Ausdrucks- 
weise soll  nicht  mehr  oder  weniger  sagen,  als  dass  die  drei 
Gleichungen  (2)  stattfinden.  Hierbei  ist  wohl  auf  die  Stellung 
der  Coefficienten  der  Formen  sowohl,  wie  derjenigen  der  Substi- 
tution zu  achten;  behalten  wir  die  eben  eingeführten  Bezeich- 
nungen bei,  so  müssen  wir  z.  B.  sagen,  dass  gleichzeitig  die  Form 

(a,  h,  c)  durch  die  Substitution  (    ^  's.  j  in  (a'yb\  c')^ 
(«,  ^  c)      r>         »  r  (^;  ")  r    {o\  h\  a% 

(c,  &,  a)      „         „  „  \a,ß)  "    (^''  ^''^'^' 

(c,  ^^  «)       r         «  ?,  (^'  ^)  ,,    (c',  &',  a') 

übergeht. 

Es  leuchtet  ein,  dass  jede  durch  die  zweite  Form  {a\  h\  c') 
darstellbare  Zahl  auch  durch  die  erste  Form  (a,  t,  c)  dargestellt 
werden  kann;  denn  wird  die  Zahl  w  durch  (a\  h\  c')  dargestellt, 
indem  den  Variabelen  x\  y'  die  speciellen  Werthe  /,  s'  ertheilt 
werden,  so  setze  man 

r  =  ar'  ^  ßs\     s  ^=  yr'  -{-  ö s\ 

und  es  wird  die  Form  (a,  b,  c)  dieselbe  Zahl  m  darstellen,  sobald 

X  =  r,  y  =  s  gesetzt  wird.    Man   sagt    deshalb  auch:   die  Form 

(a,  6,  c)   enthält  die  Form  (a',  b\  c'),   oder  deutlicher:   die  Form 

(a',  b\   c')  ist  unter  der  Form   (a,  b,  c)   enthalten*);   eben  weil 

sämmtliche  durch  (a\  b\  c')  darstellbare  Zahlen  unter  den  durch 

(a,  6,  c)  darstellbaren  enthalten  sind**). 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Relation,  in  welcher  die 

Determinante 

D'  =:b'^  —  n'  c' 

der  neuen  Form  zu  der  der  früheren  steht;  substituirt  man  für 
a',  b'^  c'  ihre  Ausdrücke  gemäss  den  Gleichungen  (2),  so  findet 
man  nach  leichten  Reductionen 

D'  =  (aö  -  ßy^D] 

*)  Gauss:  D.  A.  art.  157. 

**)  lieber  die  Umkehrung  dieses  Satzes  siehe  Schering:  Theoremes  re- 
latifs  aux  formes  hinaires  quadratiques  qui  repHsentent  Us  menies  nom- 
hres,  Journal  de  Matheraatiques  publ.  p.  Liouville  T.  lY.  2e   serie.  1859. 

9* 
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die  neue  Determinante  ist  daher  stets  gleich  der  alten^  miütijüicirt 
mit  einer  Quadratzahl;  beide  Determinanten  haben  also  auch  dasselbe 
Vorzeichen.  Da  wir  von  vornherein  Formen  ausschliessen,  deren 
Determinanten  =  0  sind,  so  betrachten  wir  deshalb  auch  nur 
solche  Substitutionen  ("'  ^),  für  welche  die  Coefficientenverbindung 
ad  —  ßy  (die  sogenannte  Determinante  der  Substitution)  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  hat.  Hieran  knüpft  sich  jedoch  noch 
eine  wichtige  Unterscheidung ;  je  nachdem  nämlich  dieser  Ausdruck 
cc8  —  ßy  ,einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat,  soll  die  Sub- 
stitution ("'^)  eine  eigentliche  oder  uneigentliche  heissen,  und  diese 
Ausdrucksweise  soll  auf  die  Beziehung  zwischen  den  Formen  (a,  6,  c) 
und  (a',  b\  c')  übertragen  werden,  indem  wir  sagen,  dass  die  Form 
(et',  6',  c')  eigentlich  oder  uneigentlich  unter  der  Form  (a,  &,  c)  ent- 
halten sei,  je  nachdem  die  Substitution  ("'  'j),  durch  welche  die  letz- 
tere in  die  erstere  übergeht,  eigentlich  oder  uneigentlich  ist.  Um 
Miss  Verständnisse  zu  vermeiden,  fügen  wir  sogleich  hinzu,  dass  eine 
Form  eine  andere  sowohl  eigentlich  als  auch  uneigentlich  enthalten 
kann;  denn  es  tritt  häufig  der  Fall  ein,  dass  eine  Form  einmal  durch 
eine  eigentliche,  ein  anderes  Mal  durch  eine  uneigentliche  Substi- 
tution in  eine  und  dieselbe  zweite  Form  transformirt  wird.  So 
z.  B.  geht  die  Form  (3,  13,  18)  durch  die  eigentliche  Substitution 
(l.\\  +?),  und  ebenso  durch  die  uneigentliche  Substitution  (t\]  t-f) 
in  die  andere  Form  ( — 5,  — 5,  18)  über;  die  erstere  enthält  daher 
die  letztere  sowohl  eigentlich  als  auch  uneigentlich. 

Man  nennt  ferner  zwei  Substitutionen  gleichartig,  wenn  sie 
beide  eigentlich,  oder  beide  uneigentlich  sind,  ungleichartig ,  wenn 
die  eine  eigentlich,  die  andere  uneigentlich  ist. 


Behalten  wir    die   vorhergehenden  Bezeichnungen   bei,  und 
nehmen  wir  an,  dass  die  Form 

(a\  b\  c')  =  a'x'2  -[-  2b'x'y'  -f  c'y'-^ 

durch  eine  neue  Substitution  '^ 

x'  =  a'x"  -f  ß'y" 
y'  =  y'x"  -i-  8'y" 
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in  die  Form 

(a",  h'\  c")  =  a"x"'^  -j-  2h"x"y"  4-  c"y"^ 

übergeht,  so  geht  offenbar  die  erste  Form  (a,  2>,  c)  durch  die  Sub- 
stitution 

X  =  a(a'x"  -f  ß'tj")  -f  ß(y'x"  +  d'y") 

y  =  y{a'x"  -f  ß' y")  +  8 {y' x"  +  6' y") 
oder 

y  =  (ya'  -f  öy')^"  +  (r^'  +  S^')y" 
in  die  dritte  Form  (a'\  h",  c^)  über.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Enthält  eine  Form  eine  ziveite^  diese  ivieder  eine  dritte^  so 
enthält  auch  die  erste  Form  die  dritte. 

Bezeichnet  man  nun  die  Coefficientenverbindung 

(aa'  -f  ßy')(yß'  +  öd')  -  {aß'  +  ßd'){ya'  +  dy') 

mit  f,  so  ist  nothwendig  die  Determinante  der  dritten  Form 
D"  =  «22);  da  aber  andererseits 

D'  =  («d  —  ßyyD,    B"  =  (a'd'  —  ß'y'yi)\ 

also  auch 

D"  =,  (ccö  —  ßy)'  (oc'Ö'  —  ß'y'yD, 

und  D  von  Null  verschieden  ist,  so  schliessen  wir  hieraus,  dass 

s2  =  (Cid  —  ßyy  {a'd'  —  ß' y'Y 

ist,  und  man  überzeugt  sich  leicht  durch  Vergleichung  beider 
Seiten,  dass  die  Quadratwurzel  in  folgender  Weise  auszuziehen  ist: 

e=z{a8  —  ßy)  (a'd'  —  ß' y'). 

Aus  dieser  Gleichung  (welche  einen  der  einfachsten  Sätze  der 
Determinantentheorie  enthält)  folgt  noch  eine  wesentliche  Ver- 
vollständigung des  obigen  Satzes,  nämlich: 

Die  erste  Form  enthält  die  dritte  eigentlich  oder  uneigentlich, 
je  nachdem  die  erste  die  ziveite  in  derselben  oder  in  entgegengesetzter 
Art  enthält,  ivie  die  ziveite  die  dritte. 

Fährt  man  in  derselben  Weise  fort  und  transformirt  die  dritte 
Form  in  eine  vierte,  diese  in  eine  fünfte  u.  s.  f.,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar der  allgemeine  Satz:  Wenn  von  einer  Beihe  von  Formen 
jede  die  nächstfolgende  enthält,  so  enthält  die  erste  Form  auch  die 
letzte,  und  sivar  eigentlich  oder  uneigentlich,  je  nachdem  die  Anzahl 
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der  hierbei  auftretenden  uneigentlichen  Suhstitutionen  gerade  oder 
ungerade  ist. 

Die  Substitution,  durch  welche  die  erste  Form  unmittelbar  in 
die  letzte  transformirt  wird ,  heisst  zusammengesetzt  aus  den  ein- 
zelnen successiven  Substitutionen;  um  die  Zusammensetzung  von 
zwei  Substitutionen  anzudeuten,  wollen  wir  uns  der  Bezeichnung 

\Y,S)\7\S')-\ya'  +  Sy\yß'  -^SS') 

bedienen;  offenbar  ist  es  im  Allgemeinen  nicht  erlaubt,  die 
Ordnung  der  beiden  successiven  Substitutionen  umzukehren,  weil 
hierdurch  auch  die  resultirende  Substitution  geändert  würde. 
So  ist  z.  B. 

/+1,  0\/+l,   +2\    /+1,   +2\        /+1,   +2\/+l,  0\    /-l,   +2\ 

V-1,  lA-1,  -3>^    V-2,  -5^5     V-1,  -3A~1,   1/    V+2,  -3> 

Dagegen  ist  es  bei  drei  successiven  Substitutionen  Ä,  S\  S" 
gleichgültig,  ob  man  erst  S  und  S'  zusammensetzt,  und  dann  das 
Resultat  SS'  mit  S"  verbindet,  oder  ob  man  S  mit  dem  Resultat 
S' S"  der  zweiten  und  dritten  Substitution  zusammensetzt;  in 
Zeichen : 

(SS')S"  =  S(S'S"). 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Begriffe  dieser  Zusammensetzung; 
denn  sind  (a;,^/),  (x\  i/'),  (x'\  y")  und  (x"\  y"')  die  successiven 
Variabelen,  so  ist  es  für  die  Ausdrücke  von  x^  y  durch  x"\  y"' 
gleichgültig,  ob  man  die  Variabelen  x'\y"  oder  die  Variabelen  x\  y' 
als  Zwischenglieder  einschiebt.  Diese  aus  den  drei  auf  einander 
folgenden  Substitutionen  >S,  S\  S"  zusammengesetzte  Substitution 
kann  daher  kurz  durch  S S' S"  bezeichnet  werden,  und  aus  der 
in  §.  2  vorgetragenen  Schlussweise  ergiebt  sich,  dass  Aehnliches 
auch  für  jede  grössere  Anzahl  von  Substitutionen  gilt,  die  in 
bestimmter  Ordnung  auf  einander  folgen  und  durch  successive 
Verbindung  von  je  zwei  benachbarten  Gliedern  zu  einer  einzigen 
Substitution  zusammengesetzt  werden;  setzt  man  z.  B. 

SS'  =  T,    S'S"  =  T\    S"S"'=T'\ 

so  ist  zunächst  TS"  --=  ST\  T'  S'"  =  S' T",  und  folglich 

XTS")S"'  =  (ST')S'"  =  S{T'S'") 
r=  S(S'T")  =  TT"  =  SS'  S"S"'. 


§.  56.  Quadratische  Formen.  135 

Ferner  ist  für  die  Folge  zu  bemerken,  dass  die  Substitution 
(J'  J)  bei  der  Zusammensetzung  stets  fortgelassen  werden  darf,  da 
sie  keine  Aenderung  hervorbringt. 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  der  obige  Satz  auch  so  ausgesprochen 
werden  kann:  Die  aus  den  Substitutionen  S^  S\  S"  ...  zusammen- 
gesetzte Substitution  S  S'  S"  .  .  .  ist  eigentlich  oder  uneigentlich.,  je 
nachdem  die  Ansaht  der  unter  ihnen  befindlichen  uneigentlichen 
Substitutionen  gerade  oder  ungerade  ist. 


§.56. 

Besonders  wichtig  ist  nun  die  Frage:  wann  enthalten  zwei 
Formen  sich  gegenseitig  ?  Offenbar  ist  dann  das  System  aller  durch 
die  eine  Form  darstellbaren  Zahlen  identisch  mit  dem  System  der- 
jenigen Zahlen,  welche  durch  die  andere  Form  dargestellt  werden 
können.  Zwei  solche  Formen,  die  sich  gegenseitig  enthalten, 
werden  wir  äquivalent'^)  nennen.  Sind  D,D'  ihre  Determinanten, 
so  muss  sowohl  Z)':D,  als  auch  D:D',  eine  ganze  Quadrat- 
zahl, also  eine  ganze  positive  Zahl  sein,  und  hieraus  folgt  als 
eine  für  die  Aequivalenz  zweier  Formen  erforderliche  Bedingung, 
dass  ihre  Determinanten  I)  und  D'  gleich  sein  müssen. 

Diese  Bedingung  ist  aber  umgekehrt  nicht  hinreichend^  um 
auf  die  Aequivalenz  schliessen  zu  können.  Letzteres  ist  erst  dann 
gestattet,  wenn  man  ausserdem  weiss,  dass  die  eine  der  beiden 
Formen  die  andere  enthält.  In  der  That,  wenn  die  beiden  Formen 
(rt,  b.  c)  und  (a',  b\  c')  gleiche  Determinanten  haben,  und  wenn 
ausserdem  die  erstere  durch  die  Substitution 

X  =  ax'  +  ßy' 
y  =  yx'  -f  8y' 

in  die  letztere  übergeht,  so  folgt  aus  der  Relation 

D'  =  {oc8  —  ßyyD 
und  der  Gleichheit  von  D'  und  D  die  Gleichung 

ad  —  ßy  ==  ±1 
und  hieraus,  wenn  man   zur  Abkürzung   aö  —  ßy  ^=  j^  '^  =^  ^ 
setzt, 

x'  =  -\-  sdx  —  eßy 

?/'  =  —  B  y  X  -f-  sag 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  157. 
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und  es  geht  daher  durch  diese  Substitution  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  die  Form  («',  &',  c')  in  die  Form  (a,  b,  c)  über;  also 
sind  in  der  That  beide  Formen  einander  äquivalent.  Die  Sub- 
stitutionen 


hß)    und    (-^^^^-^ß) 


deren  jede  die  inverse  der  anderen  heisst,  und  durch  deren  Zu- 
sammensetzung immer  die  Substitution  (J|  J)  entsteht,  sind  offenbar 
entweder  beide  eigentlich,  oder  beide  uneigentlich;  je  nachdem 
das  Eine  oder  das  Andere  stattfindet,  sollen  die  beiden  Formen 
eigentlich  oder  uneigenüich  äquivalent'^)  heissen. 

Sowie  wir  eben  gesehen  haben,  dass  die  eine  von  zwei  äqui- 
valenten Formen  in  die  andere  immer  durch  eine  Substitution 
("'^)  übergeht,  in  welcher  ad  —  ßy  =  -\^\  ist,  so  leuchtet  auch 
umgekehrt  ein,  dass  durch  jede  solche  Substitution  eine  beliebige 
Form  nothwendig  in  eine  ihr  äquivalente  transformirt  wird;  denn 
die  Determinanten  beider  Formen  sind  einander  gleich.  In  der 
Existenz  einer  solchen  Substitution  besteht  also  die  erforderlicJie 
und  hinreichende  Bedingung  für  die  Aequivalenz  zweier  Formen. 

Aus  dem  Begriffe  der  Aequivalenz  ergiebt  sich  unmittelbar, 
dass  jede  Form  sich  selbst  eigentlich  äquivalent  ist;  denn  sie  geht 
durch  die  eigentliche  Substitution  (J|  J)  in  sich  selbst  über.  Dies 
ist  nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes,  welcher  sehr  oft 
zur  Anwendung  kommen  wird :  Wenn  zivei  Formen  (a,  &,  c)  und 
(a,  h\  c')  von  gleicher  Determinante  D  denselben  ersten  Coefficienten 
a  haben ^  und  ivenn  ihre  mittleren  Coefficienten  &,  b'  einander  con- 
gruent  sind  in  Bezug  auf  den  31odul  a,  so  dass  b'  =  aß  -\-  b\ 
so  sind  die  beiden  Formen  eigentlich  äquivalent^  und  die  erstere 
geht  durch  die  eigentliche  Substitution  (J'  ^)  in  die  letztere  über. 

Ferner  bemerke  man  folgende  Fälle  der  uneigentlichen  Aequi- 
valenz: Zwei  entgegengesetzte'^*)  Formen  (formae  oppositae),  d.  h. 
zwei  Formen  (a,  b,  c)  und  (a,  —  ?>,  c),  welche  sich  nur  durch  das 
Vorzeichen  des  mittleren  Coefficienten  unterscheiden,  sind  stets 
uneigentlich  äquivalent,  indem  die  eine  durch  die  Substitution 
(J;_J.)  in  die  andere  übergeht.  Dasselbe  gilt  von  zwei  Gefährt en*"^"^) 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  158. 

**)  Gauss:  D.  A.  art.  159. 

***)  Gauss:  D.  A.  art.  187. 
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(formae  sociae),  d.  h.  von  zwei  Formen  (a,  J,  c)  und  (c,  &,  a),  welche 
dieselben  Coefficienten,  nur  in  umgekehrter  Folge,  haben;  die  eine 
geht  in  die  andere  durch  die  Substitution  (J'  J)  über. 

Aus  diesen  beiden  Fällen  folgt  wieder  durch  Zusammensetzung, 
dass  die  beiden  Formen  (a,  6,  c)  und  (c,  —  &,  a)  eigentlich  äquivalent 
sind;  denn  die  erstere  geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution 
(_;;J)  über*). 


§■  57. 

Auch  hier  bei  der  Aequivalenz  schliesst  die  eine  Art  derselben 
die  andere  nicht  aus;  es  kommt  häufig  der  Fall  vor,  dass  zwei 
Formen  einander  sowohl  eigentlich  als  uneigentlich  äquivalent 
sind;  in  dem  oben  (§.  54)  angeführten  Beispiel  sind  wirklich  die 
beiden  Formen  (3,  13,  18)  und  ( —  .5,  —  .5,  18)  eigentlich  und  un- 
eigentlich äquivalent;  die  erstere  geht  durch  die  Substitutionen 
(iil  i)  ^^^^  (ii^is)  i^  ^i®  letztere  über,  und  umgekehrt  diese  in 
jene  durch  die  inversen  Substitutionen  Q'^  J)  und  (ij^  ij). 

Wenn  zwei  Formen  soiuolü  eigentlich  als  imeigentlich  äquiva- 
lent sind^  so  ist  jede  von  ihnen  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent. 

Denn,  wenn  die  Form  (a,  &,  c)  durch  jede  der  beiden  Substi- 
tutionen 

in  denen 

a'b'  —  /3'y'  =  +  1,     a"  8"  —  ß" y"  =  —  1, 

in  die  Form  (a',  h\  c')  übergeht,   so  geht  (a',  h\  c')  durch  jede 
der  beiden  inversen  Substitutionen 

+  ^'^-^'\   und    r-ö">+r 


*)  Dieser  Fall  und  ebenso  der  andere,  oben  erwähnte  Fall  der  eigent- 
lichen Aequivalenz  treten  so  häufig  auf,  dass  es  sich  rechtfertigen  liesse, 
sie  durch  besondere  Namen  auszuzeichnen;  nach  einem  in  der  vorigen 
Auflage  dieses  Werkes  gemachten  Vorschlage  könnte  man  zwei  Formen 
(a,  h,  c),  (rt,  h',  c'),  die  durch  Substitutionen  von  der  Gestalt  Q^^  \)  in  ein- 
ander übergehen,  pa?'a/?e?e!  Formen,  und  je  zwei  Formen  («,  6,  c),  (c,  — fc,  a) 
com}üementäre  Formen  nennen  (vergl.  §.  63,  Anmerkung). 
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in  (a,  i,  c)  über;  und  hieraus  folgt,  dass  (a,  &,  c)  durch  jede  der 
beiden  zusammengesetzten,  und  zwar  nothwendig  uneigentlichen 
Substitutionen 

\r\  8')  \+r",  -«'7  [y"J")  {-y',+a') 

in  sich  selbst  übergeht.  So  z.  B.  geht  die  Form  (3,  13,  18)  durch 
die    uneigentlichen    Substitutionen  (11;  J)  (l^' Ij)  =  (1^' lg)  und 

i-l\  -l)  G:  i)  -=  (l':  ±0  in  sich  selbst '  über.  ' 

Es  ist  kein  Zufall,  dass  diese  beiden  auf  verschiedene  Art 
zusammengesetzten  Substitutionen  identisch  ausfallen;  setzt  man 
nämlich 

(c^',ß'\{-s';+ß"\_f«,ß\ 
\7',s')\+y",-«")~\r,ä)^ 

SO  findet  man  zunächst 

/a'\ß"\/+8\-ß'\_/^ö,  +ß\ 
\?",S")\-y',+a')~{+Y,-a)' 

und  wir  haben  daher,  um  die  Identität  dieser  beiden  (inversen) 
Substitutionen  nachzuweisen,  nur  noch  zu  zeigen,  dass  in  jeder 
uneigentlichen  Substitution  ("'  '^),  durch  welche  eine  Form  in  sich 
selbst  übergeht,  stets  der  erste  und  vierte  Coefticient  einander 
gleich,  aber  entgegengesetzt  sind.  Dies  geschieht  leicht  auf  fol- 
gende Weise.  Wenn  die  Form  (a,  b,  c)  durch  die  uneigentliche 
Substitution  ("'  '^^  in  sich  selbst  übergeht,  so  ist 

aoi'^  -{-  (2ba  -\-  cy)y  =  a 
aaß  +  b(ad  +  ß  y)  -j-  cyd  =  b 
ad  —  ßy  =  —  l. 

Die  zweite  dieser  drei  Gleichungen  geht,  wenn  man  der  dritten 
gemäss  ßy  durch  c«d'  -|-  1  ersetzt,  in  folgende  über: 

aoiß  -f  (2ba  -f  cy)ö  —  0; 

eliminirt  man  aus  dieser  und  aus  der  ersten  jener  drei  Gleichungen 
die  Grösse  2&cc  -j-  cy,  so  erhält  man,  wenn  man  den  Factor  a 
wegwirft  (der  ja  von  Null  verschieden  ist,  weil  sonst  die  De- 
terminante D  eine  Quadratzahl  wäre),  die  Relation 

woraus  mit  Rücksicht  auf  ad  —  ßy  =^-  —  1  wirklich  folgt,  dass 
6  =  —  a  ist,  was  zu  beweisen  war. 
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§.  58. 

Jede  uneigentliche  Substitution,  durch  welche  eine  Form  (ajj^c) 
in  sich  selbst  übergeht,  ist  daher  nothwendig  von  der  Form  (^^  1^) 
und  es  ist  also  gleichzeitig  a^  -\-  ßy=l.  Von  besonderem  Interesse 
ist  der  specielle  Fall  y  =  0]  dann  ist  a  =  -f  l  und  entsprechend 
-J2  aß  =  2b]  eine  solche  Form,  deren  doppelter  mittlerer  Coeffi- 
cient  durch  den  ersten  theilb^i^  ist,  soll  eine  forma  anceps  *)  oder 
eine  zweiseitige'^^'^)  Form  heissen.  Und  umgekehrt  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  jede  zweiseitige  Form  sich  selbst  uneigentlich  äqui- 
valent  ist;  denn  wenn  (a,  h,c)  eine  solche  Form,  und  also2&==a^ 
ist,  so  geht  (a,  6,  c)  wirklich  durch  die  uneigentliche  Substitution 
(J'  j:^)  in  sich  selbst  über.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  jeder  Form, 
welche  einer  zweiseitigen  Form  äquivalent  ist ;  aber  es  besteht 
auch  der  umgekehrte  Satz***). 

Wenn  eine  Form  sich  selbst  uneigentlicJi  äquivalent  ist^  so  giebt 
es  stets  eine  ihr  äquivalente  zweiseitige  Form. 

Beweis.  Es  sei  cp  eine  solche  Form,  welche  durch  die  un- 
eigentliche Substitution  ("'  jl^)  in  sich  selbst  übergeht;  ist  y  =0, 
so  wissen  wir,  dass  cp  selbst  eine  zweiseitige  Form,  und  folglich 
der  Satz  richtig  ist,  Ist  aber  y  von  Null  verschieden,  so  suchen 
wir  eine  eigentliche  Substitution  (J'^ "),  durch  welche  die  Form  (p 
in  eine  ihr  äquivalente  zweiseitige  Form  übergeht,  die  wir  mit  ilf 
bezeichnen  wollen.  Da  also  Xq  —  ^v  =  -\-  l ,  und  folglich  i^ 
durch  die  inverse  Substitution  (ij'  ~^f)  in  qp  übergeht ,  so  muss 
il)  durch  die  offenbar  uneigentliche,  aus  den  drei  successiven  Sub- 
stitutionen 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  163. 

**)  Im  mündlichen  Vortrage  gebrauchte  Dirichlet  immer  die  Bezeich- 
nung forma  anceps,  welche  ich  auch  bei  der  Ausarbeitung  der  ersten  Auf- 
lage (1863)  beibehalten  habe;  in  der  zweiten  und  dritten  Auflage  (1871, 
1879),  wo  diese  Formen  und  die  ihnen  entsprechenden  Formen -Classen 
häufiger  auftraten  (§§.  152,  153),  habe  ich  sie  im  Anschluss  an  die  von 
Kummer  (Monatsber.  d.  Berliner  Akad.  vom  18.  Februar  1858)  auf  einem 
verwandten  Gebiete  benutzte  Bezeichnung  amhige  Formen  genannt ;  da  aber 
diese  Wortbildung  wohl  mit  Recht  beanstandet  ist,  so  schlage  ich  jetzt  die 
obige  Bezeichnung  vor ,  welche  sich  auch  ohne  Zwang  verallgemeineren 
lässt  (vergl.  §,  149). 

***)   Gauss:  D.  A.  art.  164. 
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—  '^^  -f  ^/ '    \r^  —  «/ '    V^^  Q 

zusammengesetzte  Substitution  in  sich  selbst  übergehen.  Der 
dritte  Coefficient  dieser  Substitution  ist 

yA2  —  2aXv  —  ßv\ 

und  es  kommt  nur  darauf  an,  zwei  relative  Primzahlen  A,  v  so 
zu  bestimmen,  dass  dieser  Coefficient  =  0  wird,  denn  dann  ist  z// 
eine  zweiseitige  Form.  Diese  Forderung  reducirt  sich,  wenn  man 
mit  y  multiplicirt  und  bedenkt,  dass  a'^  -\-  ß y  ■=  \  \%i ^  auf  die 
folgende : 

^'^  ^  '  V  y  a  -f-  1 ' 

da  unserer  Annahme  nach  y  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man 
also  A  und  v  dieser  Forderung  gemäss  bestimmen,  und  zwar  als 
relative  Primzahlen ,  wenn  man  den  Bruch  («  i  1)  :  y  auf  seine 
kleinste  Benennung  A  :  v  bringt.  Dies  Letztere  ist  erforderlich, 
weil  ja  die  vier  Coefficienten  A,  ^,  v,  q  der  Gleichung  Xq  —  ^1;=  1 
genügen  müssen.  Sobald  nun  A  und  v  auf  dem  angegebenen  Wege 
bestimmt  sind,  so  kann  man  dann  unendlich  viele  Werthenpaare 
für  Q  und  yi  (nach  §.  24)  finden,  welche  diese  letzte  Forderung 
erfüllen.  Auf  diese  Weise  ist  also  wirklich  aus  (",'!„)  ^hie  eigent- 
liche Substitution  (J;  ")  gefunden,  welche  die  gegebene  Form  cp  in 
eine  ihr  äquivalente  zweiseitige  Form  1^  transformirt ,  und  hier- 
durch der  obige  Satz  bewiesen. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  obige  Form  (3,  13,  18),  welche 
durch  die  uneigentliche  Substitution  (1^;  tf)  in  sich  selbst  über- 
geht; wir  haben  also  nur 

A  —  ^  ±1 
V  — 4 

zu  setzen;  nehmen  wir  das  obere  Zeichen,  so  ist  A  =  +:l,  v  =  ^\ 
zu  setzen,  und  entsprechend  q  -]-  /tt  =  +  1.  Nehmen  wir  die 
oberen  Zeichen  und  (>  =  1,  fi  =  0,  so  erhalten  wir  die  Substitu- 
tion (1{;?),  durch  welche,  w4e  schon  oben  bemerkt  ist,  die  Form 
(3,  13,  18)  in  die  Form  (—.5,  — 5,  18)  übergeht,  welche  in  der 
That  eine  zweiseitige  Form  ist. 

Ferner:  Die  Form  (7,  1,  — 1)  geht  durch  die  uneigentliche 
Substitution  (Igj  I2)  ^"^  sich  selbst  über;  in  diesem  Fall  haben 
wir  also 
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l        2  +  1 


V 


zu  setzen;  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  wieder  das  obere 
Zeichen,  so  können  wir  wieder  A^=l,i;  =  —  1,  ^  =  1,  ^  =  0 
setzen;  und  in  der  That  geht  die  Form  (7,  1,  — 1)  durch  die 
Substitution  (1}|  J)  in  die  zweiseitige  Form  (4,  2,  —  1)  über. 


§.  59. 

Wir  verlassen  hiermit  diesen  interessanten  Gegenstand  und 
beschäftigen  uns  von  jetzt  an  ausschliesslich  mit  der  eigentlichen 
Aequivalenz;  nur  diese  soll  im  Folgenden  gemeint  sein,  wenn 
schlechthin  von  Aequivalenz  gesprochen  wird;  ebenso  soll  unter 
Substitution  immer  nur  noch  die  eigentliche  Substitution  verstan- 
den sein.  Werden  daher  zwei  Formen  /,  /'  äquivalent  genannt, 
so  bedeutet  dieser  Ausdruck  stets  (§.  56),  dass  eine  Substitution 
("'  'j)  existirt,  deren  Coefficienten  der  Bedingung  «d  —  ^y  =z-^^  1 
genügen,  und  durch  welche  /  in  /'  übergeht ;  umgekehrt  geht  dann 
/'  in  /  über  durch  die  inverse  Substitution  (_y'  ~^),  deren  Coeffi- 
cienten derselben  Bedingung  d'oc  — ( — /3)  ( — y)  =  -|-  1  genügen. 
Aus  dem  allgemeinen  Satze  des  §.55  geht  nun  folgender  specielle 
hervor:  Bind  zwei  Formen  einer  dritten  äquivalent^  so  sind  sie  auch 
einander  äquivalent;  und  dieser  Satz  bildet  die  Grundlage  für  den 
wichtigsten  Begriff  in  der  ganzen  Theorie  der  quadratischen  Formen. 

Es  sei  /  eine  bestimmte  gegebene  Form  von  der  Determinante 
Z),  und  F  der  Inbegriff  aller  der  Formen  /,  /',  /"...,  welche  mit 
/  äquivalent  sind;  zufolge  des  eben  erwähnten  Satzes  sind  nun  je 
zwei  in  dem  System  i^  vorkommende  Formen /', /"  ebenfalls  äqui- 
valent; ist  daher/'  irgend  eine  in  JP  vorkommende  Form,  so  ist  das 
System  aller  mit  /'  äquivalenten  Formen  identisch  mit  dem  System  F. 
Ein  solches  System  unter  einander  äquivalenter  Formen  soll  eine 
Classe  von  Formen"^)  odQY  eine  Formenclasse  heissen,  und  es  leuchtet 
ein,  dass  durch  irgend  ein  Individuum  einer  solchen  Classe  alle 
anderen  derselben  Classe  angehörenden  Formen  vollständig  be- 
stimmt sind;  man  kann  daher  immer  ein  solches  Individuum  als 
Bepräsentanten  der  Formenclasse  ansehen. 


*)   Gauss:  D.  A.  art.  223. 
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Es  würde  nicht  schwer  sein,  zu  beweisen,  dass  es  in  jeder 
solchen  Formenclasse  unendlich  viele  Individuen  giebt,  d.  h.  dass 
die  Anzahl  der  Formen,  in  welche  eine  gegebene  Form/  durch  die 
unendlich  vielen  verschiedenen  Substitutionen  ("'  ^)  übergeht,  in 
denen  aÖ  —  ßy  =  -\-  1,  unendlich  gross  ist,  obgleich  es  vorkommen 
kann,  und  zwar  bei  positiven  Determinanten  immer  vorkommt, 
dass  unendlich  viele  von  diesen  Substitutionen  die  Form  /  nur  in 
eine  und  dieselbe  Form  f  transformiren;  allein  dieser  Nachweis 
hat  für  uns  zunächst  kein  Interesse.  Von  grösserer  Wichtigkeit 
und  von  dem  grössten  Interesse  ist  dagegen  die  folgende  Be- 
trachtung. 

Denkt  man  sich  alle  Formen  von  einer  und  derselben  Deter- 
minante D  in  ihre  verschiedenen  Classen  eingetheilt,  und  wählt 
man  aus  jeder  Classe  nach  Belieben  eine  Form  als  Repräsentanten 
io  cjf^u^-X.  derselben,  so  erhält  man  ein  sogenanntes  vollständiges  System 
nicht  äquivalenter  Formen  für  diese  Determinante  D;  die  funda- 
mentale und  vollständig  charakteristische  Eigenschaft  eines  solchen 
vollständigen  Formensystems  S  besteht  darin,  dass  jede  beliebige 
Form  von  der  Determinante  D  stets  einer,  aber  auch  nur  einer 
von  den  in  diesem  System  S  enthaltenen  Formen  äquivalent  ist. 
Die  Anzahl  dieser  verschiedenen  Classen  (und  also  auch  ihrer  Re- 
präsentanten in  dem  vollständigen  Formensystem  S)  ist  nun,  wie 
sich  zunächst  für  negative,  später  auch  für  positive  Determinanten 
herausstellen  wird,  eine  endliche^  und  wir  bezeichnen  absichtlich 
schon  jetzt  die  genaue  Bestimmung  dieser  Classenanzalü  für  eine 
gegebene  Determinante  ^  welche  innig  mit  den  schönsten  algebrai- 
schen und  analytischen  Untersuchungen  dieses  Jahrhunderts  ver- 
knüpft ist,  als  die  letzte  und  hauptsächlichste  von  uns  zu  lösende 
Aufgabe. 

Der  Weg  zu  diesem  Ziele  wird  gebahnt  durch  die  Lösung  der 
beiden  folgenden  Hauptprobleme  in  der  Theorie  der  Aequivalenz: 

I.  Zu  entscheiden^  oh  zwei  gegebene  Formen  von  gleicher  Deter- 
minante äquivalent  sind,  also  derselben  Classe  angehören,  oder  nicht. 

II.  Alle  Substitutionen  zu  finden ,  durch  ivelche  die  eine  von 
zwei  gegebenen  äquivcdenten  Formen  in  die  andere  übergeht 

Es  wird  aber  gut  sein,  die  Beschäftigung  mit  diesen  beiden 
Problemen  dadurch  zu  motiviren,  dass  wir  zeigen,  wie  die  Theorie 
Aqv  Darstellung  der  Zahlen  durch  quadratische  Formen  vollständig 
auf  dieselben  zurückgeführt  werden  kann;  und  so  schicken  wir  im 
Folgenden  einige  Hauptsätze  dieser  Theorie  voraus. 


^U<..vid^ 
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§.  60. 

Man  nennt,  wie  schon  im  Anfang  dieses  Abschnittes  erwähnt 
ist,  eine  ganze  Zahl  m  darstellbar  durch  die  quadratische  Form 
(a,  &,  c),  wenn  es  zwei  ganze  Zahlen  x,  y  giebt,  welche  der  Glei- 
chung 

ax^  -}-  2hsctf  -}-  cy'^  ==  m  (1) 

genügen.  Wir  können  uns  aber  zunächst  auf  sogenannte  eigentliche 
Barstellungen  (x^  y)  beschränken,  in  welchen  die  beiden  darstellen- 
den Zahlen  x^  y  relative  Primsahlen  sind;  denn  ist  8  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  von  x  und  y^  so  ist  m  nothwendig  theilbar 
durch  ^2;  setzt  man  nun  x  =^  x' ö^  y  =-  y' 6  und.  m  =  m'ö^,  so 
wird  m'  offenbar  durch  die  Form  (a.h^c)  dargestellt,  wenn  x'xmdiy' 
als  darstellende  Zahlen  genommen  werden.  Da  nun  die  letzteren 
relative  Primzahlen  sind,  so  erkennt  man  leicht,  dass,  sobald  alle 
eigentlichen  Darstellungen  der  Zahlen  bekannt  sind,  hieraus  die 
übrigen  {uneigentlichen)  Darstellungen  leicht  gefunden  werden 
können;  wir  schliessen  daher  die  letzteren  von  unserer  jetzigen 
Betrachtung  ganz  aus.  Dies  vorausgeschickt,  schreiten  wir  zur 
Erforschung  der  erforderlichen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  die  Darstellbarkeit  einer  gegebenen  Zahl  m  durch  eine  ge- 
gebene Form  (a,  6,  c). 

1.  Wir  nehmen  also  an,  die  obige  Darstellung  (1)  der  Zahl 
m  durch  die  Form  (a,  h^  c)  von  der  Determinante  D  =  h^  —  ac 
sei  eine  eigentliche,  d.h.  x  und  y  seien  relative  Primzahlen.  Dann 
giebt  es  (nach  §§.  22,  24)  immer  unendlich  viele  Paare  von  ganzen 
Zahlen  |,  t^,  welche  der  unbestimmten  Gleichung  ersten  Grades 

^^-^1  =  4-1  (2) 

Genüge  leisten.  Wählen  wir  ein  solches  Paar  |,  rj  nach  Belieben 
aus,  so  geht  (nach  §.  56)  die  Form  (a,  6,  c)  durch  die  Substitution 
(y'  ,^j)  in  eine  äquivalente  Form  (m,  n,  l)  über,  deren  erster  CoefÜT 
cient  zufolge  (1)  die  dargestellte  Zahl  m  ist;  der  mittlere  Coeffi- 
cient  wird 

n  =  iax  ■\-  by)^  -f  {bx  -f  cy)ri,  (3) 

und  der  dritte  Coefficient  l  ergiebt  sich,  da  beide  Formen  (nach 
§.  56)  dieselbe  Determinante  haben,  aus  der  Gleichung  w^  —  ml  =  D 
(denn  m  kann  nicht  =  0  sein,  weil  sonst  D  ein  Quadrat  wäre). 
Da  nun  dieser  dritte  Coefficient  l  nothwendig  eine  ganze  Zahl  ist, 
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so  folgt,  dass  D  quadratischer  Best  von  m^  und  dass  n  eine  Wurzel  z 
der  Congruenz 

z^'  =  B  (med.  m)  (4) 

ist. 

2.  Gesetzt  nun,  man  nimmt  statt  der  beiden  Zahlen  |,  rj 
irgend  ein  anderes  Paar  von  Zahlen  |',  r^',  welche  derselben 
Bedingung  (2)  genügen,  so  geht  die  Form  (a,  h,  c)  durch  die 
Substitution  (y;  ,^i)  ebenfalls  in  eine  äquivalente  Form  (m,  n',  /') 
über,  und  man  erhält  wieder  eine  Wurzel 

n'  =  (ax  +  by)i'  -{-  (hx  -{-  cij)yi' 

der  Congruenz  (4).  Es  ist  nun  von  Wichtigkeit,  zu  untersuchen, 
in  welcher  Beziehung  diese  zu  der  Wurzel  n  steht  Nach  unseren 
früheren  Untersuchungen  (§.  24)  wird  jede  Lösung  |',  i?'  der  un- 
bestimmten Gleichung  XY}'  —  ?/|'=l  einmal  und  auch  nur  einmal 
erzeugt  durch  die  Formeln 

g'  =  g  -f-  XV,    ri'  =  rj  -{-  yv, 

wenn  v  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -f  co  durchläuft.  Sub- 
stituirt  man  nun  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  den  von  n\  so 
erhält  man,  mit  Berücksichtigung  von  (1)  und  (3),  das  Resultat 

n'  ^=  n  -\-  mv,  also  n'  ^  n  (mod.  m). 

Hieraus  folgt,  dass  alle  Wurzeln  7i,n'  der  Congruenz  (4),  welche 
auf  die  obige  Art  aus  einer  gegebenen  eigentlichen  Darstellung 
(x,  y)  der  Zahl  m  durch  die  Form  (a,  &,  c)  abgeleitet  werden 
können,  die  sämmtlichen  Individuen  einer  und  derselben  Zahl- 
classe  (mod.  m)  sind,  also  nur  eine  und  dieselbe  Wurzel  dieser 
Congruenz  bilden  (§.  21);  jedes  Individuum  dieser  Zahlclasse  wird, 
wenn  v  alle  ganzen  Zahlen  durchläuft,  d.  h.  wenn  man  der  Reihe 
nach  alle  Auflösungen  |,  rj  der  Gleichung  (2)  wirken  lässt,  ein- 
mal und  auch  nur  einmal  erzeugt.  Man  sagt  daher,  die  Dar- 
stellung (x,  y)  der  Zahl  m  gehöre  zu  dieser  Wurzel  n  (mod.  m) 
der  Congruenz  (4),  weil  durch  den  angegebenen  Process  nur  diese 
und  keine  andere  Wurzel  derselben  zum  Vorschein  kommt. 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  Form  («,  &,  c)  durch  die  sämmt- 
lichen Substitutionen  (y'  ;^),  deren  erster  und  dritter  Coefficient  die 
beiden  darstellenden  Zahlen  x  und  y  sind,  in  unendlich  viele  äqui- 
valente (parallele)  Formen  (m,  n,  l)  übergeht  (vergl.  §.  56),  deren 
gemeinschaftlicher  erster  Coefficient  die  dargestellte  Zahl  m  ist, 
während    der   mittlere    Coefficient    n    alle    Zahlen    einer    völlig 
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bestimmten  Classe  (mod.wi),  und  zwar  jedes  Individuum  derselben 
nur  einmal,  durchläuft"^). 

3.  Das  Vorhergehende  reicht  hin,  um  übersehen  zu  können, 
dass  die  Aufgabe^  alle  eigentlichen  Darstellungen  einer  gegebenen 
Zahl  m  durch  eine  gegebene  Form  (a,  ö,  c)  zu  finden^  auf  die 
Lösung  der  beiden  Probleme  zurückkommt,  die  wir  am  Schluss  des 
vorigen  Paragraphen  aufgestellt  haben.  Man  untersuche  zunächst, 
ob  D  quadratischer  Rest  von^  ist  oder  nicht;  im  letzteren  Fall 
ist  ni  durch  keine  einzige  Form  der  Determinante  J)  eigentlich 
darstellbar;  im  ersteren  Fall  bestimme  man  alle  incongruenten 
Wurzeln  der  Congruenz  (4),  und  verfahre  mit  jeder  einzelnen, 
wie  folgt.  Es  sei  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer  bestimmten 
Wurzel,  und  zwar  n'^  :=  D  -\-  ml^  so  ist  (m,  n,  l)  eine  bestimmte 
Form  von  der  Determinante  D.  Giebt  es  nun  eine  Darstellung 
(^,  y)  der  Zahl  m  durch  (a,  &,  c),  welche  zu  der  durch  n  reprä- 
sentirten  Wurzel  der  Congruenz  (4)  gehört,  so  ist  die  Form  (a,  6,  c) 
äquivalent  mit  (m,  n^  Z),   und  die  Darstellung  (x,  y)  liefert  eine 


*)  Es  liegt  nahe,  die  Zahlclasse  n  (mod.  m)  unmittelbar  aus  der  ge- 
gebenen Darstellung  [x,  y)  selbst  zu  bestimmen,  ohne  Zuziehung  der  Zahlen 
I,  ri.  Die  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3),  welche  beide  vom 
ersten  Grade  in  Bezug  auf  |,  ri  sind,  giebt 

mri  —1  ax  -\-  {Jb  -\-  n)y,    —  ml  =  {h  —  n)x  -\-  cy., 
und  hieraus  folgen  die  Congruenzen 

—  yn  ^  ax  -{-  by,    xn^bx~{-cy  (mod.  m), 
durch  welche  die  Zahlclasse  n  (mod.  m),  wie  man  leicht  erkennt,  vollständig 
bestimmt  ist.  — 

Wir  schalten  an  dieser  Stelle  noch  folgenden  Satz  ein,  von  welchem 
wir  später  Gebrauch  machen  werden:  Giebt  es  zwei  ganze  Zahlen  x,  y, 
welche  den  Bedingungen 

ax^  4"  2b xy  -\-  cy^  =  m 
ax  -\-  {b  -^  n)y  ^  0,    {b  —  n)x  -\-  cy  ^  0  (mod.  m) 

genügen,  wo  m,  n,  a,  b,  c  gegebene  Zahlen  bedeuten,  deren  erste  von  Null 
verschieden  ist,  so  ist  die  Form  (a,  b,  c)  mit  einer  Form  (m,  n,  l)  äquiva- 
lent, deren  erste  beide  Coefficienten  m,  n  sind.  Denn  setzt  man  die  auf  der 
linken  Seite  der  beiden  Congruenzen  befindlichen  Ausdrücke  resp.  gleich 
m  1],  —  m  ?,  so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  x,  y  und  Addition 
m{xT]  —  yi)  =  m,  also  xt]  —  y'^  =z  -\-  l^  woraus  dann  das  Uebrige  leicht 
folgt.  Dass  ferner  umgekehrt,  wenn  zwei  Formen  (a,  &,  c)  und  [m,  w,  l) 
äquivalent  sind,  stets  zwei  Zahlen  x,  y  existiren,  welche  den  vorstehenden 
Bedingungen  genügen,  leuchtet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  ein.  Mithin 
ist  die  Existenz  zweier  solcher  Zahlen  x^  y  vollkommen  charakteristisch 
für  die  Aequivalenz  der  beiden  Formen. 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  10 
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und  nur  eine  Substitution  (J'  f^) ,  durch  welche  die  erstere  in  die 
letztere  übergeht.  Es  muss  daher  zunächst  entschieden  werden, 
ob  die  beiden  gegebenen  Formen  (a,  h,  c)  und  (m,  n^  T)  von  der 
Determinante  B  äquivalent  sind  oder  nicht  —  dies  ist  das  erste 
der  beiden  genannten  Probleme;  gesetzt  nun,  die  beiden  Formen 
erweisen  sich  als  nicht  äquivalent ,  so  existirt  keine  einzige  zu 
dieser  Wurzel  n  gehörige  Darstellung  der  Zahl  m  durch  die  Form 
(a,  &,  c).  Zeigt  es  sich  aber,  dass  die  beiden  Formen  äquivalent 
sind,  so  müssen  alle  Substitutionen  (^'J^  aufgesucht  werden, 
durch  welche  (a,  &,  c)  in  (^?^,  n^l)  übergeht  —  dies  ist  das  zweite 
Problem.  Der  erste  und  dritte  Coefficient  {x  und  y)  einer  jeden 
solchen  Substitution  bilden  dann  auch  wirklich  eine  eigentliche 
zu  der  Wurzel  n  gehörige  Darstellung  der  Zahl  m  durch  (a,  6,  c), 
und  da,  wie  schon  bemerkt,  aus  jeder  solchen  Darstellung  (^,  y) 
umgekehrt  eine  und  nur  eine  solche  Substitution  (y'  |)  entspringt, 
so  erhält  man  durch  die  sämmtlichen  Substitutionen  der  an- 
gegebenen Art  auch  cäle  zu  n  gehörigen  Darstellungen,  und  jede 
nur  einmal.  Genau  in  derselben  Weise  verfährt  man  mit  den 
übrigen  Wurzeln  der  Congruenz  (4),  deren  Anzahl,  falls  m  und 
D  relative  Primzahlen  sind,  nach  §.  37  zu  bestimmen  ist. 


§.  61. 

Nachdem  wir  uns  in  der  vorhergehenden  Digression  davon 
überzeugt  haben,  dass  in  der  That  die  Theorie  der  Darstellung 
vollständig  auf  die  beiden  (in  §.  59)  erwähnten  Probleme  der  Lehre 
von  der  Aequivalenz  zurückgeführt  werden  kann,  so  wenden  wir 
uns  nun  zu  der  Lösung  derselben.  Das  erste.,  zu  erkennen,  ob 
zwei  Formen  von  gleicher  Determinante  äquivalent  sind  oder  nicht, 
erfordert  von  vornherein  ganz  verschiedene  Methoden,  je  nachdem 
die  Determinante  positiv  oder  negativ  ist;  in  beiden  Fällen  ist  aber 
die  Lösung  von  der  Art,  dass,  wenn  die  Aequivalenz  der  beiden 
Formen  erkannt  wird,  zu  gleicher  Zeit  auch  eine  Transformation 
der  einen  in  die  andere  gefunden  wird.  Da  also  bei  zwei  wirklich 
äquivalenten  Formen  immer  eine  solche  Transformation  durch  die 
Lösung  der  ersten  Aufgabe  gefunden  ist,  so  besteht  das  zweite 
Problem  nur  noch  darin,  aus  einer  solchen  Transformation  alle 
anderen  zu  finden;  und  da  die  Lösung  desselben  zunächst  nicht 


I 
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von  dem  Vorzeichen  der  Determinante  abhängt,  sondern  für  posi- 
tive wie  für  negative  Determinant^en  anfangs  eine  gleichmässige 
Behandlung  ziilässt,  so  stellen  wir  es  dem  anderen  voran. 

Unsere  Aufgabe  ist  also  die,  aus  einer  Substitution  L,  durch 
welche  eine  Form  (p  in  eine  äquivalente  Form  tI^  übergeht,  alle 
Substitutionen  S  zu  finden,  welche  denselben  Erfolg  haben.  Wir 
Ifönnen  dieselbe  sogleich  durcl]^einige  Bemerkungen  bedeutend 
vereinfachen,  indem  wir  sie  auf  den  einfachsten  Fall  reduciren,  in 
welchem  beide  Formen  identisch  sind.  Denn  gesetzt,  wir  kennen 
etile  Substitutionen  T,  durch  welche  die  Form  9  in  sich  selbst 
übergeht,  so  geht  cp  offenbar  durch  alle  Substitutionen  TL  in  die 
andere  Form  i/»  über.  Alle  diese  Substitutionen  TL  gehören  also 
zu  den  gesuchten  Substitutionen  S.  Jetzt  behaupten  wir  auch  um- 
gekehrt, dass  auf  diese  Weise  alle  Substitutionen  S  erzeugt  werden, 
und  jede  nur  ein  einziges  Mal;  denn  bezeichnen  wir  mit  L'  die 
inverse  Substitution  von  L  (durch  welche  also  die  Form  il)  in  die 
Form  (p  zurückkehrt),  so  ist  jede  in  der  Form  SL'  enthaltene 
Substitution  eine  solche,  durch  welche  die  Form  cp  in  sich  selbst 
übergeht,  und  gehört  mithin  zu  den  mit  T  bezeichneten  Substitu- 
tionen, so  dass  wir  SL'  =  T  setzen  können.  Da  nun  die  aus 
L'  und  L  zusammengesetzte  Substitution  L'L  =  (J^  J)  ist,  so  folgt 
hieraus  SL' L^=S  =  TL,  also  wird  wirklich  jede  Substitution  S 
auf  die  angegebene  Art  erzeugt.  Dass  endlich  jede  Substitution 
S  nur  durch  eine  einzige  Substitution  T  erzeugt  wird,  leuchtet 
hieraus  ebenfalls  ein;  ist  nämlich  TL  '^^  S,  so  ist  T  =  SL',  also 
ist  die  Substitution  T,  durch  welche  eine  bestimmte  Substitution 
S  erzeugt  wird,  immer  eine  vollkommen  bestimmte,  so  dass  zwei 
verschiedene  Substitutionen  T  auch  zwei  verschiedene  Substitu- 
tionen S  erzeugen. 

Da  also  der  Complex  der  Substitutionen  S  vollständig  mit 
dem  Complex  der  Substitutionen  TL  übereinstimmt,  wo  L  die 
gegebene  Substitution  bedeutet,  durch  welche  die  Form  cp  in  die 
äquivalente  Form  1}^  übergeht,  so  kommt  es  nur  noch  darauf  an, 
alle  Substitutionen  T  zu  finden;  unser  Problem  ist  daher  auf  das 
folgende  zurückgeführt: 

Alle  Suhstitufdonen  'zu  finden,  durch  welche  eine  Form  in  sich 
seihst  ühergelü. 

Bevor  wir  zur  Lösung  desselben  schreiten,  stellen  wir  eine 
Betrachtung  an,  welche  für  die  Folge  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

10* 
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Bedeutet  6  den  grössten  (positiven)  gemeinschaftlichen  Theiler  der 
drei  Zahlen  a,  2&,  c,  so  leuchtet  ein,  dass  alle  durch  die  Form 
(a,  &,  c)  darstellbaren  Zahlen  durch  ö  th eilbar  sind,  und  wir 
wollen,  wo  kein  Missverständniss  zu  besorgen  ist,  diese  Zahl  6 
kurz  den  Theiler  der  Form  (a,  5,  c)  nennen.  Dann  sind  zwei 
Fälle  möglich: 

1.  Ist  2  5:0  eine  gerade  Zahl,  so  geht  6  in  6,  und  folglich  ö^ 
in  der  Determinante  D  =  h^  —  ac  auf;  und  umgekehrt,  wenn  ö^ 
in  D  aufgeht,  so  ist  h  durch  ö  theilbar,  also  2h  :  ö  eine  gerade 
Zahl;  zugleich  ist  dann  6  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
der  drei  Coefficienten  a,  &,  c. 

2.  Ist  2b  :  ö  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  ö  jedenfalls  gerade, 
und  0.2  geht  nicht  in  D,  wohl  aber  in  42)  auf,  und  zwar  ist 

i# = ©' -  *  H  -  ■  <..i  *). 

also  4  D  ^  (5^  (mod.  4  ö^) ;  und  umgekehrt,  wenn  4  Z)  ^  ö^  (mod.  4  ö^), 
so  ist  auch  (2  by  ^  ö^  (mod.  4ö2)^  folglich  2b  :  ö  eine  ungerade 
Zahl;  zugleich  ist  Jö  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der 
drei  Coefficienten  a,  5,  c. 

Der  Theiler  6  einer  jeden  Form  von  der  Determinante  D  ge- 
nügt daher  entweder  der  Bedingung  D  ^  0  (mod.  ö-'),  oder  dieser 
4:D  ^  ö-  (mod.  4ö2);  umgekehrt,  ist  ö  eine  positive  Zahl,  welche 
der  einen  oder  anderen  dieser  Bedingungen  genügt,  so  existiren 
auch  Formen  (a,  6,  c)  von  der  Determinante  D,  deren  Theiler  ö 
ist;  je  nachdem  nämlich  ö  der  ersten  oder  der  zweiten  Bedingung 
genügt,  ist 

(e,0,^)    oder    (ö,|<J,  ^^^^) 

eine  Form  von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  ö,  und  zwar 
die  sogenannte  ewfachste  solche  Form  (forma  simplicissima);  die 
einfachste  Form  (1,  0,  — D)  vom  Theiler  1  heisst  die  Hauptform 
{forma  principalis)  der  Determinante  D*). 

Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  r  der  drei  Coefficienten 
a,  &,  c  einer  Form  (a,  &,  c)  ist  im  ersten  Fall  =  (5,  im  zweiten  =  -^  ö ; 
ist  nun  r  =  1,  so  heisst  die  Form  eine  ursprüngliche'^'^)  {forma 


*)  Gauss:  B.  A.  artt.  231,  250. 
**)  (ra?<.9.9:  D.  ^.  art.  22G. 
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primitwa\  und  zwar,  wenn  (5  =  1  ist,  eine  Form  der  ersten  Arf^) 
(forma  proprie  primitiva  oder  forma  propria  nach  Gauss\  dagegen, 
wenn  (5  =  2  und  also  D  ^  1  (niod.  4)  ist,  eine  Form  der  ziveiten 
Art  {forma  improprie  primitiva  oder  forma  impropria),  Ist  ferner 
T  >  1,  und  a—Ta\h  =  xh\  c  —  xc',  h'b'  —  a'c'  =  D\  7)  =  t2Z)', 
so  heisst  die  Form  (a,  h^  c)  abgeleitet  (derivata)  aus  der  ursprüng- 
lichen Form  («',  h\  c')  der  Detefminante  D'. 

Aus  den  Formeln  der  Transformation  [§.  54,  (2)]  geht  nun 
hervor,  dass,  wenn  eine  Form  (a\  h\  d)  unter  einer  Form  (a,  &,  c) 
enthalten  ist,  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  der  Zahlen  a,  2  ?>,  e 
auch  gemeinschaftlicher  Theiler  der  Zahlen  a\  2  &',  d  sein  muss, 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  je  zwei  äquivalente  Formen  den- 
selben Theiler  (5  besitzen;  mithin  kommt  dieser  Theiler  allen  zu 
einer  und  derselben  Classe  gehörigen  Formen  gemeinschaftlich  zu, 
und  kann  daher  füglich  der  Theiler  der  Formenclasse  genannt 
werden.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  dem  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  r  der  Coefficienten  a^  b,  c  einer  jeden  zu  einer 
bestimmten  Classe  gehörigen  Form  {a^b^  c).  Hiernach  leuchtet 
von  selbst  ein,  w^as  unter  der  einfachsten  Classe  vom  Theiler  (5, 
unter  der  Hauptclasse^  unter  einer  ursprünglichen  Classe  der 
ersten  oder  ziveiten  Art^  oder  unter  einer  abgeleiteten  Classe  zu 
verstehen  ist.  Endlich  biklet  der  Inbegriff  aller  Formen  von 
gleicher  Determinante  Z)  und  von  gleichem  Theiler  6  eine  so- 
genannte Ordnung'^'^)  {ordo\  und  aus  dem  Vorhergehenden  folgt, 
dass  dieselbe  der  Complex  aller  Classen  der  Determinante  D  ist, 
welche  den  Theiler  ö  haben. 
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Es  sei  nun  Q:^  ")  irgend  eine  Substitution,  durch  welche  die 
Form  (a,  &,  c)  von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  ö  in  sich 
selbst  übergeht,  so  ist  zunächst 

k  Q    —   ^V  =   l  (1) 

und  ferner  (nach  §.  54) 

aX^  4-  2bXv  -f  CV-'  =  a;  (2) 

a  l u  -\-  b (l  Q  -\-  ^v)  -\-  ev Q  =  b  ]  (3) 


*)  Dirichlet:   Beclierches  siir  diverses  applications   de  Vanalyse  infini- 
tesimale  ä  la  theorie  des  nombres.   2e  partie.  §.  7.    Crelle's  Journal,  Bd.  21. 
**)   Gauss:  D.  A.  art.  226. 
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da  aus  diesen  drei  Gleichungen  schon  folgt,  dass  (a,  Z>,  c)  in  eine 
äquivalente  Form  übergeht,  deren  erster  und  zweiter  Coefficient 
a  und  h  sind,  so  ist  der  letzte  Coefficient  c'  der  neuen  Form  wegen 
der  Gleichheit  der  Determinanten  nothwendig  =  c;  und  folglich 
drücken  diese  Gleichungen  vollständig  aus ,  dass  (^;  Q  eine  Sub- 
stitution der  verlangten  Art  ist  (dies  würde  nicht  ebenso  voll- 
ständig geschehen,  wenn  man  die  Gleichung  kg  —  ^v  =  1  durch 
die  andere  Gleichung  a^^  +  2h ^q  -\-  cq^^  =  c  ersetzen  wollte; 
denn  dann  würde  man  rückwärts  nur  schliessen  können,  dass 
Xq  —  ui/  =  +  1  ist). 

Wir  behandeln  diese  drei  Gleichungen  mit  den  vier  Unbe- 
kannten A,  /Lt,  1/,  Q  auf  folgende  Weise. 

Wird  A  Q  durch  ^v  -\-  1  ersetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  (3) 

die  Form 

aAfi  -f-  2h ^v  -\-  cvQ  =  0 

an;  verbindet  man  hiermit  die  Gleichung  (2)  und  eliminirt  einmal 
2  6,  dann  c,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (1) 
die  beiden  folgenden: 

aft-fcv  =  0;     a(l  —  q)  -\-  2hv  =  0. 

Da  a  von  Null  verschieden  ist  (weil  sonst  D  eine  Quadrat- 
zahl wäre),  so  kann  man  folglich 

a                         c            .                       2h  ,  X 

V  =^  —  u,     a  = tt,     A  —  Q  = u  (4) 

setzen,  worin  u  eine  neue  unbekannte,  und  zwar  ganze  Zahl  be- 
deutet, weil  v,  fi,  A  —  Q  ganze  Zahlen  sind,  und  ö  der  grösste 
gemeinschaftliche  Divisor  von  a,  c,  2  &  ist.  Setzen  wir  diese  Aus- 
drücke für  ^  und  v  in  die  Gleichung  (1),  so  erhalten  wir 

A^  =  -^it2-fl, 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  dem  vorstehenden  Ausdruck  für 
A  —  Q  die  Gleichung 

_ 
oder 


(A  +  (,)2  =  (A  —  p)2  -|-4A9  = 
'ö(A4-(>)^ 


(lii^y^D..^.^, 
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Hieraus  ergiebt  sich,  dass  ^(3ß-\-Q)  jedenfalls  eine  gan^e 
Zahl  sein  muss;  bezeichnen  wir  sie  mit  t^  so  erhalten  wir 

X  ^  Q  =  —  und  P  =  Bu^  +  (5l  (5) 

Wir  können  die  vorstehende  Untersuchung  mit  Rücksicht  auf 
(4)  und  (5)  in  Folgendem  zusammenfassen*): 

Ist  (^:' '")  eine  Substitution^  durch  welche  die  Form  (a,  &,  c)  von 
der  Determinante  D  und  vom  Theüer  6  in  sich  selbst  übergeht^  so 

ist  stets 

t  —  hu  cu 

ö       '     '    ~~  ~~  "ö" 

au  t  -]-  hu  ^  ^ 

wo  t^  u  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten^  tvelche  der  unbestimmten  Glei- 
chung 

t2   __    D^2   =:   ö2  (II) 

Genüge  leisten. 

Aber  dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Sind  t^  u  zwei  ganze^  der  Gleichung  (II)  genügende  Zahlen,  so 
sind  die  durch  die  Gleichungen  (I)  bestimmten  Zahlen  A,  fi,  v^  q 
die  ganzzahligen  Coefficienten  einer  Suhstitution  (j''  ^,),  durch  welche 
die  Form  (a,  &,  c)  in  sich  selbst  übergeht. 

Dies  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.  Zunächst  ist  zu  be- 
weisen, dass  A,  ft,  V,  Q  ganze  Zahlen  werden;  da  ö  in  a  und  in  c 
aufgeht,  so  sind  v  und  ^  ganze  Zahlen;  da  ferner  ö^  in  4i)  und 
zufolge  (II)  auch  in  4 1'^  aufgeht,  so  ist  2 1  theilbar  durch  ö,  und 
da  ö  auch  in  2  ö  aufgeht,  so  sind  21  und  2^  ebenfalls  ganze 
Zahlen,  deren  Summe  =  4^  :  ö,  also  eine  gerade  Zahl  ist;  mithin 
sind  2  X  und  2  q  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade ;  da 
aber  ihr  Product 


,  t^  —  hHi^         ,   6^—  acu^ 
=  4 -, =  4  - 


6^ 


K^-H-) 


gerade  ist,  so  sind  2  A  und  2  q  gerade  Zahlen,  also  A  und  q  ganze 
Zahlen. 

Nachdem  dieser  erste   Punct    sichergestellt   ist,  findet   man 
leicht  durch  wirkliche  Substitution   der  Ausdrücke  (I)  unter  Be- 


*)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  art.  162. 
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rücksichtigung  der  Gleichung  (II),  dass  die  drei  Relationen  (1), 
(2)  und  (3)  identisch  erfüllt  sind,  dass  also  in  der  That  die  Form 
,(a,  ö,  c)  durch  die  Substitution  (J'  ^J)  in  sich  selbst  übergeht. 

Aus  jeder  bekannten  Substitution  Q^  ")  kann  daher  (z.  B.  durch 
'die  Gleichungen  u  =  6v  :  a^  t  =  6k  -{-  bu)  eine  Lösung  f,  u  der 
Gleichung  (II)  gefunden  werden,  und  umgekehrt.  Es  ist  aber 
wichtig,  zu  bemerken,  dass  zwei  verschiedenen  Substitutionen  auch 
zwei  verschiedene  Lösungen  der  Gleichung  ,(II)  entsprechen,  und 
umgekehrt  zwei  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichung  (II)  auch 
zwei  verschiedene  Transformationen  der  Form  (a,  &,  c)  in  sich 
selbst.  Denn  die  Relationen  (I)  sind  derartig,  dass  gegebenen 
Werthen  ^,  ti  ein  und  nur  ein  System  von  Werthen  A,  fi,  v,  (>,  und 
umgekehrt  gegebenen  Werthen  von  A,  ^,  v,  (>  ein  und  nur  ein 
System  von  Werthen  ^,  tf  entspricht. 

Hiermit  ist  also  unser  Problem  nicht  vollständig  gelöst,  son- 
dern nur  auf  das  andere  reducirt: 

Alle  ganzzalüigen  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung  (II) 
zu  finden. 

Dieses  letztere  bietet  nun  nicht  die  geringste  Schwierigkeit 
dar,  sobald  die  Determinante  D  ne'gativ  ist.  Wenn  nämlich  ^ 
ihr  absoluter  Werth,  also  7)  =  —  z/  ist,  so  hat  die  Gleichung  (II) 

nur  eine  endliche  Anzahl  von  Lösungen  t,  u]  und  zwar  ist,  wenn 

1.  D  ^  0  (mod.  ö^),  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichung 
immer  :=  2,  sobald  z/  >  a^  ist;  diese  Lösungen  sind  offenbar 

#  =  +  ö,     w  =  0     und     f  =  —  ö,     i^  =  0; 

im  Fall  z/  =  02  ist  aber  die  Anzahl  der  Lösungen  =  4 ;  diese  sind 

t  =  6,     u  =  0\     t  =  —  ö,     u  =  0] 
t  =  0,    u=^l;     t  =  0,  u  =  —  l. 

2.  Ist  4:D=6^  (mod.4ö2)  und  folglich  4z/=  So«  (mod.  4  ö 2), 
so  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichung  stets  =  2,  so  oft 
4  z/  >  3ö2,  also  4  z/  ^  7ö2;  diese  sind 

t  =z  6,     ?^  =  0;     und     f  =  —  ö,     «i  =  0; 

im  Fall  4  z/  r=:  3  02  ist  aber  die  Anzahl  der  Lösungen  =  6 ;  diese 
sind 

^=-fö,  ?(  =  0;     t=-\-\6,  u=^l\    f=-^i(5,  ?(=— 1; 

t  —  —  ö,  u  =  0',     t  =  —  \ö,  u  =  —  1;     ^  =  — 1(?,  u  =  -{-  1. 
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Bei  weitem  schwieriger  ist  die  Theorie  der  Gleichung  (II)  für 
den  Fall  einer  positiven  Determinante  D,  und  hierin  zeigt  sich 
zuerst  die  grosse  Verschiedenheit  in  der  Natur  der  Formen  von 
positiver  und  derer  von  negativer  Determinante.  Wir  lassen  daher 
diese  Untersuchung  für  jetzt  fallen,  um  sie  später  (in  §.83)  wieder 
aufzunehmen,  nachdem  das  andere  in  §.  59  erwähnte  Problem  der 
Lehre  von  der  Aequivalenz  seine  Lösung  gefunden  haben  wird. 
Auch  bei  diesem  stellt  sich  etwas  Aehnliches  heraus,  indem  es 
durchaus  nothwendig  wird,  die  Formen  von  positiver  und  negativer 
Determinante  vollständig  gesondert  zu  behandeln ;  und  da  auch  hier 
die  Formen  von  negativer  Determinante  weit  weniger  Schwierig- 
keiten darbieten,  so  behandeln  wir  diese  zunächst. 

Um  aber  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen, 
schicken  wir  eine  Bemerkung  voraus,  welche  sich  gleichmässig  auf 
Formen  von  positiver  wie  von  negativer  Determinante  bezieht. 
Offenbar  geht  eine  Form  (a,  6,  «'),  in  welcher  wir  absichtlich  den 
letzten  Coefficienten  nicht  mit  c,  sondern  mit  a'  bezeichnen,  durch 
■eine  Substitution  von  der  Form  (_i'J)  in  eine  äquivalente  Form 
über,  deren  Coefficienten 

sind;  diese  Form  {a\  h\  a")  soll  der  Form  (a,  &,  a')  nach  rechts 
benachbart'^) ^  und  ebenso  soll  die  leztere  (a,  h,  a')  der  anderen 
(a',  h\  a")  nach  linJcs  benachbart  heissen.  Das  Charakteristische 
der  Beziehung  zweier  solcher  benachbarter  Formen  cp  und  cp' 
(formae  contiguae)  besteht  erstens  darin,  dass  sie  dieselbe  Deter- 
minante haben,  siveitens^  dass  der  letzte  Coefticient  a'  der  einen 
Form  (p  zugleich  der  erste  Coefficient  der  anderen  Form  cp'  ist, 
drittens^  dass  die  Summe  ihrer  mittleren  Coefficienten  b  4-  b'  durch 
diesen  gemeinschaftlichen  Coefficienten  a'  theilbar  ist.  Denn  haben 
zwei  Formen  (p  und  cp'  diese  drei  Eigenschaften,  und  setzt  man 
b  -]-  b'  =  —  a'  ö ,  so  geht  in  der  That  die  Form  (p  durch  die 
Substitution 

^ (-?:ä) 

*)   Gauss:  D.  A.  art.  160. 
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in  eine  neue  Form  über,  deren  erste  beide  Coefficienten  a',  V  mit 
denen  der  Form  9'  übereinstimmen;  und  da  die  neue  Form  jeden- 
falls der  Form  9  äquivalent  ist,  also  auch  dieselbe  Determinante 
wie  9  und  folglich  auch  wie  ^)'  hat,  so  muss  sie  mit  g)'  identisch 
sein*). 
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Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Untersuchung,  ob  zwei  gegebene 
Formen  von  gleicher  negativer  Determinante  B^^-  —  z/  äquivalent 
sind  oder  nicht.  Zunächst  ist. zu  bemerken,  dass  die  beiden  äusse- 
ren Coefficienten  a  und  c  einer  solchen  Form 

nothwendig  gleiche  Vorzeichen  haben,  da  ac  ^=h'^  -Kz/  positiv 
ist;  da  ferner 

aq)  =  (ax  +  hyy  -\-  J  iß 

ist,  so  zeigt  sich,  dass  alle  durch  die  Form  cp  darstellbaren  Zahlen 
dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  a  und  c.  Sind  daher  (a,  &,  c)  und 
(a',  &',  d)  äquivalente  Formen,  so  haben  die  äusseren  Coefficienten 
a\  c'  der  letzteren  Form  dasselbe  Zeichen  wie  die  der  ersteren.  Da 
ferner  aus  der  Aequivalenz  dieser  beiden  Formen  auch  die  der 
beiden  Formen  ( — a,  — &,  — c)  und  ( — a\  — &',  — c%folgt,  so 
können  wir  uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten 


*)  -Ha  (_?'J)  =  (— i'o)  (0'  1}  ^^*'  ^^  ^^^^^  ^^^^  ^^^  Uebergang  von 
(a,  5,  a')  zu  der  nach  rechts  benachbarten  Form  {a\  h',  a")  zusammen  aus 
dem  Uebergange  von  (a,  &,  a')  zu  der  (complementären)  Form  (a',  —  /;,  «) 
und  aus  demjenigen  von  («',  — &,  a)  zu  der  (parallelen)  Form  (a',  h\  a"); 
vergl.  §.  56.  —  Der  letzte  Grund,  weshalb  die  Substitutionen  von  der  Form 
(_J'J)  eine  so  wichtige  Rolle  spielen,  besteht  darin,  dass  aus  ihnen  alle 
anderen  sich  zusammensetzen  lassen ;  man  kann  die  Coefficienten  cF  in  ihrer 
Aufeinanderfolge  noch  gewissen  Beschränkungen,  namentlich  in  Bezug-  auf 
ihre  Vorzeichen,  unterwerfen,  in  der  Art,  dass  jede  beliebige  Substitution 
sich  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  aus  solchen  einfachen  Substitutionen 
zusammensetzen  lässt.  Eine  wichtige  Anwendung  findet  diese  Bemerkung 
in  der  Theorie  der  unendlich  vielen  Formen  der  »^-Functionen  und  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen.  Man  erkennt  ferner  leicht,  dass 
auch  der  in  §.  23  behandelte  Algorithmus  in  der  Theorie  dieser  Substitu- 
tionen und  ihrer  Zusammensetzung  enthalten  ist.  Man  vergleiche  ferner 
§•  81. 
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positiven  Formen  beschränken,  in  welchen  die  beiden  äusseren 
Coeflicienten  das  positive  Vorzeichen  haben. 

Um  nun  über  die  Aequivalenz  zweier  Formen  dieser  Art  zu 
entscheiden,  vergleicht  man  sie  nicht  direct  mit  einander,  sondern 
mit  sogenannten  rediicirten'^^y^t'oYmeTx.  Man  nennt  eine  Form 
(J[,  j5,  C)  von  negativer  Determinante  (und  positiven  äusseren 
Coefficienten)  eine  reducirte,  wenn  der  letzte  Coefficient  C  nicht 
kleiner  ist,  als  der  erste  J.,  und  der  erste  Ä  wieder  nicht  kleiner, 
als  der  absolute  Werth  des  doppelten  mittleren  Coefficienten  2J5, 

in  Zeichen,  wenn 

C  ^,  Ä^2  (B) 

ist,  wo  (B)  den  absoli>ten  Werth  von  B  bedeuten  soll.  Wir  be- 
weisen nun  zunächst  folgenden  Satz: 

Jede  Form  von  negativer  Determinante  ist  einer  reducirten 
Form  äquivalent. 

Zu  dem  Zweck  betrachte  man  die  der  gegebenen  Form  (a,  ö,  a') 
nach  rechts  benachbarten  Formen  {a\  h\  a")\  unter  diesen  wird 
es  immer  eine  (bisweilen  auch  zwei)  geben,  in  welchen  wenigstens 
die  eine  Bedingung  a'  ^  2(Z;')  erfüllt  ist.  Denn  unter  allen  mit 
—  h  nach  dem  Modul  a'  congruenten  Zahlen  giebt  es  eine  &',  deren 
absoluter  Werth  am  kleinsten,  und  zwar  kleiner  oder  wenigstens 
nicht  grösser  als  \ a!  ist  (falls  a'  gerade  und  h^\a!  (mod.  a')  ist, 
würde  es  zwei  solche  Zahlen  V  geben,  nämlich  +  \a!\  so  dass 
jedenfalls  V  ^  —  &  (mod.  a!)  und  ausserdem  2  (6')  <  d  ist.  Ist 
y  auf  diese  Weise  gefunden ,  und  6  -j-  ö'  =  —  a!  d\  so  geht  die 
Form  (a,  &,  a')  durch  die  Substitution 

0,1 
-  1,  ö. 

in  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (a',  &',  a")  über,  in  welcher 
2  (5')  ^  a'  ist.  Wenn  nun  gleichzeitig  sich  herausstellt,  dass 
a'  ^  a"  ist,  so  ist  (et',  6',  a")  eine  reducirte  Form  und  der  Process 
geschlossen.    Findet  sich  aber,  dass  das  Gegentheil 

a'  >  a" 
stattfindet,   so   ist   (a',  V^  a")   noch   keine   reducirte  Form.     Mit 
dieser  verfahre  man  ebenso  wie  mit  (a,  &,  a%  d.  h.  man  transfor- 
formire    sie  in  eine   nach  rechts  benachbarte  Form  («",  h'\  a'")^ 
in  welcher  2  {h")  <  a"  ist ;   sobald  dann   gleichzeitig  a"  <  a'"  ist, 


*)   Gauss:  B.  A.  art.  171.    Die  Bedingung   A  ^  VVsz/  ist  schon  eine 
Folge  der  beiden  anderen  (vergl.  §.  65). 
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so  ist  (a",  ö",  a'")  reducirt,  folglich  der  Process  geschlossen;  ist 
dies  aber  nicht  der  Fall,  also 

a"  >  a"\ 

so  setze  man  den  Process  in  derselben  Weise  fort.  Immer  aber 
wird  er  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  schliessen; 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  hätte  man  eine  nie  abbrechende 
Reihe  von  positiven  ganzen  Zahlen 

a',  a"  a'"  .  .  .  a("),  a("  +  i)  .  .  ., 

in  welcher  jede  folgende  mindestens  um  eine  Einheit  kleiner  wäre, 
als  die  unmittelbar  vorausgehende,  was  unmöglich  ist,  da  es  immer 
nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  positiver  Zahlen  giebt,  welche 
kleiner  sind  als  eine  gegebene. 

Auf  diese  Weise  ist  bewiesen,  dass  man  endlich  zu  einer  Form 
(a^">,  &(">,  a("  +  i>)  gelangen  muss,'in  welcher  nicht  nur  2  (?>(">)  ^  a<"), 
sondern  auch  a^")  <  a("  +  ^^  ist. 

Zugleich  ergiebt  sich  jedesmal  durch  die  wirkliche  Ausfüh- 
rung der  Operationen  eine  Substitution,  welche  aus  den  successiven 
Substitutionen  von  der  Form 

0,  1 

zusammengesetzt  ist,  und  durch  welche  die  gegebene  Form  (a,  h,  a') 
in  die  ihr  äquivalente  reducirte  Form  {a^^\  &<"\  a("  +  ^^)  übergeht. 
Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Form  (200,  100,  51),  deren  De- 
terminante Z)^  —  200  ist,  so  haben  w4r  b'  ^ —  100  (mod.  51)  zu 
setzen  und  finden  hieraus  h'  =  2  und  d  =  —  2 ;  die  Substitution, 
durchweiche  die  gegebene  Form  (200,100,51)  transformirt  werden 
muss,  ist  daher  gefunden;  da  wir  aber  den  ersten  und  zweiten 
Coefficienten  a'  und  h'  und  die  Determinante  D  kennen,  so  brauchen 
wir  diese  Transformation  nicht  wirklich  auszuführen,  sondern  wir 
berechnen  den  letzten  Coefficienten  a"  durch  die  Formel 

a"  = r^  =  a  -^  (b-h')d; 

a 

in  unserem  Fall  finden  wir  also  a"  =  4.  Die  benachbarte  Form  ist 
daher  (51,  2,  4);  sie  ist  nicht  reducirt,  weil  der  letzte  Coefficient 
kleiner  ist  als  der  erste.  Wir  wiederholen  daher  dieselbe  Ope- 
ration, indem  wir  h"  ^  —  2  (mod.  4)  und  folglich  h"  =  ±  2 
setzen,  wo  beide  Zeichen  zulässig  sind;  dann  ergiebt  sich  6'  =  —  1 
oder  =  0,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen 
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wird,  und  ausserdem  a'"  =  51;  also  ist  die  neue  Form  (4,+  2,51), 
und  diese  ist,  mag  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  wählen, 
reducirt.  Ferner  geht  die  gegebene  Form  (200,  100,  51)  durch 
die  Substitution 

/  0, -f-iw  or+i\    /-i, -i\ 

V- 1,  -  2j  \- 1,  - 1;  -  v+  2,  + 1; 

in  die  Form  (4,  2,  51),  dagegen  durch  die  Substitution 
/     0,  +  1\  /     0,  1\  _  /-  1,       0\ 

in  die  Form  (4,  —  2,  51)  über.  Man  sieht  aus  diesem  Beispiele, 
wie  einfach  der  angegebene  Algorithmus  sich  gestaltet. 


§.  6.5. 

Wir  sehen  ferner  an  dem  eben  behandelten  Beispiele,  dass 
eine  und  dieselbe  Form  zwei  verschiedenen  reducirten  Formen 
äquivalent  sein  kann,  woraus  folgt,  dass  auch  zwei  verschiedene 
reducirte  Formen  unter  einander  äquivalent  sein,  also  derselben 
Classe  angehören  können.  Da  es  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  dies 
allgemein  zu  untersuchen,  so  stellen  wir  uns  die  Frage : 

Wann  sind  zwei  reducirte  Formen  (a,  5,  c)  und  (a\  b',  c')  von 
gleicher  negativer  Determinante  D  =  —  z/  einander  äquivalent? 

Zunächst  ziehen  wir  einige  Folgerungen,  aus  den  beiden  Be- 
dingungen 

2(6)  ^  a,    a  ^  c, 

welche  ausdrücken,  dass  die  Form  (a,  &,  c)  eine  reducirte  ist.  Es 
ergiebt  sich  nämlich  aus  der  ersteren  4:h^  ^  a^,  aus  der  letzteren 
a'^  ^  ac^  also  auch  4 6^  ^  ac  oder  3h'^  ^  ac  —  b'^,  folglich 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  3ac==3z/  -f  Sb^  ^  4z/  und,  da 

a2  ^  ac  ist,  dass  

a  <  V|^ 
ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  die  beiden  reducirten  Formen  («,  ?;,  c\ 
(a',  b\  c')  seien  äquivalent,  so  dürfen  wir,  ohne  die  Allgemeinheit 
zu  beeinträchtigen,  voraussetzen,  dass 

a'  <  a 
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ist.    Es  sei  nun  ("'§)  dib  Substitution,  durch  welche   (a,  h,  c)  in 

(a',  h\  c'J  übergeht,  also 

1   ^=:  ad  —  ßr  (1) 

a'  =r  aa^-^2bay  +  cy'-  (2) 

h'  =  aaß  +  h{a8-Jrßr)-{-cyd.  (3) 

Multipliciren  wir  die  Gleichung  (2)  mit  a,  so  ergiebt  sich 
aa'  —  (a«  +  hy)^  -f-  z/y^; 

da  nun  sowohl  a,  als  auch  a'^  Vf  ^,  und  also 

ist,  so  folgt,  dass  in  der  vorstehenden  Gleichung  y^  entweder  =•  0 

oder  ==  1  sein  muss;  denn  wäre  y^  ^  4,  so  wäre  aa'  ^  4z/,  was 

mit  der  Bedingung  aa'  ^  |z/  streitet.    Wir  unterscheiden   nun 

diese  beiden  Fälle: 

I.    y  =  0. 

Dann  lauten  die  drei  obigen  Gleichungen  folgendermaassen : 

ad  =  1\  a'  =  aa-\  h'  =  aaß  -\-  h\ 

aus  der  ersten  folgt  w  =  5  =  + 1 ;  also  ist  a'  =  a,  und  die  dritte 
Gleichung  lehrt,  dass  h'  —  h  ^=  ^aß  durch  a  r=  a'  theilbar  ist ; 
da  nun  aber  (&)  ^  \a  und  (h')  ^  Ja',  also  auch  {h')  ^\a  ist,  so 
sind  nur  zwei  Fälle  möglich ;  entweder  ist  h'  —  h  =0,  also  h'  ^=h 
und  folglich,  da  schon  a'  ^=  a  ist,  auch  c'  =  c,  d.  h.  die  Formen 
sind  identisch,  in  welchem  Fall  sich  die  Aequivalenz  von  selbst 
versteht;  oder  es  ist  der  absolute  Werth  von  h'  —  &,  da  er  unmöglich 
grösser  als  a  sein  kann  und  doch  durch  a  theilbar  sein  muss,  gleich 
a\  in  diesem  Fall  muss  eine  der  beiden  Zahlen  &,  h'  gleich  -\-\a, 
die  andere  gleich  —  |  a ,  und  also  c'  =  c  sein ;  wir  werden  daher  auf 
zwei  nicht  identische  zweiseitige  Formen  (a,|a, c)  und  (a,  —  \a^c) 
geführt.  Diese  sind  aber  in  der  That  äquivalent,  und  die  erstere 
geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution  (J',+{)  über. 

IL    y  =  ±  1. 
In  diesem  Fall  lautet  die  Gleichung  (2)  folgendermaassen: 
a'  =  aoc2  -I-  2/;w  -I-  c; 

da  wir  angenommen  haben,  dass  a'  nicht  grösser  als  a,  und  folg- 
lich auch  nicht  grösser  als  c  ist,  so  folgt,  dass 

aa2  -!-  2ha  <  0 
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ist.  Da  nun  andererseits  1(1)  ^  a  und  stets  («)  ^  a^^  also  auch 
der  absolute  Werth  von  2  6«  nicht  grösser  ist  als  aoc^,  so  ist  ganz 
gewiss 

a  «2  4-  2  ?> «  ^  0. 

Es  kann  also    aa^  -f-  2&a   weder  '55t)sitiv   noch  negativ  sein,   und 

folglich  ist 

aw2  +  2&W  =  0, 

also  rt'  =  c;  da  aber   a'  ^  a  und  a  ^  c,  so  folgt  weiter,   dass 

sowohl  a'  =  a,  als  auch  c  ^^  a  ist.    Nun  kann  man  die  Gleichung 

(3)  mit  Hülfe  der  Gleichung  (1)  in  die  Form 

1)  -\-h'  =  aaß  -^  2ha6  ±  cd 

bringen,  und  da  c  =  a,  und  2hcc  =  ^  aoc^  ist,  so  ergiebt  sich 

h  -^  h'  =  a(ccß  T  «2^  ±  ö), 
d.  h.  h  -{-  h'  ist  theilbar  durch  a.  Hieraus  folgt  ganz  ähnlich  wie 
im  Fall  I,  dass  b  -\-h'  entweder  ==  0,  oder  dass  der  absolute  Werth 
von  b  -\-h'  gleich  a  sein  muss.  Im  letzteren  Fall  müssen  b  und  7/ 
einander  gleich,  nämlich  =  +  |öt  sein,  dann  erhielte  man  also 
wieder  den  Fall  zweier  identischen  Formen ,  der  kein  Interesse 
darbietet.  Im  ersteren  Fall  dagegen  ist  b'  =  —  &,  folglich,  da  a'  =  a^ 
und  auch  c  =  a  ist,  auch  c'  =::  c  ^  a;  wir  haben  daher  folgende 
zwei  Formen  (a,  &,  a)  und  (a,  — ??,  a),  welche  (wenn  b  von  Null 
verschieden  ist)  nicht  identisch  sind ;  diese  sind  wirklich  äquivalent, 
und  die  erstere  geht  in  die  letztere  durch  die  Substitution  (J;~J) 
über. 

Wir  fassen  das  Resultat  der  Untersuchung  in  Folgendem  zu- 
sammen: 

Die  beiden  einsigen  Fälle,  in  denen  zwei  nicht  identische  re- 
ducirte  Formen  derselben  Classe  angehören,  sind  die  folgenden: 
die  Formen  (a,  |  a,  c)  und  (a,  &,  a)  gehen  resp.  durch  die  Substitu- 
tionen 

1'  -  i^  ^md  ^'^  -  "^ 


0,  +  V         VI,     0, 

in  die  entgegengesetzten  Formen  (a,  —  |  a,  c)  und  (a,  —  b,  a)  über. 


§.  66.      < 

Hiermit  ist  nun  auch  die  Aufgabe  gelöst,  zu  entscheiden,  ob 
zwei  Formen  von  gleicher  negativer  Determinante  äquivalent  sind 
oder  nicht.     Sind  (p  und  i)  die  beiden  Formen,    so  transformire 
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man  jede  derselben,  Mls  sie  noch  nicht  reducirt  sein  sollte,  nach 
der  oben  (§.  64)  angegebenen  Methode  in  eine  reducirte  Form,  (p 
in  9',  ijj  in  ^'.  Stellt  sich  dann  heraus,  dass  (p'  und  ^'  identisch 
ausfallen,  oder  dass  sie  einen  der  beiden  eben  untersuchten  Fälle 
darbieten,  in  welchen  zwei  nicht  identische  reducirte  Formen  den- 
noch äquivalent  sind  (was  durch  den  Anblick  der  beiden  Formen 
augenblicklich  erkannt  wird) ,  so  sind  die  gegebenen  Formen  cp 
und  ifj  gewiss  äquivalent.  Und  zugleich  ergiebt  sich  eine  Sub- 
stitution, durch  welche  die  eine  Form  in  die  andere  übergeht; 
denn  durch  den  Process  der  Reduction  ergeben  sich  Substitutionen 
S,  durch  welche  cp  in  9',  und  jT,  durch  welche  1^  in  jp'  übergeht. 
Sind  daher  9'  und  t/;'  identisch,  so  geht,  wenn  T'  die  inverse  Sub- 
stitution von  T  bedeutet,  die  Form  cp  durch  die  zusammengesetzte 
Substitution  ST'  in  die  Form  t^  über.  Sind  dagegen  cp'  und  tj)' 
nicht  identisch,  aber  doch  äquivalent,  so  ist,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  immer  eine  Substitution  ZJ  bekannt,  durch  welche  cp'  in  i)' 
übergeht;  und  dann  geht  cp  durch  die  zusammengesetzte  Substitu- 
tion SUr  m  ^  über. 

Zeigt  sich  aber,  dass  die  Formen  cp'  und  ip'  nicht  identisch 
sind,  und  dass  sie  auch  keinen  der  beiden  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  singulären  Fälle  darbieten,  sind  also  diese  beiden 
reducirten  Formen  nicht  äquivalent,  so  sind  auch  die  beiden  ge- 
gebenen Formen  cp  und  1^  nicht  äquivalent,  wie  unmittelbar  aus 
§.  59  folgt. 

Hiermit  sind  für  negative  Determinanten  die  beiden  in  §.  59 
aufgestellten  Probleme  der  Lehre  von  der  Aequivalenz  vollständig 
gelöst:  soeben  das  erstere,  welches  darin  besteht,  über  die  Aequi- 
valenz oder  Nichtäquivalenz  zweier  gegebenen  Formen  zu  entschei- 
den; und  zugleich  haben  wir  jedesmal,  wenn  die  Entscheidung  für 
die  erstere  lautet,  auch  eine  Substitution  zu  finden  gelehrt,  durch 
welche  die  eine  Form  in  die  andere  übergeht.  Das  zweite  Problem ^ 
aus  einer  gegebenen  Substitution,  durch  welche  eine  gegebene 
Form  in  eine  (hierdurch  schon  völlig  bestimmte)  äquivalente  Form 
übergeht,  alle  Substitutionen  zu  finden,  durch  welche  die  erstere 
Form  in  dieselbe  zweite  Form  übergeht,  ist  in  den  §§.  61,  62  eben- 
falls vollständig  gelöst. 
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§.  67. 

Die  Theorie  der  reducirten  Fprmen  setzt  uns  nun  auch  in  den 
Stand,  für  jede  gegebene  negative  Determinante  ein  vollständiges 
System  nicht -äquivalenter  Formen  (§.  59)  aufzustellen,  wobei  wir 
uns  wieder  auf  solche  Formen  beschränken  wollen,  deren  äussere 
Coefficienten  positiv  sind.  Da  nämlich  jede  Form  von  negativer 
Determinante  D  =  —  z/  einer  reducirten  Form  und  im  Allgemei- 
nen auch  nur  einer  solchen  reducirten  Form  äquivalent  ist,  so 
brauchen  wir,  um  ein  vollständiges  Formensystem  zu  erhalten,  nur 
die  sämmtlichen  reducirten  Formen  aufzusuchen  und  jedesmal, 
wenn  zwei  solche  nicht  identische  Formen  einen  der  beiden  in 
§.  65  erwähnten  Fälle  darbieten,  eine  von  ihnen  nach  Belieben 
fortzulassen,  die  andere  beizubehalten.  Dass  die  Anzahl  der  so 
übrig  bleibenden  nicht  äquivalenten  reducirten  Formen  endlich 
ist,  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Bedingungen 

2  {h)  ^a-<c, 

denen  eine  reducirte  Form  (a,  &,  c)  genügen  muss,  und  der  hier- 
aus (in  §.  65)  gezogenen  Folgerung 


Bezeichnet   man   nämlich  die   grösste  ganze   in  V|z/  enthaltene 

Zahl  mit  l  (so  dass  A  ^  V J  z/  <  ^  -|-  1)  i  so  kann  der  mittlere 
Coefficient  h  keine  anderen,  als  die  folgenden  2A  +  1  Werthe 

0,  ±  1,  ±  2  .  .  .  ±  A 

haben;  und  wenn  man  dem  mittleren  Coefficienten  b  irgend  einen 
dieser  Werthe  beigelegt  hat,  so  ist  ac  =  h'^  -\-  ^',  also  hat  man  die 
Zahl  &2  _{_  ^  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei  positive  Factoren  zu 
zerlegen,  und  jedesmal  denjenigen,  welcher  den  anderen  an  Grösse 
nicht  übertrifft,  für  a,  den  letzteren  für  c  zu  nehmen;  stellt  sich 
dann  gleichzeitig  heraus,  dass  2  (^)  <  a  ist,  so  ist  die  so  gebildete 
Form  wirklich  eine  reducirte  und  deshalb  aufzuschreiben,  im  ent- 
gegengesetzten Falle  aber  fortzulassen.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
nothwendig  alle  reducirten  Formen;  ihre  Anzahl  ist  aber  noth- 
wendig  eine  endliche,  denn  die  Anzahl  aller  Zerlegungen  der 
(2  A  +  1)  Zahlen  von  der  Form  (ö-^  4-  z/)  in  zwei  Factoren  ist  selbst 
endlich.    Wir  haben  daher  das  Resultat: 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  \ \ 
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Die  Anzahl  aller  nicht  äquivalenten  reducirten  Formen  von 
negativer  Determinante^   d.h.  die  Classenanzahl  selbst  ist  endlich. 

Beispiel  1:  Für  die  Determinante  D  =  —  12  ist  z/  =  12; 
hieraus  A  =  ]/iz/  =  2;  wir  haben  daher  h  folgende  Werthe 
durchlaufen  zu  lassen 

0,    ±  1,     ±  2, 

und  dann  die  Zahlen  J2  _|_  j^  cl.  h.  die  Zahlen 

12,     13,     16 

auf  alle  möglichen  Arten  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen;  es  ist 

12  =  1.  12  =2.  6  =  3.  4 

13  =  1  .  13 

16  =  1  .  16  =  2  .  8  =  4  .  4. 

Dies  giebt,  indem  der  erste  Factor  immer  =  a,  der  zweite  =  c 
gesetzt  wird,  die  elf  Formen 

(1,0,12),     (2,0,6),     (3,0,4); 

(1,  ±  1,  13); 

(1,  ±  2,  16),    (2,  ±  2,  8),    (4,  ±  2,  4). 

Von  diesen  sind  die  folgenden  nicht  reducirt 

(1,  ±  1,  13),     (1,  ±  2,  16),     (2,  ±  2,  8), 

weil  in  ihnen  die  Bedingung  2(b)^a  nicht  erfüllt  ist;  als  wirk- 
lich reducirte  Formen  bleiben  daher  nur  die  folgenden  fünf  übrig 

(1,  0,  12),     (2,  0,  6),     (3,  0,  4),     (4,  ±  2,  4); 

allein  die  beiden  Formen  (4,  2,  4)  und  (4,  —  2,  4)  gehören  unter 
die  Ausnahmefälle  des  §.  65,  sind  also  äquivalent.  Mithin  enthält 
das  vollständige  Formensystem  nur  vier  Formen,  nämlich 

(1,  0,  12),     (2,  0,  6),     (3,  0,  4),     (4,  2,  4), 

die  als  Repräsentanten  ebenso  vieler  Classen  gelten.  Von  diesen 
vier  Formen  sind  nur  die  beiden  folgenden 

(1,  0,  12),    (3,  0,  4) 

ursprünglich,  und  zwar  sind  (da  I)  nicht  ^  1  (mod.  4)  ist)  beide 
von  der  ersten  Art. 

Beispiel  2:  Ist  Z)  =  —  35,  also  z/  r=  -f  35,  so  ist  A  =  3, 
also  kann  b  nur  die  sieben  Werthe 

0,     +  1,     ±2,     ±3 
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durchlaufen ;  diesen  entsprechen  die  Zahlen  h^  -{-  ^ : 

35,  36,  39,  44; 
die  Zerlegungen  derselben  in  zweiFactoren  sind  folgende 
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35  =r  1  .  35  =  5  .  7 

36  =  1  .  36  =  2  .  18 
^39  =  1  .  39  =  3  .  13 
44  =  1  .  44  =  2  .  22 


3  .  12  =  4  .  9 


6  .  6 


4  .  11. 

Aber  von  den  22  entsprechenden  Formen  erfüllen  nur  die  folgen- 
den 10  die  Bedingung  2(b)^a: 

(1,  0,  35),     (5,  0,  7),     (2,  ±  1,  18) 
(3,  ±  1,  12),     (4,  ±  1,  9),     (6,  ±  1,  6). 

Da  ferner  die  beiden  Formen  (2,  4^  1,  18)  den  Fall  I,  die  beiden 
Formen  (6,  +  1,  6)  den  Fall  II  des  §.  64  darbieten,  so  existiren 
nur  acht  nicht  äquivalente  reducirte  Formen 

(1,  0,  35),    (5,  0,  7),     (2,  1,  18) 
(3,  ±1,12),     (4,  ±1,9),     (6,  1,6); 

diese  sind  alle  ursprünglich;  sechs,  nämlich 

(1,  0,  35),     (5,  0,  7),    (3,  ±  1,  12),     (4,  ±  1,  9) 
sind  von  der  ersten,  die  beiden  anderen 

(2,  1,  18),     (6,  1,  6) 
sind  von  der  zweiten  Art. 

Beispiel  3:    Ist  Z)  =  —  48  =  —  z/,  so  ist  A  =  4,  so  dass  h 
folgende  Zahlen 

0,  ±  1,  ±  2,  ±  3,  ±  4 

durchlaufen  muss;  die  Zerlegungen  der  entsprechenden  Zahlen 
Z>2  -J-  z/  sind  folgende: 

48  =  1  .  48  ==  2  .  24  ==  3  .  16  =  4  .  12  =  6  .  8 

49  =  1  .  49  =  7  .  7 

52  =  1  .  52  =  2  .  26  =  4  .  13 

57  =  1  .  .57  =  3  .  19 

64  =  1  .  64  =  2  .  32  =  4  .  16  —  8  .  8. 

Von  den  entsprechenden  27  Formen  sind  nur  folgende  11  reducirt: 

(1,  0,  48),     (2,  0,  24),     (3,  0,  16),     (4,  0,  12), 
(6,  0,  8),     (7,  ±  1,  7),     (4,  ±  2,  13),     (8,  ±  4,  8). 

11* 
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Unter  diesen  besteht  jedes  der  drei  Paare  (7,  +  1,  7),  (4, +  2,  13), 
(8,  +  4,  8)  aus  je  zwei  äquivalenten  Formen;  also  bleiben  nur  acht 
nicht  äquivalente  Formen: 

(1,  0,  48),     (2,  0,  24),     (3,  0,  16),     (4,  0,  12), 
(6,  0,  8),     (7,  1,  7),     (4,  2,  13),     (8,  4,  8). 

Ursprünglich  von  der  ersten  Art  sind  die  folgenden  vier: 

(1,  0,  48),     (3,  0,  16),     (7,  1,  7),     (4,  2,  13), 

die  anderen  vier  sind  derivirte  Formen. 


§.68. 

Um  schon  jetzt  einen  Begriff  von  der  Fruchtbarkeit  dieser 
Untersuchungen  zu  geben,  verbinden  wir  in  einigen  Beispielen  die 
gewonnenen  Resultate  mit  der  in  §.  60  vorausgeschickten  Theorie 
der  Darstellung  der  Zahlen  durch  bestimmte  quadratische  Formen, 
bemerken  jedoch  gleich,  dass  die  folgenden  Sätze  nur  specielle 
Fälle  eines  grossen  allgemeinen  Satzes  sind. 

Die  Formen  der  Determinante  I)  =  —  1  bilden  nur  eine 
einzige  Classe,  denn  es  giebt  für  diese  Determinante,  wie  man 
leicht  erkennt,  nur  die  einzige  reducirte  Form 

(1,  0,  1)  =  ^2  +  ^2. 

Wir  fragen  nun  nach  dem  System  der  durch  diese  Form  darstell- 
baren, d.  h.  also  in  zwei  Quadrate  zerlegbaren  Zahlen  m ;  um  aber 
die  frühere  Theorie  unmittelbar  anwenden  zu  können,  lassen  wir 
nur  eigentliche  Darstellungen  (x^  y)  gelten,  in  denen  die  beiden 
darstellenden  Zahlen  x^  y  relative  Primzahlen  sind;  ferner  wollen 
wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  ungerade  darstellbare  Zahlen 
m  beschränken.  Es  sei  also  m  eine  solche  darstellbare  ungerade 
Zahl,  so  ist  zunächst  m  positiv.  Da  ferner  die  Determinante  —  1 
quadratischer  Rest  von  m  ist,  so  müssen  alle  in  m  aufgehenden 
Primzahlen  von  der  Form  4  7^  -f  1  sein.  Umgekehrt,  ist  diese 
Bedingung  erfüllt,  so  ist  die  Determinante  —  1  quadratischer 
Rest  von  w,  und  die  Congruenz 

z^  ^  —  1  (mod.  m) 

hat  im  Ganzen  (nach  §.  37)  2"  incongruente  Wurzeln,  wenn  ft  die 
Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  in  in  aufgehenden  Prim- 
zahlen bedeutet  (dies  gilt  selbst  für  den  Fall,  in  welchem  |Lt  =  0, 
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m  ■=  1  ist).  Es  sei  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer  bestimmten 
dieser  Wurzeln,  und  n^  -\-  l  =  ml^  so  bilde  man  die  quadratische 
Form  (m,  w,  I)  von  der  Determinante  —  1;  da  nur  eine  einzige 
Formenclasse  existirt,  so  ist  diese  Form  der  reducirten  Form  (1,0, 1) 
nothwendig  äquivalent,  und  man  wird  durch  die  in  §.  66  ange- 
gebene Methode  eine,  und  hieraus  nach  §§.  61,  62  alle  Trans- 
formationen finden,  durch  welche  (1,  0,  1)  in  (m,  n,  1)  übergeht. 
Die  Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  Transformationen 
{^'0  ist  (nach  §§.  61,  62)  stets  =  4;  ebenso  viele  Darstellungen 
(^,  y)  der  Zahl  m  existiren  daher,  welche  zu  derjenigen  Wurzel 
gehören,  deren  Repräsentant  n  ist.  Und  da  dasselbe  Raisonne- 
ment  auf  jede  der  2"  Wurzeln   der  obigen  Congruenz  passt,   so 

existiren  im  Ganzen 

4.2"  =  2" +  2 

verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  m. 

Stellt  man  aber  die  Frage,  auf  wie  viele  verschiedene  Arten 
eine  solche  Zahl  m  in  zwei  Quadrate  zerlegt  werden  kann,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Ordnung  der  beiden  Quadrate  und  auf  die  Vor- 
zeichen ihrer  Wurzeln,  so  liefern  je  acht  verschiedene  Darstel- 
lungen von  der  Form 

(i  ^?  i  y)    ^i^c^   (ii  y^  i  ^) 

nur  eine  einzige  Zerlegung  m  =  ^2  _j_  ^2  (^yon  diesen  acht  Dar- 
stellungen gehören  vier,  nämlich 

(x,  y\    (—  X,  —  ij\    (—  y,  x\    (y,  —  x) 

zu  einer,  und  die  anderen  vier 

{x,  —  y\    (—  X,  y),    (—  y,  —  x),     (y,  x) 
zu   der   ihr  entgegengesetzten  Wurzel);    folglich   ist   die    Anzahl 
dieser  verschiedenen  Zerlegungen 

==  2"-i, 
mit  einziger  Ausnahme  des  Falles  m  =  1,  weil  dann  nicht  acht, 
sondern  nur  vier  verschiedene  Darstellungen 

(4:  1,  0)    und    (0,  4:  1) 
existiren,  die  sich  zu  der  einzigen  Zerlegung  l  =  V  -\-  0'^  vereinigen. 
In  diesem   allgemeinen   Resultat   ist   als  specieller  Fall   der 
berühmte  von  Fermat  aufgestellte,  zuerst  von  Etiler'')  bewiesene 
Satz  enthalten: 


*)  Demonstratio    tlieorematis    Fennatiani,    omnem    numerum    primum 
formae  4n  -f-  1    ^^^^  summam   duorum  quadratorum,   Nov.   Comm.  Petrop. 
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Jede  (positive)  Fn'tn^aJd  von  der  Form  4:Ji  -\-  l  lässt  sich  stets^ 
und  zivar  nur  auf  eine  einsige  Weise  in  zwei  Quadrate  zerfallen. 

Die  Bedingung,  class  die  Quadrate  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  fällt  hier  fort,  da  sie  sich  von  selbst  versteht. 

Beisinel  1 :  Die  Zahl  37  ist  eine  Primzahl  von  der  Form 
4  /^  +  1 ;  clie  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  z'^  ^  —  1  (mod.  37) 
findet  man  (z.  B.  mit  Hülfe  des  Wilson'schen  Satzes)  ^  +  6; 
nimmt  man  n  =  6,  so  hat  man  die  Form  (37,  6,  1)  zu  betrachten, 
welche  durch  die  Substitution  (_  J|  IJ)  in  die  reducirte  Form  (1, 0, 1) 
übergeht;  umgekehrt  geht  also  (1,  0,  1)  durch  die  inverse  Substi- 
tution (ipj;  ~J)  in  (37, 6,1)  über.  Also  ist  die  gesuchte  Zerlegung 
folgende:  37  =  6^  -j-  P;  es  ist  nicht  nöthig,  die  vier  zu  dieser 
Wurzel  -|-  6,  und  die  anderen  vier  zu  der  entgegengesetzten  Wurzel 
—  6  gehörenden  Darstellungen  hier  einzeln  aufzuschreiben. 

Beispiel  2:  Die  Zahl  m  =  65  =  5  .  13  ist  das  Product  aus 
den  beiden  Primzahlen  5  und  13,  welche  beide  die  Form  4/i  -j-  1 
haben.  Mithin  giebt  es  2*  =  IG  verschiedene  Darstellungen,  also 
nur  zwei  verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  65.  Die  vier  Wurzeln 
der  Congruenz  z'^^ —  1  (mod.  65)  sind  +  8  und  +  18;  wir  bilden 
daher  die  beiden  Formen  (65,  8,  1)  und  (65,  18,  5),  welche  durch 
die  Substitutionen  (_J'  lg)  und  (:j:J|  ",)  in  die  reducirte  Form 
(1,  0,  1)  übergehen;  die  inversen  Substitutionen  sind  (tjTi' ""i)  und 
(il'  1?),  und  folglich  sind  die  beiden  gesuchten  Zerlegungen  fol- 
gende : 

65  =  8^  +  P  =  72  +  42. 


§.  69. 

Alle  Formen   der  Determinante  B  =  —  2  bilden   ebenfalls 
nur  eine  einzige  Classe,  da  nur  eine  einzige  reducirte  Form 

{\,0,2)  =  x-^  +  2^/2 

vorhanden  ist.     Wir   fragen  auch  hier  wieder  nach   allen  durch 
diese  Form  darstellbaren   ungeraden  Zahlen  m\  die   erste  Bedin- 


V,  p.  3.  —  Unter  den  zahlreichen  späteren  Beweisen  zeichnet  sich  der  von 
H.  J.  Smith  durch  grosse  Einfachheit  aus:  De  compositione  numerormn 
primomm  formae  4A-J-1  ex  duohus  qiiadratis  (Crelle's  Journal,  Bd.  50).  — 
Vergl.  auch  §.  83,  Anmerkung,  und  §.  159. 
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gung  ist  die,  dass  —  2  quadratischer  Rest  von  m  sein  muss ;  dazu 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jede  in  m  aufgehende 
(also  ungerade)  Primzahl  p         ^ 


P 

also  })  von  einer  der  heiden  Formen  8/i  -|-  1  oder  8/i  -|-  3  sei. 
Umgekehrt:  sind  die  sämmtlichen  ^  in  m  aufgehenden  Prim- 
zahlen 2^  a^lö  von  der  Form  8h  -\-  l  oder  8/i  -f  3,  so  hat  die 
Congruenz  /» 

^2  ^  —  (mod.  7u) 

stets  2"  incongruente  Wurzeln.  Ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant 
einer  solchen  Wurzel,  und  n^  -]-  2  ^=  ml^  so  ist  die  Form  (w,  w,  l) 
nothwendig  der  Form  (1,  0,  2)  äquivalent;  man  findet  daher  (nach 
§.  66)  eine  Substitution  (J|  ,^) ,  durch  welche  die  letztere  in  die 
erstere  übergeht;  ausser  dieser  existirt  (nach  §.  62)  nur  noch  die 
andere  (zJ;Z,^),  welche  dieselbe  Eigenschaft  hat;  es  giebt  daher 
zwei  verschiedene  Darstellungen  (.^,  y)  und  ( —  x^  —  y)  der  Zahl  m, 
die  zu  dieser  Wurzel  gehören.     Im  Ganzen  giebt  es  daher 

2  .  2"  =  2."  +  i 
verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  m  durch  die  Form  (1,  0,  2). 
Man  erkennt  ferner  leicht,  dass,  wenn  die  beiden  Darstellungen 
4;  {x^  y)  zu  der  Wurzel  n  gehören,  entsprechend  die  beiden  Dar- 
stellungen 4:  {x^  —  y)  zu  der  entgegengesetzten  Wurzel  —  n  ge- 
hören. Je  vier  solche  Darstellungen  geben  eine  und  dieselbe 
Zerlegung  der  Zahl  m  in  ein  Quadrat  und  ein  doppeltes  Quadrat 
mithin  ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Zerlegungen 

die  einzige  Ausnahme  bildet  wieder  der  Fall,  in  welchem  /[*  =  0, 
also  m  =1  ist;  denn  dann  vereinigen  sich  die  zwei  verschiedenen 
Darstellungen  [+  >^  ist^  —  n  (mod.  1)]  zu  der  einzigen  Zerlegung 
l  =  12-|-2.02.  Der  interessanteste  specielle  Fall*)  ist  wieder 
der,  in  welchem  ft  =  1  ist: 

Jede  Primzahl  p  von  einer  der  heiden  Formen  8  h  -\-  1  oder 
8  h  -\-  3  lässt  sich  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  ein 
Quadrat  und  ein  doppeltes  Quadrat  zerlegen. 


*)  Lagravge:  Becherches  cV Ärithmetique  (Nouv.  Mem.  de  l'Ac.  de  Berlin 
1775). 
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Beispiel  1:  Ist  m  =41,  so  ist  die  Bedingung  erfüllt;  f*  ist 
=  1 ;  die  beiden  Wurzeln  der  Congruenz  ^2  ^  _  2  (mod.  41)  sind 
+  11;  die  Form  (41,  11,  3)  geht  durch  die  Substitution  (~J;  ~^)  in 
die  Form  (1,  0,  2)  über,  diese  also  rückwärts  in  jene  durch  die 
Substitution  (JI^;!});  also  ist  ;z;  =  3,  «/  =  —  4,  und  folglich 

41  =  32  4-  2.42. 

Beispiel  2:  Ist  m  ==  33  =  3  .  11,  so  ist  die  Bedingung  er- 
füllt; ^  ist  =  2,  und  folglich  muss  es  zwei  verschiedene  Zerlegun- 
gen geben.  Die  Wurzeln  der  Congruenz  ^2  ^  —  2  (mod.  33)  sind 
+  8  und  +14:  wir  bilden  daher  die  beiden  Formen  (33,  8,  2)  und 
(33,  14,  6),  welche  resp.  durch  die  Substitutionen 


(Ti-?) 


"'''Vi-i 


in  die  Form  (1,  0,  2)  übergehen;  die  inversen  Substitutionen  sind 

(=;;_?) -(=|.z?) 

und  folglich  ist 

33=  12  -[-  2  .  42  =  52  -}-  2  .  22. 


§.  70. 

Alle  Formen  der  Determinante  D= — 3  bilden  zwei  Classen, 
als  deren  Repräsentanten  man  die  reducirten  Formen 

(1,  0,  3)  =  ^2  ^  3^,2 
und 

(2,  1,  2)  =  2^2  _|_  2rz^2/  +  2?/2 

annehmen  kann;  sie  sind  resp.  von  der  ersten  und  zweiten  Art. 
Ungerade  Zahlen  können  offenbar  nur  durch  die  erstere  dargestellt 
werden;  es  sei  daher  m  eine  ungerade  und  der  Einfachheit  wegen 
durch  3  nicht  theilbare  Zahl;  damit  sie  durch  die  Form  (1,  0,  3) 
darstellbar  sei,  ist  erforderlich,  dass,  wenn  p  irgend  eine  in  ihr 
aufgehende  Primzahl  ist, 

■    (^) -(!)=  +  ■■ 

folglich  y  von  der  Form  3/^  -j-  1  sei.     Umgekehrt,   sobald   diese 

Bedingung  für  alle  fi  in  m  aufgehenden  Primzahlen  p  erfüllt  ist, 

so  hat  die  Congruenz 

^2  ^  —  3  (mod.  m) 
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stets  2"  incongruente  Wurzeln;  ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant 
einer  solchen,  und  n^  -\-  3  =  mZ,  so  ist  die  Form  (m,  n,  1)  von  der 
ersten  Art  (da  m  ungerade  ist)  liiid  folglich  der  Form  (1,  0,  3) 
äquivalent.    Es  giebt  also  (nach  §.  62)  zwei  Substitutionen 

\y^v/         \—y^—vJ 

durch  welche  die  Form  (1,  0,  3)  in  die  Form  (m,  n^  l)  übergeht, 
und  folglich  auch  zwei  Darstellungen  (x^  y)  und  ( —  x,  —  y)  der 
Zahl  m,  welche  zu   dieser  Wurzel  gehören.     Im  Ganzen  giebt  es 

daher 

2  .  2"  =  2f^  +  i 

verschiedene  Darstellungen  einer  solchen  Zahl  m  durch  die  Form 
(1,  0,  3),  die  sich  aber  wieder  auf  nur 

i  ^  2"  +  !  =  2"-i 
verschiedene   Zerlegungen   der  Zahl  m  in  ein  einfaches  und  ein 
dreifaches  Quadrat  reduciren  (nur  auf  den  Fall  ft r=  0,  also  m=l 
passt  die  letztere  Formel   wieder  nicht).     Besonders  bemerkens- 
werth  ist  der  zuerst  von  Euler '^)  bewiesene  specielle  Fall: 

Jede  Primzahl  von  der  Form  3/^4-1  ^sf  stets  und  nur  auf 
eine  einzige  Weise  in  ein  einfaches  und  ein  dreifaches  Quadrat 
zerlegbar. 

Gehen  wir  nun  zu  den  durch  die  zweite  Form  (2,  1,  2)  dar- 
stellbaren, noth wendig  geraden  Zahlen  über;  wir  beschränken  uns 
auf  diejenigen  von  der  Form  1m^  wo  m  wieder  eine  ungerade  und 
durch  3  nicht  theilbare  Zahl  bedeutet.  Dann  erkennen  wir  leicht, 
dass  derComplex  dieser  Zahlen  m  mit  dem  eben  behandelten  voll- 
ständig identisch  ist.  Denn  aus  der  Möglichkeit  der  Congruenz 
^2^  —  3  (mod.  m)  folgt  auch  die  der  Congruenz  ^2  ^  _  3  (mod.  2  m\ 
und  umgekehrt  (§.  37),  und  ausserdem  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln 
wieder  =  2".  Ist  ferner  n'  ein  bestimmter  Repräsentant  einer 
solchen,  und  n"^  -{-  Z=^2ml^  so  ist  die  Form  (2 m, 7^',  ?)  nothwendig 
von  der  zweiten  Art  (denn  der  mittlere  Coefficient  n'  ist  ungerade, 
folglich  7  gerade)  und  also  gewiss  der  Form  (2,  1,  2)  äquivalent; 
man  kann  daher  (nach  §.  62)  sechs  verschiedene  Transformationen 
der  letzteren  Form  in  die  erstere  finden,  aus  welchen  folgende 
sechs  Darstellungen 

±  (^.  y\  ±(y^  —^  — ?/)'  ±  (^  +  2A  — ^) 


*)  Supplementum  quorundam  theorematum  arithmeticorum.  (Nov.  Comm. 
Petrop.  VIII.) 
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entspringen,  die  alle  zu  derselben  Wurzel  n'  gehören  (die  sechs 
zu  der  entgegengesetzten  Wurzel  —  n'  gehörenden  Darstellungen 
entstehen  aus  diesen  durch  Vertauschung  der  ersten  darstellenden 
Zahl  mit  der  zweiten)*).     Im  Ganzen  existiren  daher 

6  .  2'^  =  3  .  2."  +  i 

verschiedene  Darstellungen  der  Zahl  2m  durch  die  Form  (2,  1,  2), 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Zahl  m  durch  die  Form  x"^  -\-  xij  -{-  \ß. 
Sieht  nian  je  vier  zusammengehörige  Darstellungen  von  der  Form 

{x,  y%  (—X,  —y%  (y,  x),  (—y,  —x) 

als  nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  ist  die  Anzahl  der  wesent- 
lich verschiedenen  Darstellungen  nur  noch 

==  3  .  2"-!. 

Für  eine  Primzahl  jj  von  der  Form  3  /i  -j-  1  giebt  es  daher  immer 
drei  wesentlich  verschiedene  Darstellungen  durch  die  Form 
x^  -{-  xy  -\-  y'\ 

Beispiel:  Ist  m  =  13,  so  sind  w  =  +  7  die  Wurzeln  der 
Congruenz  ^'^  ^  —  3  (mod.  26)  und  also  auch  der  Congruenz 
^2^  —  3  (mod.  13).  Wir  bilden  daher  die  beiden  Formen  (13,  7,  4) 
und  (26,  7,  2).     Sie  gehen  resp.  durch  die  Substitutionen 

-i;-|)u„d  {_lll 

in  die  Formen  (1,  0,  3)  und  (2,  1,  2)  über.  Die  beiden  inversen 
Substitutionen  sind 

und  folglich  ist 

13  =  12  -f  3(— 2)2  =  (—4)2  -f  (— 4).l  +  12; 

hieraus  findet  man  leicht  die  beiden  anderen  Darstellungen 

13  =  42  +  4  .  (— 3)  +  (—3)2 
=  32  -I-  3  .  1  +  12. 

*)  Da  von  den  Zahlen  er,  y,  x  -\-  y  stets  eine  und  nur  eine  gerade  ist, 
so  giebt  es  unter  den  sechs  zu  der  Wurzel  71'  gehörenden  Darstellungen  der 
Zahl  2  m  immer  zwei  +  (cc',  y'),  in  welchen  y'  gerade  ist  =  2ii;  setzt 
man  ferner  x'  -}-  u  :=  i,  so  geht  die  Gleichung  x' x' -\- x' y' -\- y' y' =^  m 
über  in  tt-\-Su  11=:  m,  d.  h.  man  erhält  eine  Darstellung  {t,  u)  der  Zahl 
m  durch  die  Form  (1,0,3),  uud  zwar  gehört  diese  Darstellung  zu  derselben 
Wurzel  n'.  Hierin  besteht  der  Zusammenhang  zwischen  den  Darstellungen 
der  Zahlen  m  und  2m  resp.  durch  die  Formen  (1,  0,  3)  und  (2,  1,  2). 
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/ 

Als  letztes  Beispiel  wählen  wir  die  Determinante  D  =  —  5 ; 

es  giebt  zioei  nicht  äquivalente  reducirte  Formen 

(1,  0,  5)  und  (2,  1,  3), 

beide  sind  ursprünglich  und  von  der  ersten  Art.  Wir  suchen 
wieder  das  System  aller  ungeraden  und  durch  5  nicht  theilbaren 
Zahlen  m  zu  bestimmen,  welche  durch  diese  Formen  darstellbar 
sind.  Die  dazu  erforderliche  Bedingung  besteht  darin ,  dass  für 
jede  in  m  aufgehende  Primzahl  j)  die  Gleichung 


(x) 


(_  !)■/.(.-«  (f )  -  +  1 


stattfinden  muss;  hieraus  folgt  (§.  52,11),  dass  jede  solche  Prim- 
zahl von  einer  der  vier  Formen 

20/i  -f  1,    20/i  -f  9,    20/i  +  3,    20/i  -f  7 

sein  muss.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  und  \x  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Primzahlen  j;,  so  hat  die  Congruenz 

^2  ^  —  5  (mod.  m) 

wieder  2"  incongruente  Wurzeln;  ist  n  ein  bestimmter  Repräsen- 
tant einer  solchen,  und  n'^  +  5  =mZ,  so  ist  die  Form  (w,  w,  T)  noth- 
wendig  einer  und  nur  einer  der  beiden  obigen  reducirten  Formen 
äquivalent;  es  giebt  dann  jedesmal  (nach  §.62)  zwei  Substitutionen, 
durch  welche  diese  reducirte  Form  in  (m^n^l)  übergeht,  also  auch 
zwei  zu  der  Wurzel  n  gehörige  Darstellungen  der  Zahl  m  durch 
diese  reducirte  Form.     Im  Ganzen  giebt  es  also 

2  .  2"  =  2'"  +  i 

Darstellungen  einer  solchen  Zahl  durch  die  obigen  reducirten 
Formen.  Allein  es  bleibt  noch  zweifelhaft,  durch  welche  der  beiden 
reducirten  Formen  die  zu  einer  bestimmten  Wurzel  n  gehörigen 
beiden  Darstellungen  erfolgen;  und  eine  ähnliche  Frage  wird 
jedesmal  da  auftreten,  wo  es  mehrere  nicht  äquivalente  Formen 
derselben  Art  giebt.  In  unserem  Falle  ist  es  nicht  schwierig, 
diesen  Zweifel  zu  heben. 

Ist  nämlich  die  Zahl  7n  darstellbar  durch  die  Form  (1,  0,  5), 
also  z.  B.  m  =  x"^  -f  ^V'^^  so  folgt  hieraus  m  ^  x^  (mod.  .5),  d.  h. 
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m  ist  quadratischer  Rest  von  5 ;  ist  dagegen  die  Zahl  m  darstellbar 
durch  die  zweite  Form  (2,  1,  3),  also  z.  B.  m  =2x^-\-2xy  -\-  3^^ 
so  ist  2m  =  (2x  -f  yy  -f  btß  =  (2  ^  +  ^)2  (mod.  5),  und,  da  2 
quadratischer  Nichtrest  von  5  ist,  so  ist  m  ebenfalls  quadratischer 
Nichtrest  von  5.  Es  tritt  also  hier  die  besonders  einfache  Erschei- 
nung auf,  dass  alle  Darstellungen  einer  Zahl  entweder  nur  durch 
die  Form  (1,  0,  5)  oder  nur  durch  die  Form  (2,  1,  3)  geschehen, 
je  nachdem  m  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  5,  d.  h.  je 
nachdem  m  ^  +  1,  oder  ^  j^  2  (mod.  5)  ist.  Hieraus  folgen  die 
speciellen  Sätze: 

Jede  Frimsalil  von  einer  der  beiden  Formen  20 /^  -f-  1,  20/i  -1-  9 
ist  auf  vier  Arten  durch  die  Form  (1,  0,  5)  darstellbar  (ivelche 
ivesentlich  nur  eine  einzige  Zerlegung  in  ein  einfaches  und  ein  fünf- 
faches Quadrat  bilden);  jede  Primzahl  von  einer  der  beiden  Formen 
20  h  -}-  3,  20/^  -j-  7  ist  auf  vier  Arten  durch  die  Form  (2,  1,  3) 
darstellbar. 

Beispiel  1:  Ist  w=29,  so  sind  n  =  ^l3  die  beiden  Wurzeln 
der  Congruenz  z^  ^  —  5  (mod.  29);  die  hieraus  gebildete  Form 
(29,  13,  6)  geht  durch  die  Substitution 


v+2,-3; 


in   die   reducirte  Form  (1,  0,  5)   über;   durch  Umkehrung  dieser 
Substitution  erhält  man  die  Zerlegung 

29  ==  32  -f  5  .  22. 

Beispiel  2 :  Für  m  =  27  findet  man  l^  ==  +  7 ;  die  beiden 
entsprechenden  Formen  (27,  7,  2)  und  (27,  — 7,2)  gehen  bezüglich 
durch  die  Substitutionen 


(_?;il)-(_U) 


in  die  reducirte  Form  (2,  1,  3)  über;  durch  ümkehrung  derselben 
erhält  man  daher  die  vier  Darstellungen 

27  =  2(+4)2  +  2(4:4)  (i:  1)  4-  3(±1)2 
27  =  2  (4:  3)2  -f-  2  (±  3)  (±  1)  +  3  (±  1)2 

von   denen  die   beiden   ersteren  zu  der  Wurzel  4-  7,  die  beiden 
letzteren  zu  der  Wurzel  — 7  gehören. 
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S    72 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Formen  mit  positiver  Determi- 
nante D,  um  auch  für  sie  die  Hauptprobleme  der  Theorie  der 
Aequivalenz  zu  lösen.  Das  zweite  Problem  (§.  59),  aus  einer  Trans- 
formation einer  Form  in  eine  zweite  alle  Transformationen  der 
ersteren  in  die  letztere  zu  finden,  ist  durch  unsere  frühere  Unter- 
suchung (§.  62)  auf  die  Aufgabe  zurückgeführt,  alle  ganzzahligen 
Lösungen  der  Gleichung 

P  —  Du'^  =  ö2 
zu  finden.  Dieselbe  ist  für  positive  Determinanten  bei  weitem 
schwieriger  zu  lösen,  als  für  negative.  Dasselbe  gilt  von  dem 
ersten  Hauptproblem:  zu  erkennen,  ob  zwei  Formen  von  gleicher 
Determinante  äquivalent  sind  oder  nicht.  Wir  schlagen  zur 
Lösung  desselben  einen  ganz  anderen  Weg  ein,  wie  früher  bei 
negativen  Determinanten,  einen  Weg,  der  aber  zugleich  die 
Mittel  an  die  Hand  geben  wird,  auch  die  obige  Gleichung  voll- 
ständig aufzulösen*). 

Das  Charakteristische  dieser  Methode  besteht  darin,  dass 
wir  auch  irrationale  Grössen  in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen 
ziehen.    Ist  nämlich  (a,  b,  c)  oder 

ax'^  -\-  2  hxy  +  cy- 

eine  Form,  deren  Determinante  ö^  —  ^^  __  2)  positiv  ist,  so  hat 
die  entsprechende  quadratische  Gleichung 

a  -f  26o9  +  6)092  =  0 

zwei  reelle  W^urzeln 

_  —  64:VZ)_         a 
'^~  c  --b±YD' 

die  wir,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen 
wird,  als  die  erste  oder  zweite  Wurzel  der  Form  (a,  &,  c)  bezeichnen 
und  von  einander  unterscheiden  wollen,  indem  wir  ein-  für 
allemal  festsetzen,  dass  das  Zeichen  V  D  stets  die  positive  Quadrat- 
wurzel aus  der  Determinante  bedeuten  soll.  Durch  die  Coeffi- 
cienten  der  Form  (a,  h.  c)  ist  also  jede  ihrer  beiden  Wurzeln  voll- 


*)  Lejeune   Birichlet:    Vereinfachung    der   Theorie    der  binären    qua- 
dratischen Formen  von  positiver  Determinante  (Berliner  Akad.  1854). 
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ständig,  ohne  Zweideutigkeit  bestimmt.  Aber  umgekehrt  ist  auch 
jede  Form  (a,  &,  c)  der  Determinante  D  durch  Angabe  einer  ihrer 
Wurzeln  vollständig  charakterisirt,  in  der  Weise,  dass  zwei  Formen 
(a,  ö,  c)  und  (a',  h\  c')  derselben  Determinante  JD  nothwendig  iden- 
tisch sind,  sobald  sie  gleiche  erste,  oder  gleiche  zweite  Wurzeln 
haben;  denn  aus  der  Gleichung 

c'  ~         c         ' 

worin  entweder  die  beiden  oberen,  oder  die  beiden  unteren  Zeichen 
zu  nehmen  sind,  ergiebt  sich  in  Folge  der  Irrationalität  von  VD 
zunächst  c'  =  c,  und  dann  h'  =  &,  also  auch  a'  =  a. 

Im  Folgenden  nennen  wir  zwei  Wurzeln  w,  co'  zweier  Formen 
resp.  (a,  &,  e),  (a\  h\  c')  gleichnamig^  wenn  beide  erste,  oder  beide 
zweite  Wurzeln  sind,  ungleichnamig  dagegen,  wenn  die  eine  die 
erste,  die  andere  die  zweite  Wurzel  ist.  Wir  können  dann  das 
eben  erhaltene  Resultat  auch  so  aussprechen:  Wenn  zwei  Formen 
dieselbe  (positive)  Determinante  besitzen^  und  wenn  eine  Wurzel 
der  einen  Form  mit  der  gleichnamigen  Wurzel  der  anderen  Form 
übereinstimmt^  so  sind  beide  Formen  identisch.. 


§.  73. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  es  seien  (a,  6,  c)  und  (a',  b\  c') 
zwei  äquivalente  Formen,  und  zwar  wollen  wir  für  einen  Augen- 
blick die  uneigentliche  Aequivalenz  nicht  ausschliessen,  weil  da- 
durch der  Nerv  der  Betrachtung  deutlicher  hervortritt.  Es  sei 
(y|  'j)  eine  Substitution ,  durch  welche  (a,  b,  c)  in  («',  b\  c')  über- 
geht, also 

a8  —  ßy  =  £  =  ^h  1- 
Da  durch  diese  Substitution 

X  =z  ax'  -f  ßy\  y  =  yx'  -\-  öy' 
identisch 

ax^  -\-  2bxy  -f  cy'^  =  a'x'^  -f  2b'x'y'  -f  c'y'^ 

wird,  so  leuchtet  ein,  dass  vermöge  der  Formeln 

y  -\-  da'  , — y  -\-  aa 

aus  einer  Wurzel  a'  der  Form  {a\  h\  c)  eine  Wurzel  co  der  Form 
(a,  &,  c)  gefunden  werden  kann,  und  umgekehrt ;  denn  die  Wurzeln 
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dieser  Formen  sind  ja  die  Werthe  der  Verhältnisse  y:x  und  y'  :x\ 
für  welche  die  Formen  verschwinden.  Aber  es  fragt  sich  vor  allen 
Dingen,  ob  zwei  so  verbundene  Wurzeln  o  und  w'  gleichnamig 
sind  oder  nicht.     Da  nun 

CO  =  

c 
ist,  so  folgt 

yc  —  oi(—bi:yD)  hoi-\-cy-{-cc'V  D 

09     ~  ■ 


—  dc-h/3(— 6+yz))     —bß—cdj^ßyn' 

machen  wir  den  Nenner  rational,  indem  wir  den  Bruch  durch 
—  bß  —  cd  +  /3yi)  erweitern,  und  berücksichtigen,  dass 

aaß^b(a8-^ßy)-\-cyö  =  b' 

a/32  J^2bßd-hcö^  =  c' 
ist,  so  ergiebt  sich 

03'  = -r——' 

c 

Wir  haben  daher  folgendes  Resultat  erhalten:    Wenn  eine  Form 
(a,  6,  c)   durch  eine  Substitution  ("'  ^  in  eine  äquivalente  Form 
(a',  &',  c')  übergeht^  so  ist  je  eine  Wurzel  co  der  ersteren  mit  je  einer 
Wurzel  co'  der  letzteren  Form  durch  die  Belation 

y  -\-  do'         , —  y  -\-  ccco 

^  '~  a^ßco"    "^  ~      ö  —  ßco 

verbunden;  und  zwar  bilden  05,  co'  ein  Paar  gleichnamiger  oder  un- 
gleichnamiger Wurzeln  der  beiden  Formen^  je  nachdem^  die  Sub' 
stitution  eine  eigentliche  oder  uneigentliche  ist. 

Wir  schliessen  von  jetzt  an  uneigentliche  Aequivalenz  und 
uneigentliche  Substitutionen  gänzlich  aus;  es  sind  dann  also  stets 
zwei  gleichnamige  Wurzeln  der  beiden  äquivalenten  Formen  in  der 
angegebenen  Weise  mit  einander  verbunden.  Dieser  Satz  lässt 
sich  in  folgender  Weise  umkehren: 

Wenn  zivei  Formen  (a^  &,  c)^  (a\  b\  c')  dieselbe  Determinante 

haben  ^  und  wenn  zivei  gleichnamige   Wurzeln  o  und  a'  derselben 

durch  die  Gleichung 

y  -\-  8  G)' 

^  "^  a^  ßco' 

verbunden  sind.,  in  ivelcher  die  vier  ganzen  Zahlen  a,  /3,  y,  d  der 

Gleichung 

aö  —  ßy  =  l 
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genügen^  so  sind  die  beiden  Formen  äquivalent^  und  zivar  geht  die 
erstere  durch  die  Substitution  ("'  '^)  in  die  letztere  über. 

Denn  durch  diese  Substitution  geht  (et,  &,  c)  in  eine  äquiva- 
lente Form  (a",  b'\  c")  über,  und  bezeichnet  man  mit  o"  ihre  mit 
CD  gleichnamige  Wurzel,  so  ist  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze 

03  =  - — ■ — 5 — r.,  und  foMich  o'  =  ay": 
a  -\-  ßco  ^ 

da  ferner  der  Voraussetzung  nach  co'  mit  o,  folglich  auch  mit  co" 
gleichnamig  ist,  und  da  endlich  (a\  h\  c')  dieselbe  Determinante 
wie  (a,  ö,  c),  und  folglich  auch  wie  (a",  b'\  c")  hat,  so  ist  zufolge 
der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  {a\  b\  d)  identisch 
mit  (a",  &",  c"),  d.  h.  (a,  J,  c)  geht  durch  die  obige  Substitution  in 
(a',  b\  c')  über. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  das  Folgende  ist  die  Betrach- 
tung zweier  benachbarten  Formen  (a,  &,  a')  und  (a',  b\  a"),  in  welchen 
der  Definition  zufolge  (§.  63)  die  Summe  b  -\-  b'  durch  a'  theilbar, 
also  b  -\-b'  =  —  a'8  ist,  und  von  welchen  die  erstere  in  die  letztere 
durch  die  Substitution  (_J|  J)  übergeht.  Die  gleichnamigen  Wur- 
zeln ß>  und  G)'  dieser  beiden  Formen  hängen  durch  die  Gleichungen 

.1,1 


zusammen. 

§.  74. 

Auch  bei  positiven  Determinanten  vergleicht  man  zwei  For- 
men, deren  Aequivalenz  beurtheilt  werden  soll,  nicht  unmittelbar 
mit  einander,  sondern  man  transformirt  jede  von  ihnen  in  eine 
sogenannte  reducirte*)  Form;  der  Begriff  einer  solchen  ist  aber 
hier  wesentlich  verschieden  von  demjenigen,  welcher  früher  (§.  64) 
für  negative  Determinanten  aufgestellt  ist. 

Eine  Form  (a^  6,  c)  von  positiver  Determinante  D  heisst  eine 
reducirte  Form^  ivenn^  abgesehen  vom  Zeichen^  ihre  erste  Wurzel 

—  b  —  VD 


ihre  zweite  Wurzel 


>  1, 


-^+^^<1 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  183. 
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ist^  und  ivenn  ausserdem  beide  Wurzeln  entgegengesetzte  Zeichen 
haben. 

Ziehen  wir  zunächst  einige  Folgerungen  aus  dieser  Erklärung. 
Da  die  erste  Wurzel  numerisch  grösser  als  die  zweite,  also  auch 
die  Summe  der  beiden  Grössen  b  und  VD  numerisch  grösser  als 
ihre  Diöerenz  sein  soll,  so  muss,  da  VD  positiv  ist,  auch  b  positiv 
sein  (nicht  =  0);  da  ferner  die  beiden  Wurzeln  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  beiden  Grössen 

—  (^-hVi))    und    —b  +  VD- 

und  da  die  erstere  gewiss  negativ  ist,  so  muss  die  letztere  positiv 
sein;  es  ist  daher 

0  <b  <VD. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  (c)  wieder  den  absoluten  Werth 
des  Coefficienten  c,  so  muss  also  im  algebraischen  Sinne  (d.  h.  mit 
Rücksicht  auf  die  Vorzeichen) 

— ~ >  1    und    0  <  y\ <  1, 

(c)  (c) 

d.  h.  es  muss 

0  <yD  —  b<(c)<yi)  +  b  (1) 

sein;  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Form  (a,  &,  c),  deren 
Coefficienten  diesen  letzteren  Ungleichungen  genügen,  sicher  eine 
reducirte  Form  ist,  weil  aus  ihnen  rückwärts  die  ursj)rünglichen 
Bedingungen  sich  ableiten  lassen. 

Aus  der  Definition  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen. 
Da  D  =  b^  —  ac  und  b^  <  D  ist,  so  müssen  a  und  c  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben;  da  ferner  die  erste  Wurzel  und  c  eben- 
falls entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  hat  die  erste  Wurzel 
dasselbe  Vorzeichen  wie  der  erste  Coefficient  a  der  Form.  Nun 
hat  ferner  die  zweite  Wurzel  das  entgegengesetzte  Zeichen  der 
ersten  Wurzel,  also  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  dritte  Coefficient 
c  der  Form,  was  sich  unmittelbar  auch  daraus  ergiebt,  dass  VD  —  b 
positiv  ist. 

Für  den  absoluten  Werth  des  ersten  Coefficienten -a  gelten 
dieselben  Bedingungen,  wie  für  den  von  c;  denn  da 

D  =  b'^  i-  (a)  (c), 
also 

_  (yi)-\-b)(VD-b) 

^^^  -  (c) 
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ist,  so  ergiebt  sich  aus  den  Bedingungen 

— ^^ —  >  1,    0  <  — j— —  <  1, 

(a)  >  VD  —  b,    und    (a)  <  yi)  -\-  b 

ist*). 

Für  das  Folgende  ist  noch  der  specielle  Fall  bemerkenswerth, 
in  welchem 

yi)  —  {a)<b<  VD   und  (c)  ^  (a)  (2) 

ist;  aus  diesen  Bedingungen  kann  man  nämlich  stets  schliessen, 
dass  die  Form  (a,  6,  c)  reducirt  ist,  obwohl  die  Umkehrung  nicht 
gestattet  ist.  In  der  That,  giebt  man  diesen  Bedingungen  die 
Form 

0  <  VD  ~  5  <  (a)  ^  (c), 

so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  zweite  Wurzel 

—  b  -f  VD 
c 
numerisch  <  1,  ferner,  dass  die  erste  Wurzel 

—  b  —  VD_        a 
c  ~  VD  —  b 

numerisch  >  1  ist.  Hieraus  folgt  weiter,  wie  oben,  dass  ?>  i^ositiv 
ist,  weil  yD-\-b  numerisch  grösser  als  VD  —  6  ist;  und  folglich 
haben,  da  ausserdem  b  <  VD  ist,  beide  Wurzeln  entgegengesetzte 
Zeichen.    Also  ist  die  Form  gewiss  eine  reducirte. 


§•  75. 

Aus  der  Erklärung  einer  reducirt en  Form  ergiebt  sich  ferner 
der  folgende  wichtige  Satz"^*)  (vergl.  §.  67): 

Für  jede  positive  Determinante  giebt  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl reducirter  Formen. 

Denn,  bezeichnen  wir  mit  A  die  grösste  ganze  in  VD  enthal- 
tene Zahl,  so  dass  l  <  VD  <  A  -f  1  und  also  l  mindestens  =  1 
ist,  so  kann  der  mittlere  Coefficient  b  einer  reducirten  Form  (a,  &,  c) 


*)  Dasselbe  ergiebt  sich  unmittelbar  daraus,  dass  die  erste  Wurzel  einer 
Form  (a,  ö,  c)  der  reciproke  Werth  der  zweiten  Wurzel  ihres  Gefährten 
(c,  fe,  d)  ist;  mithin  sind  entweder  beide  Formen  reducirt,  oder  beide  nicht 
reducirt. 

**)  Gauss:  D.  A.  art.  185. 
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nur  die  A  verscliiedenen  Werthe  1,  2  ...  A  haben;  für  jeden  dieser 
Werthe  von  h  ist  D  —  h'^T={a){c)  auf  alle  mögliche  Arten  in  zwei 
Factoren  zu  zerlegen,  welche  zwischen  l  —  h  und  X  -\-  \  -\-  h 
exclusive  (oder  zwischen  A  -f  1  —  h  und  l  -\-  h  inclusive)  liegen ; 
je  zwei  solchen  Factoren  a  und  c  hat  man  entgegengesetzte 
Zeichen  zu  geben,  und  man  muss  sie  permutiren,  wenn  sie  un- 
gleich sind.  Dann  sind  aber  wirklich  alle  reducirten  Formen 
gefunden,  und  es  giebt  deren  offenbar  nur  eine  endliche  Anzahl. 

Beispiel  1:  Ist  D  =  13,  so  ist  A  =  3;  wir  haben  daher  fol- 
gende Fälle  und  Zerlegungen: 


6  —  1; 

12  —  3  . 

4 

h  —  2; 

9  =  3 

.  3 

ö  —  3; 

4  —  1 

.  4 

4  =  2.2 
und  diese  liefern  die  folgenden  12  reducirten  Formen: 

(±3,  1,T4),  (±1,  3,4:4),  (±3,  2,4:3), 
(±4,  1,T3),  (±4,  3,  +  l),  (±2,  3, +  2). 
Beispiel  2:  Für  D  ^^  19  ist  A=:4;  wir  bilden  daher  folgende 


Tabelle : 


h  =  1 

&  =  2 

6  =  3 

6  =  4 


18  giebt  keine  Zerlegung; 
1 .0  =  3  .  5 ; 
10  =  2.5; 
3=1.3; 


hieraus  ergeben  sich  folgende  12  reducirte  Formen: 
(±  3,  2,  +  5),  (±  2,  3, 4: 5),  (±  1,  4,  ip  3), 
(±  5,  2, 4  3),  (±  5,  3,  +  2),  (±  3,  4,  +  1). 
Beispiel  3:  Für  i)=35  ist  A=:5;  also  bilden  wir  die  Tabelle 


6  —  1; 

34 

giebt  keine 

Zerlegung; 

h  —  2; 

31 

n 

r? 

'? 

6  —  3; 

26 

r 

V) 

7? 

h  —  4; 

19 

» 

ri 

« 

6  —  5; 

10 

.—  1 

10  = 

=  2.5; 

wir  erhalten  daher  8  reducirte  Formen: 

(±1,  .5,+  10),  (±2,  5, +  5); 

(±  10.  5,  +  1),  (±  5,  5,  q:  2). 

Beispiel  4:  Für  D  =  79  ist  A  =  8;  wir  bilden  daher  folgende 

Tabelle: 

12* 
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^  =  1 ;  78  giebt  keine  Zerlegung ; 

5  =  2;  75       „ 

5  ==  3;  70  =  7  .  10; 

^^  =  4;  63  =  7  .  9; 

5  =  5;  54  =  6.9; 

5  =  6;  43  giebt  keine  Zerlegung; 

5  =  7;  30  =  2.15  =  3.10  =  5.6; 

5  =  8;  15  =  1  .  15  =  3  .  5; 

wir  erhalten  daher  32  reducirte  Formen : 

(±  7,  3,  q:  10),  (±  7,  4,  T  9),  (±  6,  5,  ip  9),  (±  2,  7,  +  15), 
(±  3,  7,  +  10),  (±  5,  7,  +  6),  (±  1,  8,  +  15),  (±  3,  8,  +  5), 

und 

(±  10,  3,  T  7),  (±  9,  4,  +  7),  (±  9,  5,  +  6),  (±  15,  7,  +  2), 
(±  10,  7,  q:  3),  (±  6,  7,  +  5),  (±  15,  8,  T  1),  (±  5,  8,  +  3). 


Aehnlich  wie  bei  negativen  Determinanten  (§.  64)  beweisen 
wir  auch  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes*): 

Jede  Form  von  positiver  Determinante  ist  einer  rechicirten 
Form  äquivalent. 

Bezeichnen  wir  die  gegebene  Form  von  positiver  Determinante 
D  mit  (a,  5,  a'),  so  suchen  wir  eine  ihr  nach  rechts  benachbarte 
Form  (a\  5',  a")  so  zu  bestimmen,  dass 

VD  —  (a')  <b'  <VD 
wird.  Da  zufolge  der  Erklärung  einer  benachbarten  Form  der 
mittlere  Coefficient  5'  jeden  Werth  erhalten  kann,  welcher  ^  —  5 
(mod.  a')  ist,  und  keinen  anderen,  so  fragt  sich  nur,  ob  zwischen 
den  Grenzen  VD  —  (a')  und  VD  stets  ein  solcher  Werth  existirt ; 
dies  ist  offenbar  der  Fall,  da  die  sämmtlichen  zwischen  diesen 
beiden  Grenzen  enthaltenen  ganzen  Zahlen 

A  +  1  —  («'),     A  +  2  —  («')  ...  A  —  1,    A 

ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modulus  a'  bilden ; 
aus  demselben  Grunde  ergiebt  sich,  dass  nur  eine  einzige  solche 
Zahl  5'  existirt.    Nachdem  5'  =  —  h  —  a'd  bestimmt  ist,  geht  die 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  183. 
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Form  (a,  &,  a')  durch  die  Substitution  (_J'  J)  in  die  benachbarte 
Form  (a',  h\  a")  über,  deren  Coefficienten  a\  V  der  obigen  Be- 
dingung Genüge  leisten.  Findet  sich  nun,  dass  zu  gleicher  Zeit 
(a")  ^  [ci!)  wird,  so  ist  nach  dem  am  Schlüsse  des  §.  74  besonders 
hervorgehobenen  speciellen  Fall  (2)  die  gefundene  Form  («',  h\  a") 
eine  reducirte.     Ist  dagegen 

(a')>(a"),    ' 

so  verfahre  man  mit  der  gefundenen  Form  (a\  h\  a")  genau  so  wie 
mit  der  gegebenen  Form ,  d.  h.  man  bilde  die  ihr  nach  rechts 
benachbarte  Form  (a",  h'\  a'"),  in  welcher 

yD  —  {a")  <  h"  <  VD 

ist,  und  welche  gewiss  eine  reducirte  ist,  wenn  (a'")  ^  (a")  ist. 
Sollte  aber  wieder 

{a")  >  {a'") 

sein,  so  setze  man  denselben  Process  in  derselben  Weise  fort;  da 
unter  einer  gegebenen  positiven  Zahl  {et')  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  ganzen  positiven  Zahlen  liegt,  so  muss  man  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Transformationen  durchaus  zu  einer  Form 
(a^'*\  6'"),  aC"  +  ^^),  in  welcher  sowohl 

\B  —  («(«))  <  5('^)  <  VD 
als  auch 

ist,  also  zu  einer  reducirten  Form  gelangen,  was  zu  beweisen  war. 
Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  bei  diesem  Process  nicht 
gerade  erst  die  letzte  Form  eine  reducirte  zu  sein  braucht,  denn 
es  giebt  reducirte  Formen,  in  welchen  die  zweite  Bedingung  des 
besonderen  hier  benutzten  speciellen  Falles  nicht  erfüllt  ist.  Von 
grösserer  Wichtigkeit  ist  es  aber,  besonders  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  dass  durch  den  angegebenen  Process  auch  jedesmal 
eine  Substitution  gefunden  wird,  durch  welche  die  gegebene  Form 
in  die  reducirte  Form  übergeht,  und  zwar  erhält  man  diese  Sub- 
stitution durch  Composition  der  successiven  Substitutionen,  welche 
in  dem  Processe  auftreten.  Der  Algorithmus  selbst  ist  durchaus 
nicht  beschwerlich  (vergl.  §.  64),  wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

Beispiel  1 :  Die  Form  (4,  6,  7)  hat  die  Determinante  D  =  8 ; 
es  ist  also  1  =  2.     Unter  den  Zahlen 

-4,  -3,  —2,  -1,0,  1,2 
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ist  h'  =  1  ^  —  6  (mod.  7);  dies  giebt  die  benachbarte  Form 
(7,  1,  — 1),  welche  noch  nicht  reducirt  ist.  Da  (a")  =  1  ist,  so 
ist  6"  =  A  =  2,  und  folgUch  erhält  man  die  benachbarte  Form 
( —  1,  2.  4),  welche  wirklich  reducirt  ist.  Durch  die  Substitution 
(_5;  i })(_?;  3)  =  (+};  ±4)  geht  die  gegebene  Form  in  die  ge- 
fundene über. 

Beispiel  2:  Die  Form  (713,  60,  5)  hat  die  Determinante 
D  =  35;  man  findet  nach  der  angegebenen  Methode  die  nach 
rechts  benachbarte  Form  (5 ,  .5 ,  —  2),  und  zu  dieser  wieder  die 
Form  ( — 2,  5,  5),  in  welcher  der  letzte  Coefficient  in  der  That 
grösser  ist  als  der  erste.  In  diesem  Beispiel  ist  aber  auch  schon 
die  vorhergehende  Form  (5,  5,  — 2)  reducirt.  Die  gegebene  Form 
geht    durch   die  Substitution  (_J' Ijg)  in  (.0,  5,  — 2)  und   durch 

die  Substitution  (_?;  1,^  (-1,' 5)  =  (-3,  ^ee)   iu  (-2,  5,  5)  über. 
Beispiel  3:     Die    Form   (62,  95,   145),    deren    Determinante 
Z>  =  35,  geht  durch  die  folgenden  successiven  Substitutionen 

/     0,  IW     0,  l\     (     0,  1\     /     0,  1\ 

V-1, 0;'  1-1,2;'  v-1. 2;'  V-1.  V 

successive  in  die  Formen 

fl45,  —95,  62),     (62,  —29,  13),     (13,  3,  —2),     (—2,  5,  5) 

über,  von  denen  erst  die  letzte  reducirt  ist;  die  Zusammensetzung 
dieser  Substitutionen  giebt  die  Substitution  ("^  —^i\  durch  welche 
(62,  95,  145)  in  (—  2,  5,  5)  übergeht. 


^.  77. 

Nachdem  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  dar- 
gethan  ist,  dass  jede  Form  von  positiver  Determinante  einer  re- 
ducirten  Form  äquivalent  ist,  und  dass  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  reducirten  Formen  für  jede  gegebene  Determinante  existirt, 
so  folgt  hieraus  unmittelbar: 

Die  Classen- Anzahl  der  Formen  von  positiver  Determinante 
ist  stets  endlich. 

Allein  es  bleibt  noch  die  Hauptfrage  zu  beantworten,  ob  zwei 
nicht  identische  reducirte  Formen  derselben  Determinante  ein- 
ander äquivalent  sein  können;  denn  erst  dann  haben  wir  (wie 
in  §§.  65,  66   für  negative   Determinanten)   die  Büttel   gewonnen, 


§.77.  Quadratische  Formen.  183 

um  über  die  Aequivalenz  von  zwei  gegebenen  Formen  derselben 
positiven   Determinante    entscheiden   zu   können.      Diese  Unter- 
suchung   stösst    bei    positiven    Determinanten    auf    bedeutende  ^_^ 
Schwierigkeiten,  da  in  der  That  immer  mehrere  nicht  identische (  -4f^.^^ 
und  doch  äquivalente  reducirte  Formen  existiren. 

Um  einen  sicheren  Boden  für  diese  Untersuchung  zu  gewinnen, 
stellen  wir  zunächst  die  bestimmte  Frage*): 

Kann  eine  reducirte  Form  (a,  b,  a')  eine  ihr  nach  rechts  be- 
nachbarte Form  («',  b\  a")  haben^  ivelche  ebenfalls  reclucirt  ist? 

Nehmen  wir  einmal  an,  dies  sei  möglich,  und  es  sei  (_?'J) 
die  Substitution,  durch  welche  die  reducirte  Form  (a,  &,  a')  in  die 
ebenfalls  reducirte  Form  (a\  b\  a")  übergeht.  Sind  dann  a>  und 
co'  zwei  gleichnamige  Wurzeln  der  ersten  und  der  zweiten  Form, 
so  hängen  diese  (nach  §.  73)  durch  die  Gleichungen 

A  1  '  1 

CO    =   0    — -r,         CO     =    -r 


«  w  *■* 


a)'  '  0  —  CO 


mit  einander  zusammen.  Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  fest- 
setzen, dass  CO  und  co'  die  beiden  ersten  Wurzeln  der  beiden  Formen 
bedeuten  (obgleich  dieselbe  Relation  auch  zwischen  den  beiden 
zweiten  Wurzeln  stattfindet).  Da  in  einer  reducirten  Form  die 
beiden  äusseren  Coefficienten  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  und 
die  erste  Wurzel  stets  das  Zeichen  des  ersten  Coefficienten  besitzt, 
so  haben  die  beiden  unechten  Brüche  co  und  co'  bezüglich  die  Vor- 
zeichen von  a  und  a',  also  entgegengesetste  Vorzeichen,  da  der  erste 
Coefficient  a'  der  zweiten  Form  zugleich  der  letzte  Coefficient  der 
ersten  Form  ist.  Zufolge  der  obigen  Relationen  muss  daher  oj  —  d 
ein  echter  Bruch  sein  von  gleichem  Vorzeichen  wie  co\  es  muss 
daher  ö  diejenige  vollständig  bestimmte  ganze  Zahl  sein,  welche 
dem  absoluten  Werth  nach  nächst  kleiner  als  co  ist  und  dem 
Vorzeichen  nach  mit  co  übereinstimmt.  Wir  schliessen  hieraus, 
dass  eine  reducirte  Form  (a,  b,  a')  höchstens  eine  einzige  nach 
rechts  benachbarte  Form  («',  b',  a")  hat,  welche  ebenfalls  redu- 
cirt  ist. 

Aber  es  existirt  auch  wirklich  immer  eine  solche  der  redu- 
cirten Form  (a,  &,  a')  nach  rechts  benachbarte  und  reducirte  Form 
(a',  &',  a").  Denn  es  sei  co  die  erste  Wurzel  der  reducirten  Form 
(«,  6,  a'),   also    ein   unechter  Bruch,   dessen  Vorzeichen  mit  dem 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  184. 
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von  a  übereinstimmt;  so  wähle  man  die  ganze  Zahl  8  so,  dass  ihr 
absoluter  Werth  (ö)  die  grösste  ganze  in  (0)  enthaltene  ganze 
Zahl  (also  nie  =  0)  wird,  und  gebe  8  das  Vorzeichen  von  cö; 
dann  geht  die  gegebene  Form  (a,  h,  a')  durch  die  so  bestimmte 
Substitution  (_J;J)  in  eine  benachbarte  Form  {a\  V,  a")  über, 
deren  erste  Wurzel 

1 


w' 


8  —  (x> 

ein  unechter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  dem  von  o  und  a  ent- 
gegengesetzt ist  und  also  mit  dem  von  a'  übereinstimmt.  Be- 
zeichnen wir  nun  mit  «j  und  (d\  die  beiden  zweiten  Wurzeln, 
so  besteht  zwischen  ihnen  dieselbe  Relation 

G)\  = ; 

0  «1 

da  nun  cji  ein  echter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  dem  von  ta, 
und  also  auch  dem  von  8  entgegengesetzt,  und  da  8  eine  von  Null 
verschiedene  ganze  Zahl  ist,  so  folgt,  dass  8  —  «i  ein  unechter 
Bruch,  und  also  co'i  ein  echter  Bruch  ist,  dessen  Vorzeichen  mit 
dem  von  d,  co  und  a  übereinstimmt,  also  dem  von  co'  und  a'  ent- 
gegengesetzt ist.  Es  ist  also  bewiesen,  dass  die  beiden  Wurzeln 
a'  und  a'i  der  neuen  Form  (a',  b',  a")  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  ferner,  dass  die  erste  a'  ein  unechter,  die  zweite  co\  ein 
echter  Bruch  ist;  folglich  ist  diese  Form  in  der  That  eine  redu- 
cirte,  was  zu  beweisen  war. 

Jede  reducirte  Form  hat  daher  eine  und  nur  eine  nach  rechts 
benachbarte  Form^  welche  ebenfalls  reducirt  ist,  und  diese  kann  auf 
die  angegebene   Weise  immer  leicht  gefunden  iverden. 

Genau  ebenso  liesse  sich  nun  auch  beweisen^  dass  jede  redu- 
cirte Form  eine  und  nur  eine  nach  links  benachbarte  reducirte 
Form  besitzt.  Doch  ist  es  bequemer,  diesen  Fall  auf  den  eben  be- 
handelten durch  die  einleuchtende  Bemerkung  (§.  74  Anm.)  zurück- 
zuführen, dass  die  beiden  Formen  (a,  &,  a')  und  (a',  6,  a)  gleichzeitig 
reducirte,  oder  gleichzeitig  nicht  reducirte  Formen  sind.  Wenn 
nun  die  reducirte  Form  (a,  &,  a')  eine  nach  links  benachbarte  und 
ebenfalls  reducirte  Form  ('a,  '&,  a)  besitzt,  so  hat  die  reducirte 
Form  (a',  &,  a)  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (a,  %  'a), 
welche  ebenfalls  reducirt  ist;  und  umgekehrt,  sobald  die  Form 
(a,  %  'a)  der  reducirten  Form  {a\  b,  a)  nach  rechts  benachbart 
und  zugleich  reducirt  ist,  so  ist  die  Form  ('a,  '6,  a)  ebenfalls  redu- 
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cirt  und  der  Form  (a,  6,  a')  nach  Hnks  benachbart.  Da  wir  nun 
gesehen  haben,  dass  ehie  reducirte  Form  (a',  &,  a)  immer  eine  und 
nur  eine  nach  rechts  benachbarte  reducirte  Form  (a,  '^,  'a)  hat, 
so  folgt: 

Jede  reducirte  Form  (a,  ?>,  a')  hesitzt  stets  eine  und  nur  eine 
nach  Ihiks  henaclibarte  reducirte  Form  {'a^  %  a). 


§.  78. 

Aus  den  soeben  bewiesenen  Sätzen  über  die  nach  rechts  und 
Hnks  benachbarten  reducirten  Formen  ergiebt  sich,  dass  man 
sämmtliche  reducirte  Formen  einer  positiven  Determinante  JD  in 
Perioden'^)  eintheilen  kann,  die  auf  folgende  Weise  zu  bilden 
sind.  Man  wähle  irgend  eine  reducirte  Form  cp^  und  bilde  die 
nach  rechts  und  links  fortgesetzte  Reihe 

....    Cp_2,    <3P-1,    (pQ,    (fl,    (P2    '    '   '    • 

der  successiven  nach  rechts  und  nach  links  benachbarten  redu- 
cirten Formen,  welche  durch  das  eine  Glied  cpQ  vollständig  be- 
stimmt sind.  Da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  reducirten 
Formen  der  Determinante  1)  giebt,  und  die  ersten  Coefficienten 
zweier  auf  einander  folgenden  Formen  stets  entgegengesetzte 
Zeichen  haben,  so  muss  einmal  auf  eine  Form  9?«  dieser  Reihe  nach 
einer  geraden  Anzahl  2n  von  Gliedern  eine  mit  cpu  identische 
Form  (pu  +  2n  folgen;  und  da  eine  Form  qPu  oder  g)«  +  2n  n^i'  eine 
einzige  nach  rechts,  und  nur  eine  einzige  nach  links  benachbarte 
reducirte  Form  besitzt,  so  müssen  auch  die  beiden  Formen  (p^  +  i 
und  cpu+ 1+2)1',  ebenso  die  beiden  Formen  (fu—i  und  g)u— i  +  2n, 
und  also  auch  allgemein  je  zwei  Formen  dieser  Reihe  identisch 
sein,  deren  Indices  dieselbe  Differenz  2n  haben.  In  der  ganzen 
Reihe  sind  daher  höchstens  2n  verschiedene  Formen 

und  diese  werden  in  der  That  alle  von  einander  verschieden  sein, 
wenn  keine  der  Formen  cp2^  9^  •  •  •  (p2n-2  «lit  9^0  identisch  ist; 
denn  wären  cpv  und  qpv  +  2n'  zwei  identische  Formen,  so  müsste 
auch  (p2n'  mit  <jPo  identisch  sein.  Nehmen  wir  also  an,  dass  2n 
die  Anzahl  der  wirklich   verschiedenen  Formen   dieser  Reihe  ist. 


*)  Gauss:  D.  Ä.  art.  186. 
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so  besteht  dieselbe  aus  einer  nach  beiden  Seiten  sich  unendlich  oft 
periodisch  wiederholenden  Folge  dieser  2l^  Formen;  je  zwei  Formen 
(pa  und  qpv,  deren  Indices  eine  durch  2n  theilbare  Differenz  ^  —  v 
haben,  sind  identisch;  und  umgekehrt,  sind  die  Formen  q)a  und 
(pv  identisch,  so  ist  ^  ^  v  (mod.  2n). 

Es  kann  nun  sein,  dass  diese  2n  Formen  alle  reducirten  For- 
men der  Determinante  D  erschöpfen;  aber  es  ist  auch  möglich, 
dass  ausser  ihnen  noch  andere  reducirte  Formen  derselben  Deter- 
minante existiren.  Im  letzteren  Falle  sei  i/^o  eine  solche,  in  der 
obigen  Periode  nicht  enthaltene  reducirte  Form,  so  entspricht  ihr 
ebenso  eine  Periode  von  2  m  unter  einander  verschiedenen  Formen 

'4^0  1    ^l")    '^'2    '   '    •    '4'2m  —  2-i   '4-^2  m—l] 

alle  diese  Formen  der  zweiten  Periode  werden  auch  von  denen  der 
ersten  verschieden  sein;  denn  besässen  beide  Perioden  eine  ge- 
meinschaftliche Form,  so  wären  beide  Reihen  vollständig  identisch, 
da  von  dieser  gemeinschaftlichen  Form  aus  die  Reihe  nur  auf  eine 
einzige  Weise  nach  rechts  und  links  fortgesetzt  werden  kann. 

In  derselben  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  endlich  alle 
reducirten  Formen  in  verschiedene  Perioden  eingetheilt  sind;  die 
Anzahl  der  Perioden  ist  nothwendig  eine  endliche;  die  Anzahl  der 
Glieder  kann  in  verschiedenen  Perioden  verschieden  sein,  jeden- 
falls ist  sie  stets  gerade*). 


*)  Von  besonderem  Interesse  sind  noch  folgende  Bemerkungen  (Gaz/ss: 
D.  A.  artt.  187,  194).  Wenn  {a,  b,  c)  eine  reducirte  Form  ist,  so  gilt  das- 
selbe von  ihrem  Gefährten  (c,  b,  a)  (§.  74) ;  sind  die  Perioden  dieser  beiden 
Formen  entwickelt,  und  die  beiden  Formen  selbst  nach  den  Plätzen,  welche 
sie  in  diesen  Perioden  einnehmen,  mit  ^u  und  ipv  bezeichnet,  so  leuchtet 
ein,  dass  auch  g)u  +  i  und  tj-'v  —  i,  allgemeiner  je  zwei  Formen  (ffi.  +  h  und 
\pv  —  h  Gefährten  sind,  w^o  li  jede  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  beide  Perioden  aus  gleich  vielen  Gliedern  bestehen 
werden. 

Es  ist  nun  möglich,  dass  beide  Perioden  identisch  sind,  dass  also  xp^ 
selbst  ein  Glied  in  der  Periode  der  Form  g:u  ist,  und  dann  wird  offenbar 
der  Gefährte  einer  jeden  Form  dieser  Periode  ein  Glied  derselben  Periode 
sein.  Ist  nun  g^r  der  Gefährte  von  cpQ^  so  ist,  weil  die  äusseren  Coefficienten 
einer  reducirten  Form  entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  ausserdem  die  ersten 
Coefficienten  der  auf  einander  folgenden  Formen  abwechselnde  Vorzeichen 
haben,  nothwendig  r  ungerade  =  2w  —  1;  da  nun  ^q  ^^^  72?n  — i  Gefährten 
sind,  so  gilt  dasselbe  von  9:^  und  g:2m—i—h,  also  auch  von  <fm  und  g:tn  —  i, 
und  ebenso,  wenn  2w  die  Anzahl  der  Glieder  der  Periode  bedeutet,  von 
9^TO+n  und  cfm—i—n  =  ^»n  +  n  — i;  bezeichnet  man  daher  irgend  eine  der 
beiden  Formen  gm   oder  i/w  +  n  mit  {A,  B,  C),   so   ist  die   ihr   nach  links 
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Beispiel  1:  Wir  haben  (§.  75)  das  System  der  reducirten 
Formen  für  die  Determinante  D  =  13  aufgestellt;  nehmen  wir 
z.  B.  für  9^0  die  Form  (3,  1,  — 4),  so  erhalten  wir  folgende  Periode 
von  zehn  Formen 

(Po  =  (3,  1,-4);  cp,  =(-4,  3,  1) 
cp,  =(1,3,-4);  9^3  =  (-4,  1,3); 
94  =  (3,  2,  -3);  cp,  =(-3,  1,4): 
9e  =  (4,  3,  —  1);  cp^  =  (-1,3,4); 
9?,  =  (4,  1,-3);    9),  =  (-3,  2,3); 

Diese  Rechnung  geschieht,  am  einfachsten  auf  folgende  Art; 
um  aus  der  reducirten  Form  (a,  h^  a')  die  ihr  nach  rechts  benach- 
barte reducirte  Form  (a',  h\  a")  zu  finden,  braucht  man  nur  ihren 
mittleren  Coefficienten  h'  zu  suchen,  welcher  durch  die  Bedingung 
6'  =  —  h  —  a'd  ^  —  /)  (mod.  a')  und  die  Nebenbedingungen 

A  -f  1  —  (a')  <  ^'  <  A 

stets  vollständig  bestimmt  ist  und  durch  den  blossen  Anblick  der 
Form  sogleich  erkannt  wdrd.  In  unserem  Falle  ist  A  ==  3;  man 
findet  daher  den  mittleren  Coefficienten  b'  der  Form  (pi  durch  die 
Bedingungen 

h'  =  —  l  (mod.  4),     0  ^  ?)'  ^  3, 
nämlich  b'  =  3.     Und  nachdem  so  b'  und  (^  =  1  gefunden  sind, 
ergiebt  sich 


benachbarte  Form  identisch  mit  {C,  B,A),  und  folglich  ist  25  =  0  (mod.  J.) 
d.  h.  g:m  und  (/m  +  n  sind  zweiseitige  Formen  (§.  58);  und  sie  sind  verschie- 
den, weil  m  nicht  ^  m  -\-  n  (mod.  2n)  ist. 

Umgekehrt,  ist  in  einer  Periode  eine  zweiseitige  Form  {Ä,  B,  C)  ent- 
halten, so  ist  ihr  linker  Nachbar  ihr  Gefährte  {C,B,A},  und  folglich  findet 
sich  in  derselben  Periode  noch  eine  zweite  zweiseitige  Form.  Ausser 
diesen  beiden  zweiseitigen  Formen  ^^m  und  (fm  +  n  giebt  es  aber  keine 
andere  zweiseitige  Form  in  derselben  Periode;  denn,  wenn  (fs  eine  zwei- 
seitige Form  ist,  so  sind  9:5—1  und  ^s,  und  folglich  auch  9:2  s— 1  und  (^q 
Gefährten;  mithinist  9-23  —  1  identisch  mit  9^2 m  — 1 ,  folglich  2s ^ 2m (mod.  2w) 
also  s  ^  m,  oder  s  ^  7)1  -\-  n  (mod.  2>?). 

Dieser  Fall  kann  offenbar  nur  bei  der  Periode  einer  solchen  Form 
eintreten  (§§.  56,  58),  welche  ihrem  Gefährten  eigentlich  und  folglich  sich 
selbst  uneigentlich  äquivalent  ist,  d.  h.  nur  dann,  wenn  die  Form  einer 
ziveiseitigen  Classe  angehört  (vergl.  §.  149).  Dass  umgekehrt  jedesmal, 
wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  die  Periode  der  Form  auch  ihren  Ge- 
fährten und  folglich  zwei  zweiseitige  Formen  enthalten  muss,  ist  eine  un- 
mittelbare Folge  des  weiter  unten  (§.  82)  bewiesenen  Hauptsatzes  dieser 
ganzen  Theorie.  —  Man  vergleiche  die  Beispiele  im  Text. 
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a"  =  r. _^  ^  a  +  (6  —  h')  d, 

a  ^ 

also  in  unserem  Falle  a"=\.  In  derselben  Weise  ist  fortzufahren, 
bis  die  erste  Form  g^o  sich  reproducirt;  in  unserem  Beispiel  wird 
der  mittlere  Coeflicient  von  (jPiq  dadurch  bestimmt,  dass  er  ^  —  2 
(mod.  3)  sein,  und  ausserdem  nicht  ausserhalb  der  Grenzen  1  und 
3  liegen  muss,  woraus  folgt,  dass  er  ==  1  ist;  also  wird  qpjQ  iden- 
tisch mit  g?0' 

Die  so  gefundenen  zehn  ursprünglichen  Formen  der  ersten 
Art  erschöpfen  aber  noch  nicht  alle  reducirten  Formen  der  De- 
terminante 13;  es  bleiben  noch  zwei  ursprüngliche  Formen  der 
zweiten  Art  übrig 

i>,  =  (2,  3,  -  2),     ^1  =  (-  2,  3,  2), 
welche  offenbar  noch  eine  zweite  Periode  bilden. 

Beispiel  2:  Für  D^:=19  erhalten  wir  folgende  zwei  Perioden, 
jede  von  sechs  Gliedern: 

(3Po  =  (3,  2,  —  5);     g^^  =  (- 5,  3,  2) 
^2=(2,  3,  -5);     g)3  =-  (- 5,  2,  3) 

9,  =  (3,  4,-1);     9^5  ==  (- 1,  4,  3) 
und 

t^o  =  (-3,  2,  5);     ^i  =  (5,  3,  -2) 

t^,  =  (-2,  3,  5);     t/.;,  =  (5,  2,  -  3) 
^4  =  (-3,  4,1);     i^,  =(1,4, -3). 

Beispiel  3 :  Für  i)  =  35  erhält  man  folgende  vier  Perioden, 
jede  von  zwei  Gliedern: 

g^o  =  (  1,  5,  -  10),     ^1  =  (-  10,  5,     1) 

t^o  =  (10,  5,  -  1),  1^1  =  (-  1,  5,  10) 
Xo  --=  (  2,  5,  —  5),  ii  =  (—  5,  5,  2) 
öo    =  (  5,  5,  -    2),     6/i  =  (-    2,  5,    5). 

Beispiel  4:  Die  32  reducirten  Formen  der  Determinante 
D=79  zerfallen  in  vier  Perioden  von  je  sechs  Gliedern  und  zwei 
Perioden  von  je  vier  Gliedern;  eine  der  sechsgliedrigen  Perioden 
ist  folgende: 

g)o  =  (7,  3,  — 10);     cp,  =  (- 10,  7,  3) 

cp.2  =  (3,  8,  —    5) ;     93  =  (—    5,  7,  6) 
cp,  =  (6,  5,-    9);     cp,  ={-    9,4,  7); 

aus  ihr  entstehen  die  drei  anderen  durch  Vertauschung  der  äusseren 
Coefficienten  (womit  die  Vertauschung  von  rechts  nach  links  in  der 
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Folge  der  Glieder  verbunden  ist),  ferner  durch  Verwandlung  der 
Vorzeichen  der  äusseren  Coefficienten  in  die  entgegengesetzten. 
Eine  der  beiden  viergliedrigen  Perioden  ist 

i^o  =  (l,  8,  — 15);     t/;,  =  (—15,  7,  2) 
1^2  =  (2,  7, —15);     ^3  =  (— 15,  8,  1); 

aus  ihr  entsteht  die  andere  durch  die  Zeichenänderung  der 
äusseren  Coefficienten. 


§.  79. 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  über  die  Perioden  der 
reducirten  Formen  von  positiver  Determinante  stehen  in  der 
engsten  Beübung  zu  der  Entwicklung  der  Wurzeln  dieser  For- 
men in  Kettenbrüche.  Nehmen  w*ir  für  die  Anfangsform  (po  einer 
Periode  immer  eine  solche,  deren  erster  Coefficient  iwsHiv  ist,  so 
ist  auch  ihre  erste  Wurzel  ojo  positiv.  Wir  bezeichnen  mit  Ou 
die  erste  Wurzel  der  Form  95«,  niit  6„  den  vierten  Coefficienten 
der  Substitution 

0,  1  \ 
- 1,  ^  J ' 

durch  w^elche  (pa  in  die  nach  rechts  benachbarte  Form  (pu  +  \ 
übergeht,  und  endlich  mit  li^  den  absoluten  Werth  von  öa.  Da 
(nach  §.  77)  der  Coefficient  öu  seinem  Zeichen  nach  mit  Oa  über- 
einstimmt, und  dem  absoluten  Werth  nach  die  grösste  in  dem 
absoluten  Werth  von  ««  enthaltene  ganze  Zahl  ist,  und  da  die 
Wurzeln  ojo,  «i,  0.2  .  .  .  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so 
ist  (—  1)"  (Oa  stets  positiv,  und  folglich 

Ä;,  =  (_l)."d,; 

zwischen  den  successiven  Wurzeln  «u,  «a  +  i  .  .  .  bestehen  aber 
folgende  Relationen  (§.77): 

Ou  —  Oa  —  ;    cOfx  4-;i  —  ^,"  + 1  — 


O  u  -I- 1  '       ■  '  Ou  -f-  2 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Pteihe  nach  mit  dz  1,  ^  1 
u.  s.  w.  der  Art,  dass  die  linke  Seite  stets  positiv  ward,  so  er- 
hält man 

+  o«  =  Txu  -\-   = ;  -|-  oju  +  i  =  /Ju  +  i  -h 


+  2 
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und  hieraus  ergiebt  sich  für  den  positiven  irrationalen  unechten 
Bruch  ( —  l)"«u  der  folgende  unendliche  Kettenbruch  (§.  23): 

l, 1)'"G>u  =   (ku,    rCß^i^  ku-{-2   •    '   •)• 

Offenbar  ist  dieser  Kettenbruch  periodisch;  denn  besteht  die 
Periode  der  reducirten  Formen  cp  aus  2n  Gliedern,  so  ist 
d\t  +  2u  =  S.u  und  also  auch  hu  +  2n  =  ^u\  es  wiederholt  sich  daher 
die  Reihe  der  Zahlen  k  immer  nach  höchstens  2  n  Gliedern  von 
Neuem. 

Beispiel  1:  Nehmen  wir  D  =  13,  so  haben  wir,  um  die  erste 
Wurzel  Oq  der  Form  (jpo  =  (3,  1,  — 4)  in  einen  Kettenbruch  zu 
entwickeln,  ihre  Periode  aufzustellen  (§.  78): 


(jPo  =  (3,  1,-4) 

9)2  .=3  (1,3,  -4) 

g),  =  (3,  2,  -  3) 

<5Pe  =  (4,  3,  -  1) 

g)3  =  (4,  1,-3) 


cp,  =  (-4,3,1) 
93  =  (-  4,  1,  3) 
9^5  =  (-3,  1,4) 
cf,  =  (-  1,  3,  4) 
99  ==  (—  3,  2,  3) ; 


die  successiven  Werthe  der  Substitutionscoefficienten  d  sind  fol- 
gende : 
d,  =  +h     ö,  =  -6,     d,  =  ^h     ^3  =  -  1,     d,  =  -f  1, 
d,  =  -  1,     ö,=  -{-  6,     ^7  =  -  1,     ÖS  =  -f  1,     d,  =  -  1 ; 
daraus  ergeben  sich  die  absoluten  Werthe 

fiQ   =   1,       lii    =:=    0,       k-j   ==    1,       /C3   =:    1,       ruj.   ^=    1, 
/O5   =:^^   1,       n^^;   =^  D,       A/'j  =    1,       fCg  ^=.  1,       fit)   ^::^^    1. 

Hier  zeigt  sich  die  eigenthümliche  Erscheinung,  dass  die  Periode 
des  Kettenbruchs  nur  aus  fünf  Gliedern  besteht,  während  die 
Periode  der  Formen  doppelt  so  viele  Glieder  enthält;  wir  werden 
später  (§.  83)  darauf  zurückkommen.  Die  gesuchte  Kettenbruch - 
Entwicklung  ergiebt  sich  hieraus  als  die  folgende: 

1±J^=(1,  6,  1,  1,1;  1,6,1,  1,  1;...). 

Ebenso  liefern  die  beiden  anderen  reducirten  Formen  derselben 
Determinante  D  =  13,  nämlich 

1^0  ==  (2,  3,  -  2),     ^'1  =  (-  2,  3,  2) 
folgende  Werthe 

öo  =  -j-   3,      öl  =:  —  3, 
also  ^ 
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und  folglich  

auch  hier  ist  die  Periode  des  Kettenbruchs  nur  halb  so  gross,  wie 
die  der  reducirten  Formen. 

Beispiel  2:    Für  Z)  =  19   giebt   die  sechsgliedrige  Formen- 
periode 

qPo  =  (3,  2,  — 5);     ^^  =  (— 5,  3,  2) 

g?2  ==  (2,  3,  —  5);     cp^  =  (—  5,  2,  3) 
9),  =  (3,  4,  -1);     g),  =(— 1,  4,  3) 
die  Zahlen 

Kq  =  1,  kl  =  O,  A'2  ^^^^^  I5  %  ^^^  ^^  '^4  ^— ^  ")  f^b  "^^^  ^  5 

also  

l+lll  =  (1,  3,  1,  2,  8,  2;  .  .  .). 

Beispiel  3:    Für  D  =^  79  giebt  die  sechsgliedrige  Periode 

^0  =  (7,  3,-10);     cf,  =(—10,  7,3) 

9?2  =  (3,  8,  —    5);     (^3  =  (—    5,  7,  6) 

94  =  (6,  5,  -    9);     (JP5  =  (-    9,  4,  7) 
die  Zahlen 

do  =  +l,    di==-5,    62==  4- 3,    (53  =  -2,    Ö4=+l,   Ö5  =  -l; 

also  entsteht  die  Entwicklung 

Üy^  =  (l,  5,3,2,  1,1;...).     ^ 

Ebenso  liefert  die  viergliedrige  Periode 

T^o  =  (l,  8,  -15);    ^,  =(-15,7,2) 
t^.2  =  (2,  7,  -  15);    t^3  =  (-15,  8,  1) 
die  Zahlen 

öo  =  +  1,    öl  =  -  7,    02  =  +  1,    d^3  =  -  16 
^0  =  I1  ^'1  =  7,  ^^2  =  1,  A^3  =  16; 
also  den  Kettenbruch 

j^ =  (I5  7,  1,  16,  .  .  .)• 
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Zu  gleicher  Zeit  findet  man  natürhch  auch  die  Entwicklung  der 
Wurzeln  der  drei  anderen  Formen 


-^^±^^==-(7,  1,16,1;...) 
=  (1,  16,1,7;...) 
=  -(16,  1,7,  1;...) 


2 

7  +  V79 

15 

8  -f  V79 


1 
durch  einfache  Verschiebung  der  Periode*) 


§•  80. 

Es  bleibt  nun  noch  die  schwierigste  Frage  zu  beantworten 
übrig,  nämlich  die,  ob  zwei  reducirte  Formen  derselben  Deter- 
minante, welche  verschiedenen  Perioden  angehören,  äquivalent 
sein  können  oder  nicht.  Dazu  müssen  wir  eine  Digression  über 
die  Theorie  der  Kettenbrüche  machen,  in  welcher  wir  einige  weni- 
ger bekannte  Sätze  über  dieselben  beweisen  wollen. 

Ein  Kettenbruch  (a,  ö,  c^  d  .  .  .),  dessen  sämmtliche  Elemente 
a,  h,  c,  d  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  sind  (mit  Ausnahme  des  ersten 
a,  für  welches  auch  der  Werth  Null  gestattet  ist),  soll  im  Folgen- 
den ein  regelmässiger  heissen;  der  Werth  eines  solchen  endlichen 
oder  unendlichen  Kettenbruchs  ist  bekanntlich  stets  positiv,  und 
umgekehrt  ist  bekannt,  dass  jeder  positive  Werth  stets  und  nur 
auf  eine  einzige  Weise  in  einen  regelmässigen  Kettenbruch  ver- 
wandelt werden  kann.  Sehr  wichtig  für  unsere  Zwecke  ist  nun 
die  Umwandlung  eines  imregelmässigen  unendlichen  Kettenbruchs 

(«,  ft  y  .  .  .  fi,  r,  _2J>,  2,  r  .  .  .  w,  V  .  .  .), 


*)  Die  Form  (1,  0,  —  D)  ist  der  reducirten  Form  cfQ  =  (1,  A,  X^  —  D) 
äquivalent;  die  letzte  Form  der  entsprechenden  Periode  ist  offenbar  (p2n  —  \ 
z=  (;i2  — D,  A,  1),  und  hieraus  folgt  eine  Entwicklung  von  der  Form 

^jj  ^    =  (^*o   •   •   •   ^n  —  2,   kn  —  1,   kn-2  •   •    •   I'q,   2A;    .   .   .) 

und 

yl)  =  (A;   ko   .  .  .  An  — 2,  An  — 1,  An  — 2    .   .   .  A'q,  2A;   .   .   .). 

Eine  ähnliche  Entwicklung  tritt  jedesmal  auf,  wenn  in  der  Periode 
zwei  zweiseitige  Formen  vorkommen  (§.  78). 
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dessen  Elemente  ganze  Zahlen  und  zwar  von  einem  bestimmten  p 
ab  sämmtlich  positive  ganze  Zahlen  sind,  in  einen  regelmässigen. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  bei  dieser  ümivandlung  alle  Elemente 
u^  V  .  .  .  von  einem  bestimmten,  in  endlicher  Entfernung  liegenden^ 
Element  u  ab  unverändert  bleiben^  und  dass  die  Differenz  zwischen 
der  Anzahl  der  geänderten  und  der  Anzahl  der  sie  ersetzenden 
Elemente  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist^  je  nachdem  der^  Werth 
des  ganzen  Kettenbruchs  positiv  oder  negativ  ist. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  sei  v  das  letzte  nicht 
positive  Element  des  Kettenbruchs,  und  wir  setzen  ausserdem 
zunächst  voraus,  dass  v  nicht  das  erste  Element  des  ganzen 
Kettenbruchs  ist.  Wir  suchen  nun  die  Unregelmässigkeit  des 
Kettenbruchs  von  dieser  äussersten  Stelle  v  zu  entfernen  und 
um  mindestens  eine  Stelle  weiter  nach  links  zu  drängen. 

Hierzu  brauchen  wir  offenbar  nur  den  unendlichen  Ketten - 
bruch  (ft,  v^  p^  q  .  .  .)  zu  betrachten ,  den  wir  auch  in  endlicher 
Form  (fi,  V,  p')  oder  (ft,  v,  ^9,  q')  oder  (^^  v,  p,  g,  r')  u.  s.  w. 
schreiben  können,  wenn  wir  die  unendlichen  regelmässigen  Ketten- 
brüche 

(i>,  a^  r,  s  .  .  .),    (g,  r,  s  .  .  .),    (r,  s  .  .  .)  u.  s.  w. 

zur  Abkürzung  mit  p\  q\  r'  u.  s.  w.  bezeichnen.  Wir  haben  nun 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Ist  v  =  0,  so  ist 

(fi,  0,  p')  =  ^  ^  p'  ~.  (i  i-  p  i-  -^ 

oder  also 

C«,  0,jp,  g')  =:  (^  4-  |),  g'); 

es  ist  also  die  Unregelmässigkeit  von  der  Stelle  v  ^  0  um  min- 
destens eine  Stelle  nach  links  gedrängt,  und  zugleich  ist  an  Stelle 
der  abgeänderten  drei  Elemente  fi,  0,  p  das  einzige  Element 
^  -|-  J^  getreten. 

2.  Ist  V  negativ  =  —  w,  und  w  >  1,  so  erhält  man  mit 
Benutzung  der  Identität 

folgende  successive  Umformung: 

(u,  -n,  p')  =  (^^,-n  +  ^^  =  (^ii-hhn~-l  -  y 
=:  (ji  —  1,  1,  n  —  1,  —p') 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  13 
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und  hieraus  durch  nochmalige  Anwendung  derselben  Identität 

(ft,  —n,  p,  q')  =  Ca  —  1,  1,  n  —  2,  1,  |/  —  1) 

=  (^  —  1,  1,  w  —  2,  1,  i)  —  1,  q'). 

An  Stelle  der  drei  abgeänderten  Elemente  ft,  — 1^,  p  sind  die  fünf 
Elemente  ft  —  Irl,^  —  2.  1,  |j  —  1  getreten,  und  von  diesen  ist 
höchstens  das  erste  negativ.  Sollte  ferner  n  —  2  oder  p —  1,  oder 
sollten  beide  Zahlen  =  0  sein,  so  wird  man  durch  einmalige  oder 
zweimalige  Anwendung  der  unter  1.  aufgestellten  Regel  alle  Ele- 
mente, mit  Ausnahme  des  ersten,  in  positive  verwandeln;  auch 
dann  wird  der  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten 
und  der  x^nzahl  der  dieselben  ersetzenden  Elemente  eine  gerade 
Zahl  bleiben,  und  die  Unregelmässigkeit  ist  mindestens  um  eine 
Stelle  nach  links  verschoben. 

3.  Ist  V  =  —  1,  so  ist  die  eben  angegebene  Regel  nicht 
anwendbar;  wenn  gleichzeitig  _p  >  1,  so  findet  man 

(^,  —  1,  p,  q')  =  (^  —  2,  1,  p  —  2,  q')] 

sollte^  =  2  sein,  so  hat  man  wieder  nach  der  unter  1.  auf- 
gestellten Regel  zu  verfahren.  Ist  aber  j>;  ==  1,  so  hilft  diese 
Formel  nichts;  dann  ist  aber 

(fi,,  —  1,  1,  g')  =  fA  —  1  —  g' 

und  folglich 

(/x,  —  1,  1,  g,  r,  s')  =  (it^  —  2  —  q,  1,  r  ■—  1,  s') ; 

und  sollte  r  =  1  sein,  so  würde  man  wie  in  1.  verfahren. 

Auf  diese  Weise  ist  in  allen  Fällen  ohne  Ausnahme  die  Un- 
regelmässigkeit des  Kettenbruchs  von  der  Stelle  v  um  mindestens 
eine  Stelle  weiter  nach  links  gedrängt,  und  zugleich  ist  der  Unter- 
schied zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten  und  der  Anzahl 
der  sie  ersetzenden  Elemente  jedesmal  eine  gerade  Zahl.  Durch 
successive  Anwendung  desselben  Verfahrens  wird  man  daher  den 
ursprünglich  gegebenen  Kettenbruch 

(cc,  ß,y  .  .  .  ^,  V,  p,  q,r  .  .  .  t,  u,  v  .  .  .) 

in  einen  anderen 

(oc',  h^  c  .  .  .  Ic^  l^  w,  V  .  .  .) 

umformen  können,  in  welchem  alle  auf  das  erste  folgenden  Ele- 
mente h^  c  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  sind,  welche  von  einer  in 
-endlicher  Entfernung  liegenden  Stelle  u  an  mit  den  Elementen  des 


§.  81.  Quadratische  Formen.  195 

gegebenen  Kettenbrucbs  übereinstimmen;  und  zwar  wird  der 
Unterschied  zwischen  der  Anzahl  der  abgeänderten  Elemente 

und  der  Anzahl  der  sie  ersetzenden  Elemente 

a\h,  c  .  .  ,  1%  l 

eine  gerade  Zahl  sein,  weil  dasselbe  bei  jedem  einzelnen  Act  der 
gesammten  Umformung  stattfindet. 

Ist  nun  a'  positiv  oder  =  0,  so  ist  die  Umformung  vollendet 
und  derWerth  des  Kettenbruchs  ist  positiv;  ist  dagegen  «'  negativ 
=  —  a,  so  ist  der  Kettenbruch  negativ,  und  zwar 

^  —  (a  —  1,  1,  ö  —  1,  c  .  .  .) 
oder,  wenn  b  =  1  sein  sollte, 

=  —  (a  —  1,  c  -[-  !,(?...)• 
Bei  diesem  letzten  Act  ist  die  Anzahl  der  abgeänderten  Elemente 
um  eine  Einheit  kleiner  oder  grösser  als  die  Anzahl  der  sie  er- 
setzenden  Elemente;    und  hiermit  ist  der  letzte  Punct  unserer 
obigen  Behauptung  nachgewiesen. 

§.  81. 

Wir  bedürfen  zweitens  für  die  Untersuchung  der  Aequivalenz 
zweier  Formen  noch  des  folgenden  Satzes: 

Sind  a,  /3,  y,  d  vier  ganse  Zahlen,  welche  der  Bedingung 

ad  —  ßy  z=  l 

genügen,  und  deren  erste  a  von  Null  verschieden  ist;  findet  ferner 
zwischen  zwei  Grössen  m  und  Sl  die  Relation 

y  -\-  d  Sl 
^  "^  a  +  ßSl 
statt,  so  kann  man  stets 

CO  =  (y',  m,  n  .  .  .  r,  ß',  <ß) 

setzen,  wo  die  Anzahl  der  positiven  ganzen  Zahlen  m,  n  .  .  .  r  eine 
gerade  ist,  y'  und  ß'  aber  auch  Null  oder  negative  ganze  Zahlen 
sein  können. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir,  ohne  die  Allgemein- 
heit zu  beeinträchtigen,  annehmen,  dass  die  von  Null  verschiedene 

13* 
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ganze  Zahl  cc  positiv  ist;  denn  sollte  a  negativ  sein,  so  verwandle 
man  die  Zeichen  aller  vier  Zahlen  oc,  ß,  y,  d  in  die  entgegen- 
gesetzten, so  bleibt  die  zwischen  ihnen,  und  ebenso  die  zwischen  o 
und  ü  bestehende  Relation  ungeändert.  Ist  nun  zunächst  a  =  1, 
also  ö  =  ßy  -f-  1,  so  ist  unmittelbar 

also  ist  in  diesem  Falle  unser  Satz  richtig.  Ist  aber  a  >  1,  so  ent- 
wickle man  den  Bruch  y  :  a  in  den  Kettenbruch  (y\  m,  n  .  .  .  r\ 
dessen  Elemente  sämmtlich  positive  ganze  Zahlen  sind,  mit  Aus- 
nahme des  ersten  y',  welches  positiv.  Null  oder  negativ  sein  wird, 
je  nachdem  y  positiv  und  grösser  als  «,  oder  positiv  und  kleiner 
als  ot,  oder  endlich  negativ  ist. 

Wir  können  ferner  voraussetzen,  dass  die  Anzahl  der  positiven 
Elemente  m^  n  .  .  .  r  gerade  ist;  denn  da  bei  der  gewöhnlichen 
Methode,  einen  Bruch  y.a  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln, 
das  letzte  Element  r  mindestens  =  2  ist,  so  könnte  man,  wenn 
die  Anzahl  der  Elemente  m^  n  ...r  ungerade  sein  sollte,  das  letzte 
Element  r  in  den  Kettenbruch  r  —  1  +  }  verwandeln  und  also  statt 
des  obigen  Kettenbruchs  den  folgenden  {y\  m^n...r  —  1,1)  nehmen, 
in  welchem  die  Anzahl  der  positiven  Elemente  m^  n  .  .  .  r  —  1,  1 
nun  gerade  ist.  Bildet  man  nun  nach  der  früher  (§.  23)  an- 
gegebenen Methode  die  sogenannten  Näherungsbrüche, 

[/]     [y^m]     [y\m,n]  ^  ^  ^  [y\m,n,..q,r] 
1    '      [m]    '      [w, n]  [m^  n  ...  q^r]  ' 

so  erkennt  man  leicht,  dass  ihre  Nenner  sämmtlich  positiv  sind. 
Damals  haben  wir  auch  bewiesen,  dass  diese  Brüche  irreducibel 
sind,  und  da  der  letzte  der  obigen  Brüche  dem  in  Folge  der 
Relation  ad  —  ßy  =  1  ebenfalls  irreducibelen  Bruche  y:a  gleich, 
und  cc  positiv  ist,  so  muss 

oc  =  [m,  »^  .  .  .  g,  r],    y  =  [y\  m.  n  .  .  .  q^  r] 

sein,  weil  ein  Bruch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  die  irreducibele 
Form  mit  positivem  Nenner  gebracht  werden  kann.  Da  ferner  die 
Anzahl  der  Elemente  y\  m^  n  .  .  ,  q,  r  ungerade  ist,  so  folgt  aus 
der  damals  aufgestellten  Formel  [§.  23,  (9)],  dass 

[w, n  ...q]  [y\ m, n . . . g, r]  —  [m,  w . . . g, r]  [y', m,n ...q]  =  —  1 

oder  also 

a [y'^  m^  n  .  .  .  q]  —  [w,  n  .  .  .  q]y=l 
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ist;    vergleicht   man   dies   mit   der   Relation   ocö  —  /3y=l,   so 
ergiebt  sich  (ähnlich  wie  im  §.  24),  dass  man 

d  =  [y\  m,  7t  .  .  .  q]  -\-  y ß' 

ß  =  \m,  n  .  .  .  q]  -]-  aß' 
d.  h. 

8  =  [y\  m,  n  .  .  .  q,r,  ß'] 

ß  =  [m^  n  .  .  .  q,  r,  ß'] 
also 

j  =  (y',  m,n..,q,  r,  ß') 

setzen  kann,  wo  ß'  eine  ganze  Zahl  bedeutet*).    Nach  demselben 
Bildungsgesetz  ist  nun 

y  -f  d'ii  =  [/,  m,  w  .  .  .  r,  ß\  ü] 

cc  -f  /3^^  =r  [m,  w  .  .  .  r,  ß',  i^] 

und  folglich,  wie  zu  beweisen  war, 

(o  =  (y\  m^  n  .  .  .  r,  ß\  Sl). 


§.  82. 

Nachdem  auch  dieser  zweite  Punct  aus  der  Theorie  der  Ketten- 
brüche behandelt  ist,  schreiten  wir  zur  definitiven  Entscheidung 
der  Frage,  ob  zwei  verschiedene  Perioden  von  reducirten  Formen 
einer  positiven  Determinante  äquivalente  Formen  enthalten  können. 
Es  seien  daher  (a,  &,  c)  und  (Ä,  B,  C)  zwei  reducirte  (eigentlich) 
äquivalente  Formen;  da  alle  Formen  einer  und  derselben  Periode 
einander  stets  äquivalent  sind,  so  können  wir  annehmen,  dass  die 
ersten  Coefficienten  a,  A  und  folglich  auch  die  ersten  Wurzeln 
dieser  beiden  Formen  positiv  sind,  weil  im  entgegengesetzten  Fall 
die  unmittelbar  benachbarten  Formen  diese  Eigenschaft  besitzen 
würden.  Bezeichnen  wir  (a,  &,  c)  mit  (p^  und  (J.,  I?,  C)  mit  CDq, 
und  bilden  wir  für  jede  dieser  beiden  Formen  (nach  §.  78)  die 
sie  enthaltende  Periode,  so  erhalten  wir  dadurch  (nach  §.  79)  für 
die  ersten  Wurzeln  co^ ,  SIq  dieser  beiden  Formen  die  regelmässigen 
Kettenbrüche 


*)  Da  die  Brüclie  y  :  a,  /?  :  «  resp.  den  Kettenbrüchen  (/,  m  .  .  .  r), 
iß',  r  ...  m)  gleich  sind,  so  sind  /,  ß'  die  grössten  in  denselben  enthalte- 
nen ganzen  Zahlen  (im  Sinne  des  §.  43). 
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Ist  nun  ("'  5)  eine  Substitution,  durch  welche  9^0  i^i  ^0  übergeht, 
so  besteht  zwischen  den  ersten  Wurzeln  Oo,  ^0  die  Relation 

und  ausserdem  ist 

aö  —  ßy  =  1.  (2) 

Da  ferner  a  nicht  =  0  sein  kann,  weil  sonst  J.  =  c,  also  Ä  negativ 
wäre,  so  kann  man  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 

«0  =  {y\  ^^h  n  .  .  .  r,  /3',i^o) 

und  also  auch 

«0  =  (?\  m,  n...r,ß',  K,,  K,,  K,  .  .  )  (3) 

setzen,  und  in  diesem  unendlichen  Kettenbruch,,  welcher  wenigstens 
von  der  Stelle  K^  ab  keine  Unregelmässigkeit  enthält,  ist  die  An- 
zahl der  Elemente  y\m^n...  r^ß'  eine  gerade  =  2  g.  Ist  /3'  positiv, 
so  ist,  da  Oo  >  1  ist,  auch  y'  positiv,  also  der  Bruch  regelmässig*). 
Ist  .aber  ß'  =0  oder  negativ,  so  forme  man  den  Kettenbruch  nach 
den  obigen  Regeln  (§.  80)  in  einen  regelmässigen  um ;  nimmt  man 
ft  hinreichend  gross,  so  werden  die  Elemente  JSTu,  Ka  +  i  .  .  .  bei 
dieser  Umformung  ungeändert  bleiben,  und  die  Anzahl  v  der 
Elemente,  welche   an   die   Stelle    der  vorhergehenden   (2g  -\-  ^) 

Elemente 

y\  m,  n  .  .  .  r,  ß',  Kq  .  .  .  Ku-i 


*)  Sieht  man  von  dem  an  sich  klaren  Fall  «  =  cr=+l,  ß  =  y  =iO  ab, 
und  bedenkt,  dass  die  Relation  (1),  welcher  man  zufolge  (2)  auch  die  Form 

(«  -I-  ßSl,)  {&  -  ß(o,)  =  1 

geben  kann,  nicht  blos  für  die  positiven  unechten  Brüche  coq,  SIq,  sondern 
ebenso  für  die  negativen  echten  Brüche  (o'q,  £1'q  gilt,  so  ergiebt  sich  ohne 
Schwierigkeit,  dass  keine  der  Zahlen  «,  ß,  y,  (f  verschwindet,  und  entweder 

->1,    ->1,      oder=;^>l,    =^>1 


(i 


(f     =    '       (f 


ist;  im  ersten  Falle  sind  die  oben  mit  /3',  y'  bezeichneten  Zahlen  positiv, 
und  folglich  erscheint  ioq  in  (3)  sofort  als  regelmässiger  Kettenbruch;  der 
zweite  Fall  kommt  auf  diesen  durch  den  Uebergang  zu  der  inversen  Sub- 
stitution zurück,  indem  man  ^o  durch  (Oq  darstellt.  Hierdurch  wird  also 
die  Zuziehung  der  in  §.  80  enthaltenen,  an  sich  sehr  interessanten  Unter- 
suchung gänzlich  vermieden. 


I 
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treten,  wird  ^  ^  (mod.  2)  sein  (nach  §.  80),  da  der  Werth  des 
ganzen  Kettenbruchs  positiv  ist.  Da  nun  aso  nur  auf  eine  einzige 
Weise  als  ein  regelmässiger  Kettenbruch  dargestellt  werden  kann, 
so  müssen  die  Zahlen 

-2!u,   Ä^-f-i,   -K.u+2 

resp.  mit  den  Zahlen 

identisch  sein.  Ist  daher  ^  -\-  h  ein  Multiplum  von  der  Anzahl 
der  Formen,  welche  die  Periode  der  Form  0q  bilden,  und  also 
eine  gerade  Zahl,  so  ist  auch  v  -\-  h  eine  gerade  Zahl  =  2m, 
und  die  Zahlen 

stimmen  mit  den  Zahlen 

und  diese  folglich  mit  den  Zahlen 

Überein.     Hieraus  folgt  unmittelbar 

ioQ   =  (/C2mi    «^2m  +  l   •   •   •)  =  G>2m5 

und  da  durch  ihre  erste  Wurzel  auch  stets  die  Form  vollständig 
charakterisirt  ist  (§.  72),  so  schliessen  wir  hieraus,  dass  die  Form 
^0  init  der  Form  (p^m  identisch  sein  muss,  dass  also  ^o  sich  in 
der  aus  ^o  entwickelten  Periode  befinden  muss.  Wir  haben  so 
folgenden  Hauptsats"^)  gewonnen: 

Zwei  äquivalente  reducirte  Formen  von  positiver  Determinante 
gehören  einer  und  derselben  Periode  an;  zivei  reducirte  Formen 
können  nicht  äquivalent  sein^  wenn  sie  verschiedenen  Perioden  an- 
gehören. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ergiebt  sich  nun  eine  Methode,  um 
zu  prüfen,  ob  zwei  gegebene  Formen  von  gleicher  positiver  De- 
terminante äquivalent  sind  oder  nicht.  Man  suche  (nach  §.  76) 
zu  jeder  der  beiden  Formen  eine  ihr  äquivalente  reducirte  Form; 
je  nachdem  die  so  gefundenen  reducirten  Formen  derselben  oder 
verschiedenen  Perioden  angehören,  sind  die  gegebenen  Formen 
äquivalent,  oder  nicht  äquivalent.  Im  ersteren  Falle  ergiebt  sich 
offenbar  zugleich  eine  Substitution,  durch  welche  die  eine  Form 
in  die  andere  übergeht  (vergl.  §.  66). 


*)   Gauss:  J).  A.  art.  193. 
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Beispiel:  Die  beiden  gegebenen  Formen  seien  (713,  60,  5) 
und  (62,  95,  145),  welche  dieselbe  Determinante  i)  =  35  haben. 
Die  erste  geht  durch  die  Substitution  (_^i'  l^g)  in  die  reducirte 
Form  (5,  5,  —  2),  die  zweite  durch  die  Substitution  (:j:2;  1^?)  in  die 
reducirte  Form  ( —  2,  5,  5)  über  (§.  76).  Diese  beiden  reducirten 
Formen  gehören  aber  derselben  zweigliedrigen  Periode  (5,  5,  —  2), 
( —  2,  5,  5)  an,  und  zwar  geht  die  erstere  durch  die  Substitution 
(_J^  g)  in  die  letztere  über.  Mithin  sind  die  beiden  gegebenen 
Formen  (713,  60,5)  und  (62,  95,  145)  äquivalent,  und  da  (zj,  Z^s) 
die  inverse  Substitution  von  (ijlgl.l^?)  ist,  so  geht  die  erstere 
dieser  beiden  Formen  durch  die  Substitution  (_  Jj  +  jj)  (_  J|  5)  (z.l]Z^f) 
=  (+4?;  +63)  i^  ^i®  letztere  über. 


§•  83. 

Durch  unsere  letzten  Untersuchungen  ist  das  erste  der  beiden 
in  §.  59  aufgestellten  Hauptprobleme  auch  für  Formen  von  positiver 
Determinante  gelöst;  das  zweite  haben  wir  in  §.  62  auf  die  Auf- 
lösung der  unbestimmten  Gleichung 

P  —  Du^  =  ö2 

zurückgeführt,  und  es  bleibt  daher,  um  in  der  Theorie  der  Formen 
von  positiver  Determinante  zu  demselben  Abschluss  zu  kommen, 
w^ie  früher  für  negative  Determinanten,  nur  noch  übrig,  diese 
Gleichung  für  jeden  positiven  (nicht  quadratischen)  Werth  der 
Determinante  D  vollständig  aufzulösen,  Fermat  hat  diese  Glei- 
chung den  Mathematikern  zuerst  vorgelegt,  worauf  ihre  Lösung 
von  dem  Engländer  Fell  angegeben  wurde;  allein  obwohl  seine 
Methode  die  Lösung  in  jedem  Falle  wirklich  giebt,  so  lag  doch  in 
ihr  nicht  der  Nachweis,  dass  sie  immer  zum  Ziele  führen  muss, 
und  dass  die  Gleichung  ausser  der  evidenten  Lösung  ^  =  +  0, 
u  =^  0  noch  andere  Lösungen  besitzt.  Diese  Lücke  ist  erst  von 
Lagrange"^)  ausgefüllt,  und  hierin  besteht  wohl  eine  der  bedeutend- 


*)  Solution  cfun  Problem  e  d*  Arithmetique ,  Miscellanea  Taurinensia, 
Tom.  IV.  ((Euvres  de  Lagrange,  publ.  par  Serret,  T.  I,  1867,  p.  669.)  — 
Sur  Ja  Solution  des  problemes  indetermines  du  second  degre,  Mem.  de  l'Ac. 
de  Berlin  T.  XXIII.  ((Euvres  de  L.  T.  II,  1868,  p.  375.)  —  Ädditions  aux 
Elemens  d^ Algehre  par  L.  Euler  §§.  II,  VIII.  —  Das  Verdienst,  die  tiefe 
Bedeutung    der  Pell'schen  Gleichung  für  die  allgemeine  Auflösung   der  uu- 
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steil  Leistungen  des  grossen  Mathematikers  auf  dem  Gebiete  der 
Zahlentheorie,  da  die  von  ihm  zu  diesem  Zweck  eingeführten 
Principien  in  hohem  Grade  der  Verallgemeinerung  fähig  und 
deshalb  auch  auf  ähnliche  höhere  Probleme  anwendbar  sind*). 
Wir  schlagen  hier  einen  ganz  anderen  Weg  ein,  der  sich  den 
zunächst  vorangehenden  Untersuchungen  unmittelbar  anschliesst. 
Der  Zusammenhang  zwischen  der  obigen  unbestimmten  Gleichung 
und  dem  zweiten  Hauptproblem  in  der  Theorie  der  Aequivalenz 
war  folgender.  Ist  (a,  6,  c)  eine  Form  von  der  Determinante  D 
und  vom  Theiler  ö,  und  ist  ("'  j)  irgend  eine  eigentliche  Substitu- 
tion, durch  welche  (a,  6,  c)  in  sich  selbst  übergeht,  so  ist  stets 

t  —  bu      a ^^         ^^       s tAr^'^ 

a  -      ,     p  _  —,     y        — ,  -       , 

wo  ^,  u  zwei  der  Gleichung 

P  —  Du^  =  ö2 
genügende  ganze  Zahlen  bedeuten;  und  umgekehrt,  jeder  Lö- 
sung ^,  u  der  unbestimmten  Gleichung  entspricht  durch  die  vor- 
stehenden Formeln  eine  Substitution  ("'  ^) ,  durch  welche  die  Form 
(öf,  6,  c)  in  sich  selbst  übergeht.  Wir  haben  nun  durch  die  letzten 
Untersuchungen,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  ein  Mittel  gewonnen, 
alle  Transformationen  ("'  f)  einer  reducirten  Form  von  positiver 
Determinante  D  in  sich  selbst  direct  zu  finden,  und  folglich  können 
wir  hieraus  auch-alle  Lösungen  ^,  u  der  unbestimmten  Gleichung 
ableiten.  Wir  schicken  der  Ausführung  dieser  Untersuchung  noch 
eine  Bemerkung  über  die  Perioden  der  reducirten  Formen  voraus. 
Wir  wissen,  dass  die  Reihe  der  positiven  Zahlen  k,  welche  die 
Elemente  des  Kettenbruchs  bilden,  in  den  die  erste  Wurzel  co^ 
einer  reducirten  Form  q)^  entwickelt  wird,  eine  gerade  Anzahl  von 
Gliedern 

A^o ,     kl  .  .  .  k2n—l 
enthält,  nach  welchen  dieselben  Glieder  periodisch  wiederkehren; 
und  zwar  ist  diese  Anzahl  2n  die  der  reducirten  Formen,  welche 


bestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades  zuerst  dargethan  zu  haben,  gebührt 
Euler;  man  vergl. :  De  solutione  problematum  Diophanteorum  per  numeros 
integros,  Comm.  Petrop.  VI,  p.  175.  De  resolutione  formularum  quadra- 
ticariim  indeterminatarum  per  numeros  integros,  Nov.  Comm.  Petrop.  IX, 
p.  3.  De  usu  novi  algorithmi  in  prohlemate  Pelliano  solvendo,  Nov.  Comm. 
Petrop.  XI,  p.  28.  Nova  subsidia  pro  resolutione  formulae  axx-\-  1  ^^yy-, 
Opusc.  anal.  I,  p.  310.  —  Man  vergleiche  ferner  Gauss:  D.A.  artt.  197 — 202. 
*)  Siehe  Supplement  VIII. 
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mit  (Pq  in  einer  Periode  enthalten  sind.  Wir  haben  aber  oben 
(§.  79)  an  einzehien  Beispielen  gesehen,  dass  die  Zahlen  h  aus 
kleineren  Perioden  bestehen  können;  wir  fanden  z.  B.  aus  der 
zehngliedrigen  Formenperiode  der  Determinante  D  =  13  folgende 
Zahlen : 

^0   =    +    1,      ^1    =    -    6,      d,   ==    +    1,      ^3    =   -    1,      Ö4   =:    +    1; 

d,  ==  -  1,    ^6  =  +  6,    ^7  =  -  1,    ÖS  =  -f  1,    ä,  =  -  1; 
und  also 

/Cq  ==  1,   k^  =  6,    /u2  =  1,    %  "=  1,    ^4  =  1; 
und  hierauf  wiederholt  sich  schon  dieselbe  Reihe 

n/5    1,      ri/g    D,      n/7    1,      n/p    ^^^    1,      A/g    ^^^^    1. 

Es  ist  nun  wichtig  zu  untersuchen,  wann  dies  eintreten  kann. 
Es  sei  daher  2n  die  Gliederanzahl  der  Formenperiode  und  m  die 
Gliederanzahl  irgend  einer  Periode  in  der  Reihe  der  Zahlen  h 
Dann  ist,  indem  wir  die  früheren  Bezeichnungen  für  die  Formen 
und  ihre  ersten  Wurzeln  beibehalten,  wenn  m  gerade  ist, 

f^m  =   [Km-)  f^m  +  l    •   •   •)  =  {r^Oi  »^1    •    •   •) 

und  folglich  cOm  =  «o,  und  also  auch  cpm,  identisch  mit  cp^^  und 
daher  nothwendig  m  ein  Multiplum  von  2?*;  es  existirt  also  jeden- 
falls keine  kleinere  Periode  von  gerader  Gliederanzahl,  als  die  der 
ganzen  Formenperiode  entsprechende.  Ist  dagegen  m  ungerade, 
so  ist  2  m  ebenfalls  die  Gliederanzahl  einer  Periode  in  der  Reihe 
der  Zahlen  ^,  und  folglich  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  2  m  ein 
Multiplum  von  2n,  also  m  mindestens  =  n;  der  Fall,  dass  die 
Periode  der  Zahlen  h  kürzer  ist,  als  die  aus  2n  Gliedern  be- 
stehende Periode  der  Formen,  kann  also  nur  dann  eintreten,  wenn 
n  eine  ungerade  Zahl  ist,  indem  dann,  wie  wir  ja  auch  an  dem 
obigen  Beispiel  sehen,  die  Periode  der  Zahlen  Ic  aus  n  Gliedern 
bestehen  kann;  es  ist  dann  (»„  =  —  «q  und  also  Cn  =  —  Co,  bn  =  ^oi 
ün  =  —  «0.  Doch  muss  man  sich  hüten  zu  glauben,  dass  diese 
Erscheinung  jedesmal  wirklich  eintreten  muss^  wenn  n  ungerade 
ist;  denn  wir  haben  nur  gezeigt,  dass  sie  in  diesem  Falle  allein 
eintreten  Tcann.  Füri)=19  z.  B.  sind  die  beiden  Formenperioden 
sechsgliedrig  (§.  79),  also  ist  w  =  3 ;  aber  die  Perioden  der  Zahlen 
h  sind  nicht  dreigliedrig,  sondern  sechsgliedrig*). 


*)  Die  Erscheinung,  dass  die  Kettenbruch -Entwicklung  nur  halb  solang 
ist,  als  die  Periode  der  Form ,  wird ,  wie  oben  gezeigt  ist ,  nur  dann  ein- 
treten, wenn  die  Formen  (a,  h,  c)  und    ( — a,  b,  — c)    äquivalent   sind,  und 


§.  83.  Quadratische  Formen.  205 

Um  nun  die  unbestimmte  Gleichung  P  — Bu^^a"^  zu  lösen^ 
in  welcher  D  eine  beliebige  nicht  quadratische  positive  Zahl,  und 


man  erkennt  leicht  (aus  §.  82),  dass  sie  dann  auch  stets  eintreten  muss^ 
Führt  man  nun  die  Untersuchung  über  die  Aequivalenz  dieser  beiden 
Formen  genau  ebenso  durch  wie  in  §.  62,  so  erhält  man  das  Resultat :  Die 
Coefficienten  einer  jeden  Substitution  O"),  durchweiche  eine  Form  (a,  ?^,  c) 

von  der  Determinante  D  und  vom  Theiler  tr  in  die  Form  ( —  a,  h,  —  c) 
übergeht,  sind  in  den  Formeln 

.        t — hu  cu  au  t-\-bu 

ff  '  ff  ff        ^  ff  ^  ^ 

enthalten,  wo  t,  u  zwei  ganze  Zahlen  bedeuten ,   welche  der  unbestimmten 

Gleichung 

^2  _  X)2t2  —  —  a'^  (11) 

Genüge  leisten;  und  umgekehrt,  giebt  es  zwei  solche  ganze  Zahlen  t,  u,  so 
liefern  jene  Formeln  (I)  stets  eine  Substitution  von  der  angegebenen  Be- 
schaffenheit. Die  erwähnte  Erscheinung  wird  daher  stets  und  nur  dann  auf- 
treten, wenn  die  Gleichung  (II)  möglich  ist;  tritt  sie  daher  in  der  Periode 
irgend  einer  Form  auf,  so  wird  sie  auch  in  allen  Perioden  derjenigen  For- 
men auftreten,  welche  zu  derselben  Ordnung  gehören  (§.  61) ;  ist  ferner  die 
Gleichung  t^  —  J)ii^z= — 1  möglich,  so  wird  sie  bei  allen  Perioden  dieser 
Determinante  D  auftreten.  Dies  ist  z.  B.  stets  der  Fall,  wenn  i)==_p2s  +  i 
und  p  eine  positive  Primzahl  ^  1  (mod,  4)  ist;  denn  sind  T,  U  die  klein- 
sten positiven  Zahlen ,  welche  der  Gleichung  T^  —  BU^  ^=^  -\-  1  genügen 
(§.  84),  so  ist  T  ungerade,   U  gerade,  und 

T  —l   T-f  1       -^rU\^ 


--m-' 


2  2 

da  die  beiden  Factoren  linker  Hand  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  einer 
und  nur  einer  von  ihnen  durch  D  theilbar,  und  der  Quotient  gewiss  eine 
Quadratzahl;  wäre  nun  T  —  1  =  2DP,  T  -\-  l  =  2 g^,  U  =  2fg,  so 
wäre  g^  —  Df^  =  -|-  1,  und  /  <  ü,  gegen  die  Voraussetzung;  es  muss 
daher  T—l=2f^,  T  -^  l  =  2Dg^,  U=2fg,  und  also /2  —  J)^2  _  _  i 
sein,  w.  z.  b.  w.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  T  -|-  UyD  =  (/  +  g^D)^ 
ist,  was  nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes  ist. 

Besonders  interessante  Resultate  erhält  man,  wenn  man,  falls  die  Glei- 
chung (II)  möglich  ist,  die  Perioden  von  zweiseitigen  Formen  betrachtet  (§.  78)^ 
Um  uns  auf  den  einfachsten  Fall  zu  beschränken,  nehmen  wir  an,  die  Glei- 
chung t'^ — Du^=  —  1  sei  möglich;  ist  nun  A  die  grösste  in  YD  enthaltene 
ganze  Zahl,  also  g)Q  =  (1,  A,  X^  —  D)  eine  reducirte  und  zugleich  zwei- 
seitige Form,  deren  Periode  2w  Glieder  enthält  (§.  79),  so  ist  n  ungerade 
=  2m  -\-  1;  da,  ferner  für  jeden  Index  h  gleichzeitig 

g)h  =  (a,  l),  c),  (p2n  —  i—h  =  (c,  b,  a),  g)h  +  n  =  {—a,  b,  —c) 
ist,  so  folgt,  dass  gpm  =:  {a,  b,  — a),  g)3m  +  i=^{ — a,b,a),  also  D  —  a^ -\- b^ 
ist,  wo  a  ungerade  und  relative  Primzahl  zu  b  ist,  weil  (pQ  eine  ursprüng- 
liche Form  der  ersten  Art  ist.    Da  wir  vorhin  gesehen  haben,  dass  dieser 
Fall  stets  eintritt,  wenn  D  eine  Primzahl  ^  I  (mod.  4)  ist,  so  liegt  hierin 
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entweder  D^O  (mod.  02),  oder  4i)  ^  (j2(mod.  402)  ist,  nehmen 
wir  eine  beliebige  reducirte  Form  (a,  &,  c)  von  der  Determinante 
D  und  vom  Theiler  ö.  (Dass  eine  solche  stets  existirt,  leuchtet 
aus  §§.  61,  76  unmittelbar  ein.)  Wir  nehmen  ferner,  was  stets 
gestattet  ist,  a  positiv^  und  folglich  c  negativ  an;  dann  ist  die 
erste  Wurzel  a  dieser  Form  positiv,  und  folglich 

03   =  (/vo,      kl    ,  .   .  K2hn—2i      «^2ftn— 1,     CDji 

WO  2n  die  Gliederanzahl  der  Formenperiode,  und  h  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  ist.     Setzt  man  nun 

y  d 

—   ==   (A^Oi      A^i    .   .   .  «^2;in  — 2)5    ~ß    ^=  ("'Ol    fCi    .  .   .  fC2hn—l% 

d.  h.  (nach  §.  23): 

CC   ^=   iki    .   .   .  k2hn  —  2\i      ß   =   ikl    >   '   '   k2hn  —  2i      "^2Än  — l], 
y  =   \_koi    kl    .   .   .  k2hn  —  2\i      0   =   [A^o,  kl    .   .  .   k2hn—2i      k2hn—l\i 

so  ist  nach  den  schon  öfter  benutzten  Sätzen  ccö  —  ßy  =  1  und 

Ci    -f-    ßc3   =   [kl    .   .   ,k2hn  —  2i      ^2hn  —  l-,    ß»] 

y    -\-    d'o)   =   [7^0,    kl    .  ,  .  k2hn-2i  ^2hn  —  li    G)] 

und  folglich 

y  ^  da  _ 

— -^-j      ;5—  i^S  1     "^1    •  •  •  '^2hn  —  2')     "'2Än  — 1»    OJ)  «, 

woraus  unmittelbar  folgt  (§.  73),  dass  die  Form  (a,  &,  c)  durch 
die  Substitution  ("'  J)  in  sich  selbst  übergeht. 

Setzt  man  daher  für  h  der  Reihe  nach  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  1,  2,  3  .  .  .,  so  erhält  man  durch  die  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungsbrüche  vom  Range  2hn  —  1  und  2 /i?i  jedesmal  eine 
entsprechende  Transformation  ("'  ^)  der  Form  (a,  &,  c)  in  sich  selbst 
(wenn  w  =  1  ist  und  Ji  =  l  genommen  wird,  hat  man  a  =  1, 
ß  =  ki^  y  =^  ka^  ö  ^=  koki  -\-  1  zu  setzen) ;  die  vier  Coefficienten 
a,  /3,  y,  d  sind  immer  positiv^  und  da  ausserdem  mit  wachsendem  h 
auch  nothwendig  die  Zahler  und  Nenner  der  Näherungsbrüche 
beständig  wachsen,  so  entsprechen  zwei  verschiedenen  Werthen 
von  h  auch  zwei  verschiedene  Substitutionen  ("'  ^)- 

ein  neuer  Beweis  des  Fermat'sclien  Satzes  (§.  68),  und  zugleich  ieine  directe 
Methode,  die  Zerlegung  einer  solchen  Primzahl  D  in  zwei  Quadrate  aus  der 
Entwicklung  von  yZ)  in  einen  Kettenbruch  abzuleiten  (vergl.  Gauss:  D.Ä. 
art.  265 ;  Legendre :  TJieorie  des  Nombres,  3me  ed.  Tom.  I,  §.  VII.  (52)).  Dies 
Resultat  steht  in  der  engsten  Beziehung  zu  der  biquadratischen  Hülfs- 
gleichung,  welche  bei  der  Theilung  des  Kreises  in  D  gleiche  Theile  auftritt. 
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ümgekelirt  wollen  wir  nun  zeigen,  dass  man  auf  diese  Weise 
a\le  die  Transformationen  ("'  j)  der  Form  (a,  6,  c)  in  sich  selbst 
erhält,  in  denen  die  vier  Coefficienten  oe,  /3,  y^  d  sämmtlich  positiv 
sind*).  Denn  es  sei  ("' J)  eine  solche  Substitution,  so  ist  (§.  73) 

ad  —  ßy  =  1  und  o  =  - — ■ — -z—  ^ 

also  auch 

ßco^  +  {oc  —  d)c3  —  y  ==  0, 

und  zwar  müssen  dieser  quadratischen  Gleichung  beide  Wurzeln 
der  Form  genügen.  Da  nun  die  eine  zwischen  1  und  -f-  ^i  die 
andere  zwischen  —  1  und  0  liegt,  so  muss  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  für  g5  =  1  negativ,  für  cj  ^=  —  1  positiv  ausfallen; 
hieraus  folgt,  dass 

y  ^  d  >  oc  -\-  ß,     ß  -^  ö  >  a  -\-  y 

ist,  wo  die  Üngleichheitszeichen  die  Gleichheit  ausschliessen.  Da 
wir  beweisen  wollen,  dass  y :  cc  und  ö :  ß  zwei  auf  einander  folgende 
Näherungsbrüche  eines  regelmässigen  Kettenbruchs  (ßo^  Ic^  .  .  .) 
sind,  so  haben  wir  vor  allem  zu  zeigen ,  dass  y  ^  w  und  Ö  >  y 
ist;  dies  ergiebt  sich  in  der  That  aus  den  vorstehenden  Un- 
gleichheiten. Wäre  nämlich  ö  ^  y^  so  würde  aus  der  zweiten 
Ungleichheit  folgen,  dass  cc  <  ß  und  also  auch  ad  <  ßy  sein 
müsste,  während  doch  ad  =  ßy  -\-  1  ist;  also  ist  gewiss  d  >  y. 
Wäre  ferner  y  <  oc,  also  a  =  y  {-  q^  wo  q  eine  positive  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  würde  aus  der  ersten  Ungleichheit  folgen,  dass 
d  >  ß  -\-  Q,  also  auch 

ad  -  ßy>(ß  i-y)  Q  ^  Q^ 

wäre;  dies  ist  aber  wieder  unmöglich,  da  die  linke  Seite  =  1,  die 
rechte  aber  mindestens  =3  ist,  weil  /3,  y^  q  positive  ganze  Zahlen 
bedeuten;  also  ist  in  der  That  y  ^^  a. 
Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass  man 

y 


a 


=  {r\  ni  .  .  .  q,r) 


setzen  kann,  wo  die  Elemente  y\  m  .  .  .  q^  r  sämmtlich  positiv 
sind,  und  zwar  kann  man  es  so  einrichten,  dass  ihre  Anzahl  un- 
gerade ist,  weil  man  eventuell  wieder  r  in  r  —  1  -f  f  auflösen 


*)  Das  Folgende   bildet  nur   einen  speciellen   Fall   der  in  der  Anmer- 
kung zu  §.  82  angedeuteten  Untersuchung. 
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kann.  Nehmen  wh^  ferner  zunächst  an,  dass  a>  1  ist,  so  ist 
auch  y  >  ci  und  y  nicht  theilbar  durch  «,  und  folglich  enthält 
•der  Kettenbruch  mindestens  drei  Elemente.  Bilden  wir  daher 
den  unmittelbar  vorausgehenden  Näherungsbruch 

j  =  (r',  ^^  . . .  g), 

so  folgt  aus  acp  — f'y=  1  und  ad  —  ßy  =  l^  dass  man  wieder 
ß  =/-h  ccß\  8  =  cp  -{-  y  ß'  setzen  kann,  und  hierin  wird  ß'  eine 
positive  ganze  Zahl  sein.  Wäre  nämlich  j3'  =  0,  so  wäre  8  =  cp^ 
und  da  cp  gewiss  <  y  ist,  so  wäre  d  <  y,  während  doch  d  >  y 
ist;  wäre  ferner  ß'  negativ,  so  wäre  auch  d  negativ,  gegen  unsere 
Voraussetzung,  dass  a,  /3,  7,  ö  positive  ganze  Zahlen  sind.  Es 
ist  daher 

j  =  (y\  m  .  .  .  g,  r,  /3') 
und  folglich,  ähnlich  wie  früher, 

^o  nun  die  Anzahl  der  positiven  Elemente /,  m  .  .  .  q^  r^  ß'  gerade 
ist*).  In, dem  bisher  ausgeschlossenen  Fall  oc  =  1  erhält  man  ein 
ganz  ähnliches  Resultat,  denn  dann  ist 

y  -^  (ßy  -^   1)C3         .      ^      . 
^  =  1  +  ß^  =  (^'  ^'  ^)- 

Wir  erhalten  daher  für  ta  stets  einen  regelmässigen  periodi- 
schen Kettenbruch 

ö  —  (};',  m  .  .  .  q,r,  ß'\  y\  m  .  .  .), 

in  welchem  die  Anzahl  der  Glieder  y\  m  .  .  .  q,  r^  ß'  eine  gerade 
ist.  Da  nun  ein  Werth  cd  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  einen 
regelmässigen  Kettenbruch  entwickelt  werden  kann,  so  müssen  die 
Zahlen  y\  m  .  .  ,  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlen  ^o^  ^1  •  •  •  über- 
einstimmen; und  da  wir  uns  oben  überzeugt  haben,  dass  jede 
Periode  der  Zahlen  k,  deren  Gliederzahl  gerade  ist,  entweder 
mit  der  Reihe  der  den  sämmtlichen  2w  Formen  entsprechenden 
Zahlen  k  identisch  ist  oder  aus  einer  mehrmaligen  Wiederholung 


*)  Dasselbe  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  daraus,  dass  die  grössten  in 
den  Brüchen  y :  «,  ß  :  t(  enthaltenen  ganzen  Zahlen  y',  ß'  zufolge  der  obigen 
Ungleichheiten  positiv  sind  (vergl.  §.  81). 
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dieser  kleinsten  Periode  von  gerader  Gliederanzahl  besteht,  so 
ist  also  r  =  k2hn-2^  ß'  ^=  ^2hn-i^  WO  h  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl  bezeichnet,  und  folglich 

—   =   (A^o,   %    .   .   .   A2/in  — 2)1     -TT   =  \f^0  1  Kl    '   .   '   k^hn  —  ^i    ^2^«  — l), 

was  zu  beweisen  war. 

Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  wir  alle  aus  vier  positiven 
Coefficienten  bestehenden  Transformationen  der  reducirten  Form 
(a,  &,  c)  in  sich  selbst  finden  können,  deren  erster  Coefficient  a 
positiv  ist,  brauchen  wir  nur  noch  einen  Blick  auf  die  obigen 
Formeln 

t 


OS 


-hu    ^  cu  au    ..       i  A-hu 

ö  6  6  6 


ZU  werfen,  um  sogleich  zu  erkennen,  dass  die  hieraus  resultirenden 
Lösungen  ^,  u  der  unbestimmten  Gleichung  stets  aus  zwei  po- 
sitiven Zahlen  ^,  u  bestehen.  Für  u  folgt  dies  aus  der  dritten 
Formel;  da  ferner,  wie  wir  gesehen  haben,  d  >  y  und  y  ^  cc, 
also  8  >  a  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  t  positiv  ist.  Das  Um- 
gekehrte ist  ebenfalls  richtig;  sind  ^,  u  zwei  positive  der  un- 
bestimmten Gleichung  genügende  Zahlen,  so  besteht  die  aus 
denselben  abgeleitete  Substitution  ("'5)  aus  vier  positiven  Zahlen; 
denn  da  die  Form  (a,  ö,  c)  reducirt,  also  b  positiv,  und  der  An- 
nahme nach  a  positiv,  also  c  negativ  ist,  so  sind  zunächst  ß,  7,  ö 
positiv;  endlich  ist  f^  —  b^u^  =  6^  —  aeu^  positiv,  folglich  hat 
t  —  bu^  also  auch  a,  dasselbe  Zeichen  wie  ^  -\-  bu^  nämlich  das 
positive. 


84. 


Wir  können  daher  behaupten,  dass  alle  aus  zwei  positiven 
Zahlen  t,  u  bestehenden  Lösungen  —  und  auf  diese  kommt  es 
uns  zunächst  allein  an  —  durch  die  Kettenbruchentwicklung  der 
Wurzel  03  der  Form  (a,  b,  c)  gefunden  werden,  und  zwar  jede  nur 
ein  einziges  Mal.  Aus  dem  Anblick  der  unbestimmten  Gleichung 
t'^  —  Du^  =  ö2  geht  aber  hervor,  dass  die  zusammengehörigen 
positiven  Werthe  t,  u  gleichzeitig  wachsen  und  gleichzeitig  abneh- 
men; dasselbe  folgt  auch  aus  der  Natur  der  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungsbrüche ;  u,  und  folglich  auch  t,  wird  gleichzeitig  mit 
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y,  also  auch  mit  der  von  uns  mit  Ji  bezeichneten  Zahl  wachsen; 
nehmen  wir  h  =  1^  so  wird  die  entsprechende  Lösung,  die  wir 
mit  (jT,  ü)  bezeichnen  wollen,  aus  den  kleinsten  Zahlen  bestehen, 
d.  h.  T  wird  die  kleinste  aller  Zahlen  t,  und  gleichzeitig  wird  ü 
die  kleinste  aller  Zahlen  tt  sein  (die  Lösung  t  =  6^  u  =  0  ge- 
hört natürlich  nicht  zu  den  positiven  Lösungen).  Diese  kleinste 
Lösung  T,  ü  findet  man  daher  sehr  leicht  durch  Entwicklung 
einer  Periode  von  reducirten  Formen. 

Beispiel  1 :  Nimmt  man  für  die  Determinante  D  =  79  die 
reducirte  Form  (7,  3,  —  10),  welche  natürlich  von  der  ersten  Art 
ist,  so  erhält  man  (§.  79) 

Kq  ==■  1,     Kl  =  D,     /^2  =  3,     Iv^  ==  2,     A'4  =  1,     %  =  1 ; 
die  successiven  Näherungsbrüche  sind  folgende: 

2      6^      19      44      63      107 
T'    5"'    Ig'    37'    53'     90  ' 

aus  den  beiden  letzten  ergiebt  sich  daher  die  Substitution  (gg'  ^l^) ; 
will  man  nur  die  kleinste  Lösung  der  Gleichung  P  —  Bu^  =  6^, 
so  braucht  man  nur  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  bis  ß  =  90, 
oder  die  Zähler  derselben  bis  ;;  =  63  zu  bilden,  so  findet  man 
durch  diePormeln  ß6  =  —  cu  oder  yö  =  au  die  kleinste  der  Zahlen 
w,  nämlich  [7  =  9,  und  hieraus  das  zugehörige  T  =  y(6^  -\-  DU^) 
=  80.  Statt  dessen  findet  man  T  auch  durch  die  Formel  oc6  -\-bü 
oder  80  —  hU. 

Nimmt  man  die  reducirte  Form  (1,  8,  —  15),  so  findet  man 
folgende  Zahlen  (§.  79) 

k,  =  16; 


A^o  — 

1,    \  = 

=  7, 

h 

1, 

also  die  Näherung 

sbrüche 

1 
T' 

8 

7' 

9 

8' 

152^ 
135' 

die  beiden  letzten  liefern  die  Substitution  (g^  [H^ ,  und  hieraus  er- 
giebt sich  wieder   C7  =  9,  T  =  80,  wie  vorher. 

Beispiel  2:  Es  sei  i)  =  13  ^  1  (mod.  4);  um  die  kleinste 
Auflösung  der  Gleichung  P  —  13^^  _=  4  zu  finden,  nehmen  wir 
die  reducirte  Form  (2,  3,  —  2),  so  ist  (§.  79) 

die  Näherungsbrüche   sind   also  f  und  ^;    dadurch  erhalten  wir 
die  Substitution  Q;  10)  und  hieraus  Z7  =  3,  T=  11. 
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Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  die  kleinste  positive  Lösung 
(T,  ü)  der  unbestimmten  Gleichung  immer  gefunden  werden 
kann,  gehen  wir  dazu  über,  alle  anderen  Lösungen  (t,  u)  auf 
diese  eine  zurückzuführen.  Der  Bequemlichkeit  halber  wollen  wir, 
wenn  t,  u  irgend  zwei  (positive  oder  negative)  der  Gleichung 
P  —  ])u^  =  6^  genügende  Zahlen  sind,  und  VD  stets  positiv 
genommen  wird,  die  Ausdrücke 

t  4-  uVD     t  —  u\B 

die  zu  dieser  Lösung  (^,  u)  gehörigen  Factoren  nennen  und  als 
ersten  und  zweiten  Factor  von  einander  unterscheiden;  dasProduct 
beider  ist  stets  =  1;  sie  haben  daher  immer  gleiche  Zeichen,  und 
zwar  das  positive  oder  negative,  je  nachdem  t  positiv  oder  negativ 
ist;  haben  ferner  t  und  u  gleiche  Zeichen,  so  ist  der  erste  Factor 
numerisch  grösser  als  der  zweite,  folglich  ist  dann  der  erste 
numerisch  >  1,  der  zweite  numerisch  <  1;  das  Gegentheil  findet 
statt,  wenn  t  und  u  entgegengesetzte  Zeichen  haben;  und  wenn 
li  z=  0  ist,  sind  beide  Factoren  =  +  L  Ist  also  z.  B.  (f,  u)  eine 
aus  zwei  positiven  Zahlen  bestehende  Lösung,  so  ist  ihr  erster 
Factor  ein  positiver  unechter  Bruch;  und  umgekehrt,  ist  der  erste 
Factor  ein  positiver  unechter  Bruch,  so  sind  beide  Zahlen  ^,  u 
positiv. 

Sind  {t\  u')  und  {t'\  u")  irgend  zwei  identische  oder  verschie- 
dene Lösungen,  so  kann  man 

t'  +  ^(^'  VD    t"  +  u"VD_  t  -\-  uVD 

6  6  ö         ■ 

setzen,  wo  (^,  u)  wieder  eine  Lösung  bedeutet.  Denn  entwickelt 
man  das  Product  links  und  trennt  das  Rationale  vom  Irrationalen, 
so  findet  man 

i't"  -I-  Bu'u"              t'u"  -f  u't" 
t  =  — -r- ,    u  = ; 

da  ferner  aus  der  obigen  Gleichung  unmittelbar  durch  Verwand- 
lung von  VD  in  —  VD  oder  auch  durch  den  blossen  Anblick  der 
Ausdrücke  für  ^,  u  die  andere  Gleichung 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  14 
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t'  -  v!  MD    t"  -u"yD_t  —  uyD 

6  '  ö  ~~  <S 

folgt,  so  ergiebt  sich  durch  MultipUcation  beider 

P  —  DW'  =  Ö2; 

es  braucht  daher  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  u  eine  ganze 
Zahl  ist,  weil  dann  aus  der  vorstehenden  Gleichung  von  selbst 
folgt,  dass  P^  also  auch  t  eine  ganze  Zahl  ist.  Geht  nun  6^  in  D, 
folglich  auch  in  t'^^  ^"2  auf,  so  sind  t',  t"  theilbar  durch  ö,  und 
folglich  ist  u  eine  ganze  Zahl;  ist  aber  4D  ^  ö^  (mod.  4ö2),  so 
folgt  (2t'y  =  (öu')'^  (mod.  4(52),  hieraus  2f  =  öu',  und  ebenso 
2t"  =  0u"  (mod.  2ö),  folglich  2(f  u"  -\-  u'  t")  =  2  6u'u"  =  0 
(mod.  2ö):  mithin  ist  u  auch  jetzt  eine  ganze  Zahl,  w.  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  beliebig  viele  Lö- 
sungen (t\  u'),  (t'\  u"\  (t"\  u'")  .  .  .  ausdehnen:  setzt  man 

t'  +  '^'  VD    t"-\-u"yi)    t'"  +  'iJi''"  VB    ^  ^  _  t  +  ttVD 

ö  *  ö  *  6  '  '  '  ö  ' 

so  wird  (^,  u)  stets  wieder  eine  ganzzahlige  Lösung  sein.  Be- 
stehen ferner  alle  jene  Lösungen  aus  zwei  positiven  Zahlen,  so 
sind  alle  Factoren  linker  Hand  positive  unechte  Brüche;  dasselbe 
gilt  also  auch  von  dem  ersten  Factor  der  Auflösung  (^,  u\  und 
folglich  sind  ^,  u  zwei  positive  Zahlen. 

Setzen  wir  alle   die    einzelnen  Lösungen    (f,  u'\  (t'\  u")  .  .  . 
identisch  mit  der  kleinsten  positiven  Lösung  (T,  J7),  so  können 

wir 

T  +JJVDY_tn-hUnyD 


( 


setzen,  wo  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  es 
wird  dann  (tn^  Un)  jedesmal  eine  positive  Lösung  werden;  zu- 
gleich leuchtet  ein,  dass  mit  wachsendem  Exponenten  n  der  Werth 
der  linker  Hand  stehenden  Potenz  eines  unechten  Bruches,  und 
folglich  auch  tn  -j-  itnVJ^  beständig  wächst,  so  dass  verschiedene 
Werthe  von  n  auch  verschiedene  Lösungen  (fn,  Un)  liefern;  und 
da  die  beiden  Zahlen  fn,  Un  entweder  beide  gleichzeitig  wachsen, 
oder  beide  gleichzeitig  abnehmen,  so  tritt  offenbar  das  erstere 
oder  letztere  ein,  je  nachdem  n  wächst  oder  abnimmt. 

Umgekehrt  können  wir  zeigen,  dass  durch  die  vorstehende 
Formel  in  der  That  jede  positive  Lösung  (^,  u)  geliefert  wird. 
Denn  wäre  der  erste  Factor  einer  solchen  Lösung  keine  genaue 
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Potenz  des  ersten  Factors  der  kleinsten  Lösung  {T.  TJ)^  so  müsste 
er,  da  beide  positive  unechte  Brüche  sind,  zwischen  zwei  successiven 
Potenzen 

des  letzteren  liegen,  wo  n  mindestens  =  1  ist.    Dann  wäre  also 

6  6  ö  *  ö  ' 

und  folglich,  wenn  man 

t  +  uVD     tn  —  UnVI) _  f  4-  u'VD 

0  6  6 

setzt, 

1  < — —: <-—^ ; 

6  o 

es  existirte  daher  eine  positive  Lösung  (t\  w'),  welche  aus  klei- 
neren Zahlen  t\  u'  bestände,  als  die  kleinste  Lösung  (T,  ü)\  was 
unmöglich  ist. 

Man  findet  daher  alle  aus  zwei  positiven  Zahlen  bestehenden 
Lösungen  durch  die  Formeln 

ö        ö"  [  1 . 2  J 


_  1 1^  Tn-i  TT j_  n{n-\){n-2)  3  jj,j)    .    _  \ 

~ö«ll  ^  1.2.3  ^         J 


Ö 

wenn  man  der  Reihe  nach  für  n  alle  positiven  ganzen  Zahlen  setzt. 
Da  nun  ferner 

ist,  so  ergiebt  sich,  dass  durch  die  Formel 

tn  4-  UnVB      (T^  ÜVDY 


ri  -\-  ü  V  JJV 


6 

sämmtliche  Lösungen  tn,  Un  gegeben  sind,  in  welchen  tn  positiv 
ist,  wenn  man  für  n  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen 
setzt,  indem  «_„  =  —  m«,  t^n  —  tn  ist.  Für  n  =  0  ergiebt  sich 
ferner  ^^  =  +  ö,  u^  —  0.  Will  man  daher  alle  Lösungen  t,  u 
ohne   Ausnahme  in   eine  Formel  zusammendrängen,    so  braucht 

man  nur 

14* 


212  Vierter  Absclinitt.  §.  85. 

t  +  uVB  _  ^  /T  +  VVB\^ 

zu  setzen,  und  hierin  jedes  der  beiden  Vorzeichen  mit  jedem 
ganzzahligen  Exponenten  n  zu  combiniren.  Dass  auf  diese  Weise 
keine  Lösung  übergangen,  und  jede  nur  einmal  erzeugt  wird, 
folgt  unmittelbar  daraus,  dass  unter  den  vier  verschiedenen  Lö- 
sungen 

wenn  u  nicht  =  0  ist,  immer  eine  und  nur  eine  aus  zwei  positiven 
Zahlen  besteht. 

Hiermit  ist  nun  das  zweite  Hauptproblem  der  Lehre  von  der 
Aequivaienz  auch  für  Formen  von  positiver  Determinante  vollständig 
gelöst.  Wir  sind  durch  die  vollständige  Auflösung  der  unbestimm- 
ten Gleichung  P  —  Du^  =  6^  in  den  Stand  gesetzt,  alle  Trans- 
formationen einer  solchen  Form  in  sich  selbst,  und  folglich  auch 
alle  Transformationen  einer  Form  in  eine  äquivalente  aus  einer 
einzigen  gegebenen  solchen  Transformation  zu  finden  (§§.  61,  62); 
mithin  ist  auch  die  Aufgabe,  alle  eigentlichen  Darstellungen  einer 
gegebenen  Zahl  durch  eine  gegebene  Form  von  positiver  De- 
terminante zu  finden,  als  vollständig  gelöst  anzusehen  (§.  60). 


Fünfter  Abschnitt. 

Bestimmung    der    Anzahl    der    Classen,    in 

welche    die    binären    quadratischen    Formen 

von  gegebener  Determinante  zerfallen. 


§.  86. 

Wir  schreiten  nun,  nachdem  die  elementaren  Theile  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  behandelt  sind,  zu  tieferen 
Untersuchungen,  und  namentlich  zur  Bestimmung  der  Classen- 
ansahl  der  Formen  von  einer  gegebenen  Determinante"^).  Hierbei 
dürfen  wir  uns  auf  ursprüngliche  Formen  der  ersten  oder  zweiten 
Art  beschränken,  weil  die  Classenanzahl  derivirter  Formen 
(ra',  Th\  Tc')  sich  offenbar  aus  der  der  ursprünglichen  Formen 
(a',  h\c')  ergiebt  (§.61);  wenn  ferner  die  Determinante  negativ  ist, 
so  beschränken  wir  uns  auf  die  Formen  mit  positiven  äusseren 
Coefficienten,  da  die  Classenanzahl  der  anderen  Formen  offenbar 
genau  ebenso  gross  ist  (§.  64).  Unter  diesen  Beschränkungen  denken 
wir  uns  ein  vollständiges  Formensystem  S  der  öten  Art  für  die 
Determinante  D  gebildet  (§.  59).  Zur  Bestimmung  der  Anzahl  der 
in  diesem  System  S  enthaltenen  Formen  (a,  &,  c)  führt  die  Be- 
trachtung und  genaue  Definition  aller  durch  sie  darstellbaren 
Zahlen.    Da  durch  eine  Form  der  zweiten  Art  nur  gerade  Zahlen 


*)  G.  Lejeune  Dirichlet:  Becherches  sur  diverses  applications  de  Vana- 
lyse  infinitesimale  ä  la  tlieorie  des  nombres,  Crelle's  Journal  Bdde.  19,  21.  — 
Vergl.  Gauss:  D.  Ä.  Additam.  ad  art.  306.  X,  und  die  nachgelassenen 
Abhandlungen :  De  nexu  inter  multitudinem  classium  in  quas  formae  hi- 
nariae  secundi  gradus  distribuuntur  earumque  determinantem,  Gauss  Werke 
Bd.  II.  1863.  —  Vergl.  ferner  Hermite:  Sur  la  tlieorie  des  formes  quadra- 
tiques  (Comptes  rendus  de  l'Ac.  de  Paris,  3.  novembre  1862). 
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dargestellt  werden  können,  so  bezeichnen  wir,  um  beide  Fälle 
zusammenzufassen,  die  darstellbaren  Zahlen  allgemein  mit  öm, 
und  ausserdem  beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  derjeni- 
gen, in  welchen  m  positiv^  ungerade  und  relative  Primzahl  gegen 
die  Determinante  D  ist.  Endlich  beschränken  wir  uns  vorläufig 
noch  auf  eigentliche  Darstellungen,  d.  h.  auf  die  Annahme,  dass 
die  beiden  darstellenden  Zahlen  x^  y  relative  Primzahlen  sind 
(§■  60). 

Um  den  Charakter  dieser  Zahlen  m  genau  festzustellen,  er- 
innern wir  uns,  dass  die  Determinante  D  quadratischer  Rest  von 
jeder  darstellbaren  Zahl  6m^  d.  h.  dass  die  Congruenz 

z'^  ^  D  (mod.  öm) 

möglich  ist  (§.  60).  Es  können  daher  in  der  ungeraden  Zahl  m 
nur  solche  Primzahlen  /  aufgehen,  für  welche 

5i=i 


\f) 


ist.  Umgekehrt:  enthält  m  nur  solche  Primzahlen  /,  und  ist  die 
Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  =  ^  (wo  der  Fall  ^  =  0 
nicht  ausgeschlossen  bleibt),  so  ist  D  quadratischer  Rest  von  m, 
also  auch  von  öm,  und  die  obige  Congruenz  hat  genau  2"  incon- 
gruente  Wurzeln  (§.  37).  Ist  n  ein  bestimmter  Repräsentant  einer 
bestimmten  dieser  Wurzeln,  so  können  wir  n^  —  D=6^ml  setzen, 
wo  l  eine  ganze  Zahl  bedeutet  (denn  wenn  ö  =  2,  also  D  ^  1 
(mod.  4)  ist,  so  ist  n  ungerade,  also  n^  —  D  durch  6^  =  4:  theil- 
bar).  Dann  ist  (öm,  n,  ö?),  weil  m  relative  Primzahl  zu  2Z),  eine 
ursprüngliche  Form  der  öten  Art  von  der  Determinante  D  und 
folglich  einer  und  nur  einer  in  dem  System  S  enthaltenen  Form 
äquivalent*).  Ist  (a,  &,  c)  diese  Form  des  Systems,  so  liefert  nur 
sie  solche  Darstellungen  (rr,  y)  der  Zahl  öm,  welche  zu  der  durch 
n  repräsentirten  Wurzel  der  obigen  Congruenz  gehören,  und  zwar 
ebenso  viele  verschiedene  solche  Darstellungen  (x^  y%  als  es  Trans- 
formationen QJ^  der  Form  (a,  &,  c)  in  die  Form  (öm,  n^  öZ),  d.  h. 
ebenso  viele,  als  es  Lösungen  (t,  u)  der  unbestimmten  Gleichung 
t2  _  Bu^  =  ö2  giebt  (§§.  60,  61,  62).  Den  Complex  aller  dieser 
Darstellungen  der  Zahl  öm,  welche  zu  einer  und  derselben  durch 


*)  Da  der  Coefficient  am  positiv  ist,  so  gilt  dies  auch  für  den  Fall,  in 
welchem  D  negativ  ist,  und  also  S  nur  Formen  mit  positiven  äusseren 
Coefficienten  enthält. 
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n  repräsentirten  Wurzel  der  obigen  Congruenz  gehören,  wollen 
wir  eine  Gruppe  von  Darstellungen  nennen.  Den  2"  incongruenten 
Wurzeln  dieser  Congruenz  entsprechen  daher  2"  solche  Gruppen 
von  Darstellungen  derselben  Zahl  öm  durch  Formen  des  Systems  5, 
und  in  jeder  Gruppe  sind  ebenso  viele  Darstellungen  enthalten,  als 
es  Lösungen  der  Gleichung  P  —  Du^  =  ö^  giebt. 

Das  System  der  Zahlen  m   ist  nun  also  vollständig  definirt 
durch  die  Bedingungen: 

1.  m  ist  positiv ; 

2.  m  ist  relative  Primzahl  gegen  2D; 

3.  JD  ist  quadratischer  Best  von  m. 


§■  87. 

Jetzt  haben  wir  die  Darstellungen  von  6m,  welche  einer  und 
derselben  Gruppe  angehören,  genauer  zu  betrachten. 

Für  den  Fall  einer  negativen  Determinante  D  ist  die  Anzahl 
jc  der  Lösungen  (#,  u)  der  unbestimmten  Gleichung  t^  —  Dii^=^6'^ 
endlich;  dieselbe  ist  zugleich  die  Anzahl  aller  zu  einer  Gruppe 
gehörenden  Darstellungen  einer  jeden  Zahl  öm;  bedeutet  also  ^ 
wieder  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Prim- 
zahlen/,  so  ist  2"  die  Anzahl  der  Gruppen,  deren  jede  k  Dar- 
stellungen enthält,  und  folglich  ist 

K  .  2." 

die  Gesammtanzß.hl  aller  Darstellungen  der  Zahl  öm;  und  hierin 

ist  (§.  62)  ' 

z  =  2  im  Allgemeinen; 

K  =  4:,  wenn  D  =  —  1, 

X  =  6,  wenn  D  =  —  S  und  6  =  2 
ist. 

Für   den  Fall  einer  positiven  Determinante  D   dagegen  ist 

die   Anzahl   der   Lösungen   (t,  u)    der   unbestimmten   Gleichung 

t^  —  Du^^=6^,  und  folglich  auch  die  Anzahl  der  in  jeder  der  2" 

Gruppen  enthaltenen  Darstellungen  der  Zahl  6  m  unendlich  gross. 

Wir  gehen  daher  zunächst  darauf  aus,  durch  neue  Bedingungen, 

welche  den  darstellenden  Zahlen  x^  y  aufzuerlegen  sind,  aus  den 

unendlich  vielen  in  einer  Gruppe  enthaltenen  Darstellungen  stets 

eine  einzige  zu  isoliren.    Dazu  betrachten  wir  die  allgemeine  Form 
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aller  derselben  Gruppe  angehörenden  Darstellungen  (x^  y)  der 
Zahl  öm.  Ist  wieder  (a,  &,  c)  die  Form  des  Systems  S^  mit  welcher 
die  Form  (öm,  n,  öl)  äquivalent  ist,  und  ist  (y|  ^)  eine  bestimmte 
Transformation  der  ersteren  Form  in  die  letztere,  so  erhält  man 
(nach  §.61)  aus  dieser  einen  alle  anderen  durch  die  Zusammen- 
setzung 

/A,  ^\  /«,  ß\  _  na  -I-  ^/,  A/3  -f  ii8\ 
\v,  qJ  \y,  8)        \va.  -f  Qy,  vß  -^  qöJ 

aller  Substitutionen  (r;«)^  durch  welche  (a^  h,  c)  in  sich  selbst 
übergeht,  mit  dieser  bestimmten  Substitution  ("'  J).  Da  nun  (nach 
§.  60)  jedesmal  der  erste  und  dritte  Coefficient  einer  solchen  Sub- 
stitution eine  zu  der  Wurzel  n  gehörende  Darstellung  liefern,  und 
da  auch  umgekehrt  jede  solche  Darstellung  {x^  y)  auf  diese  Weise, 
und  zwar  nur  ein  einziges  Mal  erzeugt  wird,  so  ist  die  allgemeine 
Form  aller  dieser  Darstellungen  folgende: 

^  =  Aw  -f~  ft-^i     y  z=L  va  ^  Qy\ 

da  (of,  y)  selbst  eine  solche  Darstellung  ist,  so  kann  man  sagen, 
dass  diese  beiden  Gleichungen  aus  einer  bestimmten  Darstellung 
(a,  y)  alle  derselben  Gruppe  angehörenden  Darstellungen  {x^  y) 
finden  lehi?en.     Nun  war  aber  (§.  62) 

t  —  hu  cu 


6  '  ö 

au  t  -\-  hu 

y  —  -7-,    Q  = — - — , 

ö  o 

wo  (^,  u)  jede  beliebige  Lösung  der  Gleichung  P  —  Du^-  =  ö^ 
bedeutete;  folglich  erhalten  wir 

x^a—  —  {ha  -^  cy)-,     y  =  y  -  -\-  (aa  -\-  hy)  —  - 

Für  alle  diese  Werthe  ist  daher 

ax^  -\-  2h xy  -\-  cy^  =  öm; 

durch  Multiplication  mit  dem  ersten  Coefficienten  ergiebt  sich 
wie  früher 

öam  =  (ax  +  (&-[-  VD)y){ax  -\-  (h  —  VD)y), 

und  es  tritt  nun  die  höchst  merkwürdige  Erscheinung  auf,  dass 
jeder  der  beiden  irrationalen  Factoren  rechter  Hand  eine  geome- 
trische Reihe  constituirt;  setzt  man  nämlich  die  vorstehenden 
Werthe  von  rr,  y  ein,  so  ergiebt  sich  leicht 
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t  -f  uVD 


ax  -^  (h  -}-  VB)y  =  (aa  -j-  {b  ^  yD)y) 
ax  ^  (h  —  VD)y  =  (aa  -f  (b  —  VD)y) 


6 

t  —  uVD 


wenn  man  also  mit  T,  ü  wie  früher  die  kleinsten  positiven  Werthe 
von  ^,  u  bezeichnet  und  zur  Abkürzung  den  positiven  unechten 
Bruch 

T  -f  UVB       ^ 

ä =  ^ 

setzt,  so  ist  (nach  §.  85) 

ax  -^  {b  -^  VB)y  =  ±  (aa  -f  (ö  -f  V B)y)e'' 
ax  -^  (b  —  yB)y  =  ±(aa  ^  (b  —  yD)y)ö-", 

wo  n  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  Null 
sein  kann.  Wir  betrachten  nur  die  erste  dieser  beiden  Glei- 
chungen ,  da  aus  ihr  die  zweite  schon  von  selbst  folgt.  Ist  nun  Tc 
irgend  ein  von  Null  verschiedener  reeller  Zahlwerth,  so  leuchtet 
ein,  dass  man  das  Vorzeichen  der  rechten  Seite  und  den  Ex- 
ponenten n  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  so  bestimmen 
kann,  dass  der  algebraische  Werth  von  a  x  ~\- (b  -\-  V  B)  y  zwischen 
den  Grenzen  h  und  hd  liegt;  denn  nachdem  das  Zeichen  +  so 
gewählt  ist,  dass  A^  (aa  -\-  (b  -\-  VD) y)  gleichstimmig  mit  h  wird, 
giebt  es  nur  noch  ein  einziges  Glied  der  geometrischen  Reihe 
zwischen  den  beiden  vorgeschriebenen  Grenzen,  wenn  man,  um 
für  jeden  Fall  Unbestimmtheit  zu  vermeiden,  die  eine  derselben, 
z.  B.  hO^  von  dem  Intervall  ausschliesst.  Durch  diese  Forderung 
für  den  Werth  von  ax  -\-  (b  -\-  V  B)y  ist  dann  aus  der  unend- 
lichen Anzahl  von  Darstellungen  (x^  y)  eine  einzige  vollständig 
isolirt.  Es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an,  Ti  zweckmässig  zu 
wählen. 

Dazu  können  wir  immer  voraussetzen,  dass  die,  eine  ganze 
Classe  repräsentirende  Form  (a,  &,  c)  des  Systems  S  einen  posi- 
tiven ersten  Coefficienten  a  hat;  denn  es  giebt  ja  in  jeder  Classe 
sogar  reducirte  Formen ,  welche  diese  Eigenschaft  haben.  Wir 
machen  daher  von  jetzt  ab  diese  Voraussetzung  über  die  Wahl 
der  in  S  enthaltenen  Formen  (für  negative  Determinanten  haben 
wir  schon  früher  dieselbe  Forderung  gemacht,  um  dort  die  eine 
Hälfte  aller  Classen  ganz  von  der  Betrachtung  auszuschliessen) 
und   müssen   sie   dann   natürlich   für   alles  Folgende  festhalten. 
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Dann  wählen  wir  für  h  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  posi- 
tiven Zahl  0am^  und  erhalten  so  die  Bedingungen 


y^am  ^ax  -\-  (b  -\-  V D)y  <^0'\/oam, 

durch  welche  aus  allen,  derselben  Gruppe  angehörigen  Darstel- 
lungen von  6  m  durch  (a,  &,  c)  eine  einzige  (^,  y)  isolirt  wird.  Sie 
lassen  sich,  da  ihre  drei  Glieder  positiv  sind,  so  umformen:  qua- 
drirt  man,  und  bedenkt,  dass 

6am  =  (ax  -f  (?>  -f  V-D)^)  (ax  +  (h  —  VD)y) 

ist,  so  erhält  man  durch  Division 

ax-\-(h  —  VD)y  ^ax-\-{b  +  'VB)y  <  ö^ {ax  -\- (h  —  'VD)y) ; 

durch  Vergleichung  der  beiden  ersten  Glieder  ergiebt  sich,  da 
y  D  stets  positiv  genommen  wird,  die  Bedingung 

die  beiden  letzten  Glieder  geben  durch  Division  mit  6  zunächst 

(6  —  d-^)  (ax  +  by)  >  (ö  +  d-^)yyD, 
und  wenn  man  ö,  ö~^  durch  ihre  Werthe 

-     ^= — ö — '  ^   = — ö — 

ersetzt,  so  ergiebt  sich 

ü(ax  +  by)>  Ty. 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  aus  diesen  beiden 

Bedingungen 

y  ^  0,  ü(ax  -j-  by)  >  Ty 

rückwärts  die  obigen  ursprünglichen  Isolirungsbedingungen  folgen. 
Ausserdem  zeigt  sich,  was  besonders  zu  bemerken  ist,  dass  in 
Folge  dieser  beiden  Bedingungen  auch  der  Werth  der  Form 
ax^  -\-  2bxy  -\-  cy'^  von  selbst  positiv  ausfällt;  denn  da  T>  UV D 
ist,  so  ergiebt  sich  durch  Addition  von  +  UyVI)  auf  beiden  Seiten 
der  zweiten  Bedingung,  dass  die  beiden  Factoren 

ax  +  (b  -^  VD)y,    ax  -\-  (b  —  VB)y 

positiv  sind;  mithin  gilt  dasselbe  auch  für  ihr  Product  6am  und 
folglich,  da  a  positiv  ist,  auch  für  die  dargestellte  Zahl  6m  (für 
Formen  von  negativer  Determinante  versteht  sich  dies  von  selbst, 
da  wir  nur  solche  betrachten,  deren  äussere  Coefficienten  positiv 
sind). 
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§.  88. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  letzte  Bemerkung  können  wir  nun 
das  Vorhergehende  in  folgender  Weise  noch  einmal  zusammen- 
fassen : 

Es  sei  S  ein  vollständiges  System  ursprünglicher  Formen 

(a,  &,  c),    (a',  h\  c')  .  .  . 

der  öten  Art  für  eine  gegebene  Determinante  D,  mit  positiven  ersten 
Coefficienten  a,  a'  .  .  ,  Dann  setze  man  in  jede  dieser  Formen^ 
z.  B.  (a,  6,  c),  für  die  Variahelen  alle  ganzzahligen  Werthenpaare 
ic,  y  ein,  welche  folgenden  Bedingungen  genügen : 

I. —  ist  relative  Frimzahl  zu  2D; 

IL  im  Fall  einer  positiven  Determinante  D  ist 

2/^0,   ü(ax  -\-  hy)  >  Ty, 

wo  T,  U  die  Meinsten  positiven,  der  Bedingung 

T^  —  Dü'  =  6^ 

genügenden  ganzen  Zahlen  bedeuten; 

III.  X  und  y  sind  relative  Primzahlen  zu  einander. 

Auf  diese  Weise  werden  durch  die  Formen  S  alle  diejenigen 

ganzen  Zahlen  öm   und  nur  solche  dargestellt^  tvelche  folgenden 

Bedingungen  genügen: 

1.  m  ist  positiv, 

2.  m  ist  relative  Primzahl  zu  2  D, 

3.  D  ist  quadratischer  Rest  von  m, 

und  die  Gesammtanzahl  dieser  Darstellungen  einer  jeden  solchen 
Zahl  6  m  ist  gleich 

wo  ft  die  Anzahl  der  in  m  aufgehenden  verschiedenen  Primzahlen 
bedeutet,  tvährend  %  von  m  unabhängig  ist,  nämlich 

K  =  1  für  positive  Determinanten  D, 
=  4:für  D  =  —  1, 
^  6  für  D  =  —  S  und  6  =  2, 
=  2  in  den  übrigen  Fällen. 
Dasselbe  System  der  unendlich  vielen  Zahlen  m  kann  daher 
auf  doppelte  Art  erzeugt  werden,  erstens  durch  Zusammensetzung 


220  Fünfter  Abschnitt.  §.  88. 

aus  den  Primzahlen  /,  von  welchen  D  quadratischer  Rest  ist,  und 
zweitens  durch  die  Substitution  aller  erlaubten  Zahlenpaare  x^  y 
in  die  Formen  des  Systems  S.  Dieses  Resultat  der  früheren 
Untersuchungen  über  die  Aequivalenz  der  Formen  und  die  Dar- 
stellbarkeit der  Zahlen  bildet  das  Grundprincip  der  folgenden 
Untersuchung.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Identität  der 
auf  die  beiden  verschiedenen  Arten  erzeugten  Zahlensysteme  nicht 
aufhören  wird,  wenn  wir  von  jeder  der  erzeugten  Zahlen  eine 
bestimmte  Function  i/;  nehmen,  d.  h.  es  wird  wieder  Identität 
bestehen  zwischen  dem  Complex  der  Zahlen 

,  /ax^  -f  2bxy  +  cy'^\  ra'x^  -j-  2h'xy  -\-  c' y'^ 

*( 0  — -)^  *( 0 

und  dem  System  der  Zahlen  ^(m),  vorausgesetzt,  dass  der  einem 
bestimmten  Individuum  m  entsprechende  Functionswerth  i^(m) 
genau  z  •  2"  mal  in  den  letzteren  Complex  aufgenommen  wird.  Ist 
daher  die  sonst  ganz  beliebige  Function  t/^  so  gewählt,  dass  die 
Summe  aller  dieser  Werthe  eine  von  der  Anordnung  derselben 
unabhängige  convergente  Reihe  bildet,  so  folgt  aus  der  angegebenen 
Identität  die  Fundamentalgleichung 

^  ,  /axK^  2hxy  -}-  cy^\    ,    „     /a' x'-  -f  2h' xy  ^  c'y'^\   , 

^"^V 6  )   +   ^"^V ^  '  )  +  '" 

Die  linke  Seite  derselben  besteht  aus  ebensoviel  Summen,  als  das 
System  S  Formen  (a, &, c),  (a', &', c')...  enthält,  d. h.  als  es  Formen- 
classen  für  diese  Determinante  giebt.    Jede  Summe,  wie  z.  B. 

ax^  -\-  2bxy  -j-  cy^' 


1^ 


ö 


ist  eine  doppelt  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  den  sämmtlichen 
durch  die  Bedingungen  L,  IL,  III.  definirten  Zahlenpaaren  x,  y 
entsprechen  (die  Bedingungen  I.  und  II.  sind  natürlich  für  die 
folgende  Summe  so  zu  modificiren,  dass  (a',  h\  c')  an  die  Stelle 
von  (a,  h,  c)  tritt).  Endlich  bezieht  sich  die  rechts  angedeutete 
Summation  auf  alle  aus  den  Primzahlen  /  zusammengesetzten 
Zahlen  m,  und  ebenso  behalten  ^  und  tc  ihre  frühere  Bedeutung. 
Wir  specialisiren  nun  die  Function  ip  so,  dass  wir 
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setzen,  wo  s  ein  beliebiger  positiver  Werth,  aber  >  1  ist;  diese 

letztere  Bedingung  ist,  wie  wir  später  nacbträglich  zeigen  werden, 

nothwendig,  damit  die  vorstehenden  unendlichen  Reihen  conver- 

giren.    Hierdurch  geht  unsere  obige  Gleichung  in  die  folgende 

über : 

ax^  4-  2bxti  -\-  cy^\-' ,  ^  2." 


ö  /  m 


wo  der  Bequemlichkeit  halber  links  nur  eine  einzige  der  den  ver- 
schiedenen Formen  entsprechenden  Summen  aufgeschrieben  ist. 


§•  89. 

Wir  beschäftigen  uns  nun  zunächst  mit  einer  Umformung*) 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung;  zu  dem  Zweck  betrachten  wir 
das  System 

fii  fi-i  fz  '  '  ' 

der  sämmtlichen  Primzahlen/,  welche  nicht  in  2Z)  aufgehen,  und 
von  welchen  D  quadratischer  Rest  ist.  Jede  der  oben  deiinirten 
Zahlen  m  ist  dann  von  der  Form 

WO  die  Exponenten  Wj ,  n^^  %  .  .  .  positive  ganze  Zahlen  oder  Null 
sind,  und  jedes  m  kann  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  diese 
Form  gebracht  werden.  Bilden  wir  nun  die  diesen  Primzahlen 
entsprechenden  unendlichen  Reihen 

o 

+  ••• 

+  ... 

+  .  .  •  u.  s.  w., 

so  erkennt  man  leicht  mit  Berücksichtigung  der  eben  gemachten 
Bemerkung,  dass  das  Product  aller  dieser  Reihen  nichts  Anderes 
als  die  Summe 


1+222 

2          2          2 

2          2          2 

2 

*)  Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  diese  Umformung  auch  auf 
die  allgemeinere  Reihe  2^2,*^t//(w)  anwendbar  ist,  wenn  nur  die  Function 
V  für  ganze  Argumente  der  Bedingung  xp  [z)  ^> {z')  =  \}j  {z  z')  genügt 
(vergl.  §.  124). 
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O  u 

1- 

ist.    Denn  das  Product  aus  beliebigen  Gliedern  der  ersten,  zweiten, 
dritten  Reihe  u.  s.  f.  hat  die  Form 

2"  2" 


wo  /Lt  die  Anzahl  der  wirklich  in  m  aufgehenden  Primzahlen  / 
bedeutet,  d.h.  derjenigen,  deren  Exponent  n  von  Null  verschieden 
ist;  es  entsteht  daher  auf  diese  Weise  wirklich  jedes  Glied  der 
genannten  Reihe,  und  jedes  auch  nur  ein  einziges  Mal.  Da  nun 
andererseits 

IJ-l-fAj-A    _l..._|_Aj 

2  1  ^  /» 


/■«  1  1 


1    +77 

ist,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung 

i  +  - 


m?        \.  j_ 

in  welcher  das  Productzeichen  TI  sich  auf  die  sämmtlichen  oben 
definirten  Primzahlen  /  bezieht. 

Bezeichnen  wir  mit  q  allgemein  jede  positive  nicht  in  2D 
aufgehende  Primzahl,  so  leuchtet  ein,  dass  man  die  vorstehende 
Gleichung  auch  in  folgender  Form  schreiben  kann: 


denn  so  oft  q  nicht  zu  den  Primzahlen  /  gehört ,  reducirt  sich  der 
entsprechende  Factor  des  Productes  auf  -}-  1.  In  der  so  erhaltenen 
Gleichung  multipliciren  wir  Zähler  und  Nenner  des  allgemeinen 
Factors  zur  Rechten  mit  1  —  q—^^  wodurch  derselbe  gleich 
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1 


rJ  \       \q)q' 


wird,  und  indem  wir  das  unendliche  Product  in  drei  unendliche 
Producte  zerlegen,  erhalten  wir 

1  1 

n — ^-n 


m 


2"  q'  \qj  q^ 


n 


rt2S 


Jetzt  können  wir  endlich  jedes  der  drei  rechts  befindlichen 
Producte  wieder  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln.  Da  nämlich 

1  v^^Yl-- 


1  _^^\1     "^  ^2/  r' 
Kq.)  r 


ist,   so  wird,   wenn   man  für   q  alle,   nicht  in  2Z)  aufgehenden 
Primzahlen 

setzt,  das  Product  aller  dieser  Factoren  gleich  der  Summe  aller 
Glieder  von  der  Form 

Dyi  /^Y^  /^ya  1 


.clJ   \qJ   \qj         {qi''' q^'-' q?r' ' ' -Y 

wo  die  Exponenten  ri,  r.>,  ^3  .  .  •  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
und  Null  zu  durchlaufen  haben.  Das  System  aller  der  in  den 
Nennern  unter  dem  Exponenten  s  vorkommenden  Zahlen 

qi'^q^'^q^''  -  -  •  =  n 

besteht  offenbar  aus  sämmtlichen  positiven  ganzen  Zahlen  n,  ivelche 
relative  Primsahlen  gegen  1D  sind;  jede  solche  Zahl  n  wird  ein- 
mal und  auch  nur  einmal  durch  ein  bestimmtes  System  von  Expo- 
nenten ri,  ^2,  ^3  .  .  .  erzeugt;  gleichzeitig  ist  dann  mit  Benutzung 
der  von  Jacobi  erweiterten  Bedeutung  des  Legendre'schen  Zeichens 
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'By^  /Dy^  /Dys  /  D\  /  D\  /  D 


UJ   W   U/    "  '  ■"  Ui^v  wv  U'v 


Hierdurch  gewinnen  wir  also  folgende  Verwandlung 


\q)  q' 

wo  das  Summenzeichen  rechts  sich  auf  alle  positiven  Zahlen  n 
bezieht,  die  relative  Primzahlen  gegen  21)  sind. 

Verfährt  man  ganz   ebenso,   indem  man   alle  die  Entwick- 
lungen 

._^  =  i  +  i  +  ...  +  i_  +  ... 

mit  einander  multiplicirt,  so  erhält  man  offenbar 

n — ^-r  =  ^:^s 

1  n^ 

und  folglich  auch 

Hierdurch  haben  wir  die  wichtige  Umformung 

gewonnen. 

§.  90. 

Wir  multipliciren  nun  beide  Seiten  unserer  Hauptgleichung 
(§.  88)  mit  der  unendlichen  Reihe 

wodurch  sie  dem  eben  gewonnenen  Resultat  gemäss  in  die  fol- 
gende übergeht: 
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n^^  \  ö  /  n^  \nj  n^ 

Führen  wir  in  dem  ersten  Gliede  links  die  Multiplication  der 
beiden  Summen  aus,  so  kann  das  Resultat  als  die  dreifach  un- 
endliche Reihe 

-^  \  ö 

geschrieben  werden,  in  welcher  für  ^,  y  alle  den  früheren  Bedin- 
gungen I.,  IL,  III.  genügenden  Werthe  (§.  88),  und  für  n  alle 
positiven  relativen  Primzahlen  gegen  2i)  zu  setzen  sind.  Diese 
Reihe  kann  man  aber  auch  wieder  als  eine  doppelt  unendliche 
ansehen,  wenn  man 

nx  =  x\     ny  =  y' 

setzt;  denn  dann  nimmt  sie  die  Gestalt 

^  /ax"^-^  2hx'y'  -]-cy'^' 

^  V  ^ 

an,  und  es  fragt  sich  nur,  w^elche  Bedingungen  den  neuen  Summa- 
tionsbuchstaben  x\  y'  aufzuerlegen  sind.  Diese  ergeben  sich  aus 
den  Bedingungen  für  x^  y^  n  folgendermaassen.  Erstens :  Dsl  x^  y 
zufolge  der  Bedingung  I.  so  gewählt  werden  müssen,  dass 

ax^  +  2bxy  -f-  cy^ 

relative  Primzahl  gegen  2D  wird,  und  da  n  ebenfalls  relative 
Primzahl  gegen  2D  ist,  so  gilt  dasselbe  von 

ax''^  -\-  2hx'y'  -j-  cy'^ ^     ^^^  +  2hxy  -\-  ciß 

6  ö 

Zweitens:  für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  waren  x,  y 
den  Isolirungsbedingungen  II. 

y  ^0,     ü(ax  i-  by)>  Ty 

zu  unterwerfen;  multiplicirt  man  dieselben  mit  n,  so  ergeben  sich 
die  ganz  gleichlautenden  Bedingungen 

y'  ^  0,     ü(ax'  -}-  hy')>  Ty'. 

Drittens:  aus  der  Bedingung,  dass  x^  y  relative  Primzahlen  sein 
sollen,  würde  jetzt  nur  noch  folgen,  dass  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  n  von  x\  y'  relative  Primzahl  gegen  21)  sein 
muss;   allein   diese  Bedingung  kann  man   gänzlich  fallen  lassen, 

Dirichlet,   Zahlentheorie.  15 
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da  sie  sclion  in  der  ersten  enthalten  ist;  denn  sobald  x\  y'  einen 
gemeinschaftlichen  Divisor  hätten,  der  nicht  relative  Primzahl 
gegen  1D  wäre,  so  könnte  auch 

ax"^  -f  Ihx'y'  -\-  cy'^ 
- 

nicht  relative  Primzahl  gegen  2  D  sein. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  die  neuen  Variabelen  x\  y'  nur  den 
beiden  Bedingungen  L  und  IL  zu  unterwerfen  sind,  wenn  man  in 
denselben  die  Variabelen  accentuirt,  dass  dagegen  die  Bedingung  III. 
ganz  fortgefallen  ist.  Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
ein  jedes  solches  Werthenpaar  x\  y'  einmal  und  nur  einmal  durch 
ein  Werthenpaar  x^  y  und  eine  Zahl  n  erzeugt  wird. 

Wir  lassen  nun  der  Bequemlichkeit  halber  die  Accente  der 
Variabelen  wieder  fort,  und  schreiben  daher  unsere  Hauptgleichung 
in  folgender  Form*): 

S  f«^-  +  2ft^y  +  cyy     .  .  .  ^  ,^  J.  X  S  r^U, 
\  ö  /  n^  \njn^^ 

wo  nun  in  der  ersten,  auf  die  Form  (a,  J,  c)  bezüglichen  Summe 
die  Summationsbuchstaben  x^  y  nur  noch  den  beiden  folgenden 
Bedingungen  zu  unterwerfen  sind: 

I.  Der  Werth    — ^^—^ — —  soll    relative   Primzahl 

ö 

gegen  21)  sein. 

II.  Im  Fall  einer  positiven  Determinante  soll 

2/^0,     U{ax  -f  hy)  >  Ty 
sein,  wo  T,  ü  die  frühere  Bedeutung  haben. 


§•  91. 

Bevor  wir  weitergehen,  wollen  wir  aus  unserer  letzten  Glei- 
chung einige  interessante  Folgerungen  ziehen:  die  erste  derselben 
ist  rein  zahlentheoretischer  Natur  und  vervollständigt  unsere 
frühere  Theorie  der  Darstellung.  Wir  multipliciren  die  beiden 
unendlichen  Reihen 


*)  Auf  dieselbe  Weise  kann  auch  die  allgemeinere  Gleichung  abgeleitet 
werden,  in  welcher  statt  der  Function  ^— «  irgend  eine  Function  ip  {z)  auf- 
tritt, welche  der  Bedingung  \p{z)\p{z')  =  \p  {z  z')  genügt,  so  oft  z  und  z' 
ganze  Zahlen  sind. 
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rechter  Hand,  nachdem  wir  die  Summationsbuchstaben,  um  sie  von 
einander  zu  unterscheiden,  accentuirt  haben;  dann  erhalten  wir 
als  Product  die  doppelt  unendliche  Reihe 

D\     1 


in  welcher  sowohl  n'  als  auch  n"  das  Gebiet  aller  Zahlen  n,  d.  h. 
aller  derjenigen  positiven  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat,  welclie 
relative  Primzahlen  gegen  2D  sind.  Offenbar  ist  jedes  Product 
von  der  Form  n' n"  wieder  in  demselben  Gebiet  enthalten;  fassen 
wir  daher  alle  Glieder  der  Doppelsumme,  in  welchen  das  Product 
n' n"  denselben  Werth  n  hat,  immer  in  ein  einziges  zusammen,  so 
können  wir  diese  Doppelsumme  wieder  in  die  Form  einer  einfach 
unendlichen  Reihe 

bringen;  bezeichnet  man  mit  d  die  sämmtlichen  Divisoren  der 
Zahl  w,  so  wird  offenbar 

Dividiren  wir  ferner  die  Gleichung  auf  beiden  Seiten  durch  ö^,  so 
nimmt  sie  folgende  Form  an : 


Fassen  wir  nun  auch  links  alle  in  den  verschiedenen  Doppelsummen 
vorkommenden  Glieder,  welche  denselben  Werth  haben,  in  ein  ein- 
ziges zusammen,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 


wo  mit  V  alle  die  durch  die  sämmtlichen  Formen  (a,  b,  c)  .  ,  .  des 
Systems  S  darstellbaren  Zahlen  bezeichnet  werden,  und  Iv  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Darstellungen  einer  solchen  Zahl  v 
bedeutet.  Hierbei  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  jetzt  ebensowohl 
uneigentliche  wie  eigentliche  Darstellungen  zugelassen  werden, 
indem  die  darstellenden  Zahlen  x,  y  nur  noch  den  Bedingungen  I. 
und  II.  des  vorigen  Paragraphen  unterworfen  sind,  während  sie 
früher  auch  relative  Primzahlen  unter  einander  sein  mussten. 

15* 
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Besteht  nun  für  jeden  über  emer  gewissen  Grenze  hegenden 
positiven  Werth  des  Exponenten  s  eine  Gleichung  von  der  Form 

^ -Ä  -  z  . ^  .  ^  I  i::  .    .. 

a'  ^  b'  ~^  c'  ^  ~  a'^  "^  b'^  "^  c'«  "^ 

wo  a,  &,  c  .  .  .  sowohl  wie  a',  b\  c'  .  .  .  positive  und  in  ihrer 
Aufeinanderfolge  wachsende  Zahlwerthe  bedeuten,  und  sind  die 
sämmtlichen  Coefficienten  a,  /3,  y  .  .  .  a',  ß\  y'  .  .  .  von  Null 
verschieden,  so  folgt  hieraus  die  vollständige  Identität  beider 
Reihen,  d.  h.  es  ist 

a  =  a\     b  =  b\     c  =  c'  .  .  , 

a  =  a\     ß  =  ß',    Y  =  r'  ... 

Um  dies  zu  beweisen,  können  wir  annehmen,  es  sei  a  ^  a'; 
multipliciren  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a*,  so  erhalten 
wir 


=  «■©■ 


i/        '  \cj 


+  ß'{^)   +/(^)  + 


a 

a 

b  ' 

c 

a 

a 

F' 

7 

Da  nun  sowohl  die  Werthe 


als  auch  die  Werthe 


fortwährend  abnehmende  echte  Brüche  sind,  und  beide  Reihen 
convergiren,  so  überzeugt  man  sich  leicht*),  dass  mit  unbegrenzt 
wachsendem  s  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  sich  dem 
Grenzwerth  os  nähert,  und  ebenso  die  rechte  dem  Grenzwerth  a' 
oder  0,  je  nachdem  a  =  a'  oder  <  a'  ist.  Da  nun  beide  Seiten 
sich  nothwendig  demselben  Grenzwerth  nähern  müssen,  und  a  von 
Null  verschieden  ist,  so  muss  a  =  a\  und  folglich  auch  «  =  oc' 
sein.  Nachdem  so  die  Identität  der  ersten  Glieder  auf  beiden 
Seiten  bewiesen  ist,  kann  man  dieselben  fortlassen;  aus  der  so 
entstehenden  Gleichung 

b'   ^  C   ^  b"  ^  c''   ^ 


*)  Vergl.  Supplement  IX,  §.  143. 
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folgt  dann  auf  dieselbe  Weise,  dass  h  =^  b'  und  ß  =  ß'  sein  muss, 
und  so  kann  man  fortfahren. 

Wendet  man  dies  Princip  auf  unsere  obige  Gleichung  an,  so 
ergiebt  sich,  dass  jedes  <5n,  dem  ein  von  Null  verschiedenes  r^ 
entspricht,  nothwendig  eine  Zahl  v,  d.  h.  eine  durch  die  Formen 
S  darstellbare  Zahl,  und  dass  die  Anzahl  Av  der  verschiedenen 
Darstellungen  eines  solchen  v  =  ön  gleich  Ktn  ist;  wenn  dagegen 
T„  =  0  ist,  so  kann  auch  ön  keine  durch  die  Formen  S  darstell- 
bare Zahl  V  sein;  wir  können  daher  in  beiden  Fällen  sagen: 
die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  Zahl  6n  durch  die  Formen  S 
ist  immer 

=  5cr„  =  X  V  /_ 

wo  6  alle  Divisoren  der  Zahl  n  durchlaufen  muss"^). 

Wir  wollen  dieses  Resultat  auf  einige  Beispiele  anwenden. 

1.  Ist  D  =  —  1  (und  folglich  ö  =  l),  so  ist  nur  eine  einzige 
Form  in  dem  System  S  enthalten,  für  welche  wir  die  Form  (1,  0,  1) 
wählen  können;  das  System  der  Zahlen  6n  ist  das  der  positiven 
ungeraden  Zahlen,  und  da  x  =  4  ist,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  beliebigen  positiven  un- 
geraden Zahl  n  durch  die  Form  (1,  0,  1)  =  ^2  _|_  y2  igt  gleich 

4  V  (_  i)V2(<J-i)  =,  4.(M—N), 
d,  h.  gleich  dem  vierfachen  Ueberschuss  der  Anzahl  M  ihrer  Divi- 
soren d  von  der  Form  4  7^-1-1  ^^^^  ^^^  Anzahl  N  der  Divisoren  8 
von  der  Form  4/^-1-3. 

Die  darstellenden  Zahlen  x^  y  sind  gar  keiner  Beschränkung 
unterworfen;  es  leuchtet  ferner  ein,  dass  jedesmal  acht  verschiedene 
Darstellungen  eine  einzige  Zerlegung  in  zwei  Quadrate  geben;  nur 
wenn  eine  der  beiden  darstellenden  Zahlen  =  0  ist,  findet  eine 
Ausnahme  statt,  weil  dann  nur  vier  verschiedene  Darstellungen 
dieselbe  Zerlegung  liefern,  ein  Fall,  der  nur  dann  eintreten  kann, 
wenn  n  eine  Quadratzahl  ist.    Die  Anzahl  der  verschiedenen  Zer- 
legungen ist  daher  \{M — N -\-  1)  oder  |(lf  —  iV),  je  nachdem  n 
eine  Quadratzahl  ist  oder  nicht.     So  ist  z.  B. 
25  =  02  -}-  52  =r  32  +  42 
45  r=  32  4-  62 
49  =  02  4-  72 
65  =  12-1-  82  =  42  +  72. 

*)  Vergl.  §.  124. 
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Ist  endlich  n  eine  Primzahl,  so  ergiebt  sich  wieder,  dass  n 
auf  eine  einzige,  oder  auf  gar  keine  Weise  in  zwei  Quadrate  zerlegt 
werden  kann,  je  nachdem  n  von  der  Form  4/i  -|-  1?  oder  von  der 
Form  4/^  -h  3  ist  (§.  68). 

2.  Für  die  positive  Determinante  D  =  2  existiren  nur  die 
beiden  einander  äquivalenten  reducirten  Formen  (1,  1,  —  1)  und 
( —  1,  1,  1),  also  nur  eine  einzige  Classe;  als  repräsentirende  Form 
kann  man  daher  auch  (1,  0,  —  2)  =  ^^  —  2iß  wählen.  Da  die 
kleinsten  der  Gleichung  T^  —  ITJ^  ^=  1  genügenden  Zahlen  Tr=  3, 
U=  2  sind,  so  werden  nur  solche  Darstellungen  betrachtet,  in 
welchen  y^O,  2x>3y  ist.     Da  ferner 

{j\  =  (—  l)V8«J^-i)  =  +  1  oder  =  -  1 

ist,  je  nachdem  d  =  Sh  ±  1  oder  d  =  8 /i  +  5  ist,  so  bekommen 
wir  folgendes  Resultat: 

Die  Anzahl  aller  den  obigen  Bedingungen  genügenden  Dar- 
stellungen (x^  y)  einer  beliebigen  positiven  ungeraden  Zahl  n  durch 
die  Form  x^  —  2  y^  ist  gleich  dem  üeberschuss  der  Ansaht  derjenigen 
Divisoren  von  w,  tvelche  die  Form  8/^  i  1  haben,  über  die  Ansaht 
der  andreren  Divisoren. 


§.  92. 

Eine  zweite  interessante  Anwendung  der  vorstehenden  Unter- 
suchung machen  wir  auf  die  Analysis.  Wir  haben  gesehen,  dass 
durch  Einsetzen  aller  den  Bedingungen  I.  und  II.  genügenden 
ganzzahligen  Werthenpaare  x,  y  in  die  Formen  (a,  &,  c)  .  .  .  des 
Systems  S  die  Zahlen  ön  erzeugt  werden,  und  zwar  ist 

die  Anzahl  der  verschiedenen  Erzeugungen  einer  solchen  Zahl  ön, 
wenn  wieder  für  d  alle  Divisoren  von  n  gesetzt  werden.  Nehmen 
wir  daher  von  jeder  der  Zahlen  ax'^  -\-  2bxy  +  cy^  eine  bestimmte 
Function  i^,  so  entsteht  auf  diese  Weise  jeder  Werth  il^{6n)  so 
oft  als  KTn  angiebt.     Hieraus  folgt  wieder,  dass 

S  t(ax^  -f  2b xy  -f  cy^)  +  •  •  •  =  %^T„i;(0n) 
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sein  wird,  sobald  die  Function  ^  so  gewählt  wird,  dass  diese 
unendlichen  Reihen  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder 
unabhängige  Summen  haben.     Dies  ist  der  Fall,  wenn  man 

setzt,  wo  q  eine  reelle  oder  complexe  Grösse  bedeutet,  deren 
Modulus  ein  echter  Bruch  ist.  Man  erhält  auf  diese  Weise  fol- 
gende sehr  allgemeine  Gleichung 

da  auf  der  rechten  Seite  der  Coefficient  r«  selbst  wieder  eine 
Summe  ist,  in  welcher  d  die  sämmtlichen  Divisoren  von  n  zu 
durchlaufen  hat,  so  kann  man,  indem  man  n  in  n' d  verwandelt, 
die  Gleichung  auch  so  schreiben: 

2   ^ax^+2öxy  +  cy'^    ^    .   .  .  ^  5^  V    f^\   qon'ö^ 

WO  nun  rechts  eine  Doppelsumme  steht,  in  welcher  jeder  der  beiden 
Summationsbuchstaben  n'  und  ö  das  Gebiet  aller  Zahlen  n  zu 
durchlaufen  hat. 

Wir  wollen  die  vorstehende  Gleichung  auf  einige  specielle 
Fälle  anw^enden.  Nehmen  wir  z.  B.  D  =  —  1,  also  6  =  1,  so 
haben  wir  links  nur  eine  einzige  Doppelsumme;  nehmen  wir 
wieder  (1,  0,  1)  als  die  repräsentirende Form,  so  ist  dieselbegleich 

V  qx'  +  y'^ 

worin  x^  y  alle  Werthenpaare  zu  durchlaufen  haben,  für  welche 
x^  -\-  y^  ungerade  ausfällt;  es  muss  daher  eine  der  beiden  Zahlen 
x^  y  ungerade,  die  andere  gerade  sein;  da  man  nun  in  jeder  er- 
laubten Combination  x  mit  y  vertauschen  kann,  so  setzen  wir  fest, 
dass  X  nur  die  ungeraden,  y  nur  die  geraden  Werthe  durchlaufen 
soll,  müssen  dann  aber  die  so  beschränkte  Doppelreihe  mit  2 
multipliciren ;  wir  erhalten  so 

2  S  r'"^^'  =  2^3^'  q_y''  =  2  2  g^'  X  S  qy\ 

wo  X  alle  positiven  und  negativen  ungeraden,  y  alle  positiven  und 
negativen  geraden  Zahlen  und  Null  zu  durchlaufen  hat;  beschränken 
wir  aber  x  auf  alle  positiven  ungeraden,  und  y  auf  alle  positiven 
geraden  Zahlen,  so  können  wir  das  vorstehende  Product  auch  so 
schreiben 

4  2  g-^  X  (1   -f  2  V  qyy 
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Auf  der  rechten  Seite  haben  wir  (nach  §.  88)  die  Doppelsumme 

4  1  (-^-\  g"'^  =  4  V  (_  lyMS-i)  qn'3^ 

wo  n'  und  d  alle  positiven  ungeraden  Zahlen  zu  durchlaufen  haben; 
die  Summation  in  Bezug  auf  n'  ergiebt 

mithin  wird  die  rechte  Seite  gleich 

und  wir  erhalten  daher  folgende  merkwürdige  Gleichung 
Ö  +  3^  +  q.^'  -f  g^^  -f  •  •  •)  (1  -h  2g4  ^  2^16  -f  2^36  H ) 

1—^2  1  _  ^6    "T"    1  _  ^10  1  _  gl4    "T-    •   •   • 

welche,  wie  die  anderen  Gleichungen,  welche  negativen  Determi- 
nanten entsprechen,  auch  aus  der  Theorie  der  Elliptischen  Func- 
tionen abgeleitet  werden  kann*). 

Für  positive  Determinanten  fallen  die  entsprechenden  Glei- 
chungen weniger  einfach  aus,  weil  auf  der  linken  Seite  die 
Variabelen  ^,  y  immer  noch  der  Bedingung  II.  unterworfen  sind. 
Nehmen  wir  z.  B.  D  =  2,  also  0  =  1,  z  =  1,  so  erhalten  wir  in 
ähnlicher  Weise  die  Gleichung 


2  r'-'''  =  2  (I)  r 


iS  n' 
_  g 


1  — g2        l—qG        i_^io  +  i„gi4  +  '  *  •' 

WO  auf  der  linken  Seite  für  x,  y  alle  Werthenpaare  zu  setzen  sind, 
die  den  Bedingungen  y^O,  2x>3y  genügen ,  und  für  welche 
ausserdem  x^  —  2y^  und  also  x  ungerade  ist. 


*)  Man   vergleiche    Jacohi :    Fundamenta    nova    theoriae  functionum 
elUpticarum  3829,  pagg.  92,  103,  184. 
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Wir  kehren  nun  zu  unserem  eigentlichen  Gegenstande,  der 
weiteren  Behandlung  der  Gleichung  (§.  90) 

ax'^  +  2hxy  4-  cy^\-^ ^^sLy'y(R\L 

zurück,  und  es  wird  gut  sein,  den  Gang  der  Untersuchung  hier 
mit  wenigen  Worten  im  Voraus  anzugeben.  Man  würde  auf  un- 
übersteigliche  Schwierigkeiten  stossen,  wenn  man  die  auf  der  linken 
Seite  angedeuteten  Summationen  für  einen  beliebigen  Werth  von 
5  >  1  wirklich  ausführen  w^ollte.  Lässt  man  dagegen  den  Expo- 
nenten s  immer  mehr  abnehmen  und  gegen  den  Werth  1  conver- 
giren,  so  wird  gleichzeitig  jede  dieser  Summen  über  alle  Grenzen 
wachsen,  und  bei  näherer  Betrachtung  zeigt  sich,  dass  das  Product 
aus  einer  solchen  Summe  und  aus  (s  —  1)  sich  einem  festen  end- 
lichen Grenzwerth  L  nähert,  welcher  nur  von  der  allen  Formen 
gemeinschaftlichen  Determinante  D  abhängt,  und  folglich  wird  der 
Grenzwerth  der  ganzen  mit  (s  —  1)  multiplicirten  linken  Seite 
^=  hL  sein,  wenn  man  mit  h  die  Anzahl  der  Summen,  d.  h,  also 
die  Ansahl  der  in  dem  Formensystem  S  enthaltenen  Formen 
(a,  b,  c)  ...  bezeichnet.  Da  ferner  der  Grenzwerth  der  mit  (s  —  1) 
multiplicirten  rechten  Seite  sich  direct  bestimmen  lässt,  so  erhält 
man  auf  diese  Weise  einen  Ausdruck  für  die  Classenzahl  h^  deren 
Bestimmung  ja  den  Gegenstand  unserer  ganzen  Untersuchung 
bildet. 

Bevor  vdr  aber  dazu  übergehen,  diesen  Grenzprocess  durch- 
zuführen, müssen  wir  noch  einige  vorläufige  Fragen  erörtern,  deren 
Beantwortung  für  unseren  Zweck  durchaus  erforderlich  ist.  Zu- 
nächst wenden  wir  uns  dazu,  die  den  Summationsbuchstaben  x,  y 
auferlegte  Bedingung  I.  (§.  90)  so  umzuformen,  dass  man  einen 
deutlichen  Ueberblick  über  das  System  der  ihr  genügenden  Wer- 
thenpaare  x,  y  erhält.  Zu  dem  Ende  dürfen  wir  annehmen,  dass 
der  Repräsentant  (a,  &,  c)  einer  ganzen  Classe  immer  so  gewählt 
ist,  dass  der  Quotient  a\6  nicht  nur,  wie  schon  früher  festgesetzt 
wurde,  positiv,  sondern  auch  relative  Frimzahl  gegen  2  B  ist.  Von 
der  Berechtigung  zu  dieser  Annahme  wird  man  sich  durch  die 
folgende  Betrachtung  überzeugen.     Ist 

(a,  h,  c)  =  6{Ax'^  -^  Bxy  +  Gy^)  =  öF 
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eine  beliebige  Form  vom  Theiler  0,  und  r  irgend  eine  Primzahl, 
so  kann  man  den  beiden  Variabelen  x^  y  der  Form  stets  solche 
Werthe  beilegen,  dass  der  Werth  von  F  nicht  durch  r  theilbar 
wird;  denn  ist  eine  der  beiden  Zahlen  J.,  C,  z.  B.  A,  nicht  durch 
r  theilbar,  so  gebe  man  x  einen  durch  r  nicht  theilbaren,  y  da- 
gegen einen  durch  r  theilbaren  Werth;  sind  aber  beide  Coeffi- 
cienten  J.,  C  durch  r  theilbar,  so  ist  B  gewiss  nicht  durch  r  theil- 
bar, und  folglich  genügt  es  dann,  x  und  y  Werthe  beizulegen,  die 
beide  nicht  durch  r  theilbar  sind.  Man  hann  folglich  auch  x  und  y 
immer  so  tvählen,  dass  der  Werth  von  F  relative  Primzahl  gegen 
irgend  eine  vorgeschriebene  Zahl  Tc  wird;  denn  bezeichnet  man  mit 
r',  r",  /"  .  .  .  die  sämmtlichen  in  k  aufgehenden  Primzahlen,  so 
braucht  man  nur  zu  bewirken,  dass  F  durch  keine  einzige  der- 
selben theilbar  wird,  was  nach  dem  eben  Gesagten  sich  stets  dadurch 
erreichen  lässt,  dass  die  beiden  Variabelen  x^  y  durch  einige  dieser 
Primzahlen  theilbar,  durch  andere  nicht  theilbar  angenommen 
werden  —  Bedingungen,  die  sich  stets  auf  unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten  erfüllen  lassen.  Man  kann  hinzufügen,  dass  x^  y 
ausserdem  noch  so  gewählt  werden  können,  dass  der  Werth  von  F 
positiv  ausfällt;  für  eine  negative  Determinante  D  versteht  sich 
dies  von  ^selbst,  da  wir  Formen  mit  negativen  äusseren  Coefficienten 
ausschliessen ;  für  eine  positive  Determinante  braucht  man,  da 

a6F=  (ax  +  byy  —  Diß 
ist,  nur  dafür  zu  sorgen,  dass,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ 
ist,  entsprechend  {ax  -\-  by)  absolut  genommen  grösser  oder  kleiner 
als  yV D  ausfällt,  und  offenbar  lassen  die  bisher  den  Variabelen 
x^  y  auferlegten  Bedingungen,  durch  einige  Primzahlen  theilbar, 
durch  einige  andere  nicht  theilbar  zu  sein,  noch  solchen  Spielraum 
für  ihr  Grössenverhältniss,  dass  auch  dieser  Forderung  noch  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  genügt  werden  kann.  Endlich 
können  wir  noch  behaupten,  dass  für  die  Variabelen  x^  y  auch  solche 
Werthe  gewählt  werden  können,  welche  unter  einander  relative 
Primzahlen  sind  und  doch  die  übrigen  Bedingungen  erfüllen,  dass 
F  positiv  und  relative  Primzahl  gegen  die  vorgeschriebene  Zahl  h 
ist;  denn  haben  x  und  y  einen  gemeinschaftlichen  Divisor,  so 
braucht  man  sie  nur  durch  Division  von  demselben  zu  befreien, 
und  die  Quotienten,  die  unter  einander  relative  Primzahlen  sind, 
bilden  ein  solches  allen  Anforderungen  genügendes  Werthenpaar. 
Wir  machen  von  der  vorstehenden  (auch  für  andere  Unter- 
suchungen nützlichen)  Betrachtung  eine  specielle  Anwendung  auf 


§.  94.  Classenanzahl  der  Formen.  235 

den  Fall,  in  welchem  h  =  2D  ist;  wir  können  dann  so  sagen:  ist 
(a,  b,  c)  irgend  eine  Form  vom  Theiler  6  und  von  der  Determinante 
D,  so  kann  man  stets  zwei  relative  Primzahlen  oc,  y  von  der  Be- 
schaffenheit finden,  dass 

a'  a«2  -|-  2bay  -\-  cy^ 

ö"  ö 

positiv  und  relative  Primzahl  gegen  2D  wird.  Da  nun  a,  y  rela- 
tive Primzahlen  sind,  so  kann  man  (§.  24)  irgend  ein  Paar  von 
Werthen/3, d  wählen,  welche  der  Gleichung  ad  —  ßy=l  genügen, 
und  dann  geht  die  Form  (a,  b,  c)  durch  die  Substitution  ("'  §)  in 
eine  äquivalente  Form  über,  deren  erster  Coefficient  a'  positiv  ist 
und  ausserdem  die  Eigenschaft  hat,  dass  a' :  6  relative  Primzahl 
gegen  2  D  ist.  Und  hiermit  ist  in  der  That  der  verlangte  Nach- 
weis geliefert,  dass  in  jeder  Formenclasse  solche  Repräsentanten 
ausgewählt  werden  können,  welche  die  obige  neue  Bedingung 
erfüllen. 


§•  94. 

Wir  nehmen  daher  jetzt  an,  dass  die  repräsentirende  Form 
(öt,  &,  c)  so  gewählt  ist,  das  a :  6  nicht  nur  positiv ,  sondern  auch 
relative  Primzahl  gegen  2  D  ist,  und  fragen  nun  nach  dem  System 
aller  Werthenpaare  x,  y^  welche  der  Bedingung  I.  genügen,  dass 

ax'^  -f-  2bxy  -f-  cy"^ 
_ 

relative  Primzahl  gegen  21)  wird*).     Bezeichnen  wir  wie  früher 

mit  z/  den  absoluten  Werth  der  Determinante  D,  so  kann  man 

stets 

X  =  2zJv  -\-  a^    y  =  2J w  -{-  y 

setzen,  wo  «  und  y  irgend  welche  der  2  /l  Zahlen 

0,  1,  2,..  .(2z/-  1), 
und  V  und  %v  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten;  jede  Combination 
zweier  ganzen  Zahlen  x^  y  kann   stets  und  nur  auf  eine  einzige 
Weise  in  diese  Form  gebracht  werden.     Da  nun  aus 


*)  Ganz  ähnlich  lägst  sich  auch  der  Fall  behandeln,  wenn  (a,  h,  c)  keine 
ursprüngliche  Form  ist;  man  kann  dann  gleich  darauf  ausgehen,  die  An- 
zahl der  Classen  von  beliebigem  Theiler  a  zu  bestimmen,  und  erhält  auf 
diese  Weise  ebenfalls  das  unten  (in  §.  100)  gewonnene  Resultat. 
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X  ^  a  (raod.  2  z/)     und     y  ^  y  (mod.  2  z/) 
auch 

ax^  4-  2^;a;j/  +  cj/2  __  aa'^  +  2&«y  +  cy'~    ^^^  2^) 

folgt,  so  leuchtet  ein,  dass  man  unter  den  sämmtlichen  4  z/2 
Combinationen  (a,  y)  nur  diejenigen  zu  ermitteln  hat,  für  welche 

aw'-^  -|-  2h ay  -\-  cy^ 
_ 

relative  Primzahl  gegen  2  z/  wird.  Die  gesuchten  Combinationen 
(^,  «/)  vertheilen  sich  dann  in  zusammengehörige  Paare  von  arith- 
metischen Reihen,  deren  Differenz  =  2  z/  ist,  und  deren  Anfangs- 
glieder «,  y  specielle  solche  Combinationen  sind,  die  dieselbe 
Bedingung  erfüllen.  Uns  kommt  es  nun  weniger  darauf  an,  wirk- 
lich alle  diese  Combinationen  («,  y)  genau  zu  definiren,  als  viel- 
mehr, nur  ihre  Anzahl  sicher  festzustellen,  weil  diese  allein  bei 
dem  späteren  Grenzübergang  eine  Rolle  spielt.  Hierzu  ist  es  aber 
nöthig,  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens:  0  =  1.  Wir  fragen  nach  der  Anzahl  der  Combi- 
nationen (a,  y),  für  welche  aa"^  ^Ih  ay  -\-  cy"^  oder,  da  a  relative 
Primzahl  gegen  2/i  ist,  für  welche 

a'(aa2  _^  2h ay  -f  cy'^)  ==  {aa  -\-  hy^  ±  z/y2 

relative  Primzahl  gegen  2  z/  wird.  Setzt  man  zunächst  für  y  irgend 
eine  der  z/  geraden  Zahlen 

0,  2,  4  ...  (2  z^  —  2), 

so  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  (aa  -\-  hyY  und  folglich 
{aa  -\-  hy)  relative  Primzahl  gegen  2  z/  werde;  lässt  man  aber  a 
das  in  Bezug  auf  den  Modulus  2  z/  vollständige  Restsystem 

0,  1,  2...(2z^-l) 

durchlaufen,  während  y  seinen  Werth  behält,  so  durchläuft  (nach 
§.  18)  der  Ausdruck  (aa-|-&y),  weil  a  relative  Primzahl  gegen  den 
Modulus  ist,  ebenfalls  ein  vollständiges  Restsystem,  und  folglich 
gehören  zu  jedem  solchen  geraden  y  genau  g)(2z/)  erlaubte  Werthe 
von  «,  wo  die  Charakteristik  (p  im  früheren  Sinne  (§.  1 1)  gebraucht 
ist.    Jedem  der  z/  ungeraden  Werthe 

1,  3  .  .  .  (2  z/  — 1) 

von  y  entsprechen  ebenfalls  (p(2J)  erlaubte  Werthe  von  a;  dies 
leuchtet  unmittelbar  ein,  wenn  z/  gerade  ist,  weil  die  Forderung 
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sich  dann  ebenfalls  darauf  reducirt,  dass  (aK-\-hy)  relative  Prim- 
zahl gegen  2  z/  werden  muss.  Ist  aber  ^  und  also  auch  ±z/y2 
ungerade,  so  muss,  da 

(aa  -f  byy  ±  z/72 

ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  z/  werden  soll,  (aoc-^-hy) 
gerade  und  relative  Primzahl  gegen  z/  werden,  und  folglich  muss 
auch  der  Rest  von  (aa-\-by)  in  Bezug  auf  den  Modul  2  z/  gerade 
und  relative  Primzahl  gegen  z/  sein,  und  umgekehrt  wird,  sobald 
dies  der  Fall  ist,  die  obige  Forderung  erfüllt  sein.  Durchläuft 
nun  cc  alle  seine  2z/Werthe,  so  durchläuft  der  Rest  von(aa-|-  by) 
dieselben  2  z/  Werthe;  unter  diesen  sind  die  folgenden  z/  Reste 
gerade 

0,  2,  4...2(z/-l), 

und  unter  diesen  sind  cp  (z/)  relative  Primzahlen  gegen  die  un- 
gerade Zahl  z/.  Dies  ist  also  die  Anzahl  der  zu  jedem  ungeraden 
y  gehörenden  erlaubten  Werthe  von  a;  da  nun  aber  z/  ungerade, 
also  relative  Primzahl  gegen  2  ist,  so  ist  auch  cp  (2  ^)  =  cp  (2)  cp  (z/) 
=  cp  (z/),  und  folglich  haben  wir  in  allen  Fällen  dieselbe  Antwort : 
zu  jedem  geraden  oder  ungeraden  y  gehören  stets  q)  (2  z/)  erlaubte 
Werthe  von  oc;  mithin  existiren  im  Ganzen  2  z/ 9)  (2  z/)  erlaubte 
Combinationen  («,  y). 

Zweitens:  0  =  2;   a  und  c  gerade,  b  ungerade,  und  D  ^  1 
(mod.  4).     Es  fragt  sich:  für  wie  viele  Combinationen  (a,  y)  ist 

|aa2  -f  bay  -j-  |  cy^ 

ungerade  und  relative  Primzahl  gegen  z/?  —  Wir  beschränken 
uns  zunächst  darauf,  die  Combinationen  zu  bestimmen,  für  welche 
dieser  Werth  ungerade  ausfällt.  Da  wir  den  Repräsentanten 
(a,  ft,  c)  so  gewählt  haben,  dass  |a  relative  Primzahl  gegen  2  z/ 
und  also  auch  ungerade  ist,  so  wird 

D=  b^  —  ac  ^  1     oder    ^  5  (mod.  8), 

je  nachdem  Je  gerade  oder  ungerade  ist;  im  ersten  Falle  muss 
daher  a(l  aa  +  by)  ungerade ,  also  «  ungerade  und  y  gerade 
sein;  im  zweiten  Falle  muss  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  a 
und  y  ungerade  sein.  Die  Anzahl  der  erlaubten  Combinationen 
ist  hierdurch  im  ersten  Falle  auf  z/2,  im  zweiten  auf  3  z/2  herab- 
gedrückt. 
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Soll  nun  der  Werth  von  |ao«2  -f-  hay  ~\-  |cy2  auch  relative 
Primzahl  gegen  z/  werden,  so  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dass 

(aa  +  hyj^  ±^y^  =  2a{\aa'^  +  hay  +  \cy'^) 

oder  also  (aoc  +  ^y)  relative  Priijizahl  gegen  z/  werde.  Im  ersten 
Falle,  wo  D  ^  1  (mod.  8)  ist,  dürfen  für  y  nur  gerade,  für  a  nur 
ungerade  Werthe  gesetzt  werden.  Giebt  man  daher  y  einen  be- 
stimmten der  z/ Werthe 

0,  2,  4  ...  (2  z/  —  2) 
und  lässt  dann  a  die  sämmtlichen  z/  Werthe 

1,  3,  5...(2z/-l) 

durchlaufen,  welche  offenbar  in  Bezug  auf  den  Modul  z/  ein  voll- 
ständiges Restsystem  bilden,  so  gilt  (da  a  relative  Primzahl  gegen 
z/  ist)  dasselbe  von  den  z/  entsprechenden  Zahlen  {au  -\-  b y),  und 
folglich  sind  unter  denselben  cp  (z/)  =  9  (2  z/)  relative  Primzahlen 
gegen  ^.  Im  Ganzen  giebt  es  daher  in  diesem  Falle  z/  9?  (2  z/) 
erlaubte  Combinationen  (a,  y).  —  Im  zweiten  Fälle,  wo  Z)  ^  5 
(mod.  8)  ist,  und  in  welchem  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
a,  y  ungerade  sein  muss,  findet  man  auf  dieselbe  Weise,  dass 
jedem  geraden  Werthe  von  y  wieder  ^(z/)  =  9  (2  z/)  ungerade 
Werthe  von  «  entsprechen,  woraus  zunächst  /l  (p{2A)  zulässige 
Combinationen  entspringen;  ist  aber  y  ungerade,  und  durchläuft 
a  seine  sämmtlichen  2z/  Werthe,  so  durchläuft  der  Ausdruck 
(aa  -j-  hy)  zweimal  dasselbe  vollständige  Restsystem  in  Bezug  auf 
den  Modulus  z/;  es  giebt  daher  immer  2  (p(zJ)=  2  (jp  (2  z/)  erlaubte 
Werthe  von  «,  so  dass  aus  den  z/  ungeraden  Werthen  von  y 
genau  2  z/  9  (2  z/)  erlaubte  Combinationen  (a,  y)  entspringen.  Im 
Ganzen  giebt  es  daher  in  diesem  zweiten  Falle  3  z/  9?  (2  z/)  erlaubte 
Combinationen  (a,  y). 

Wir  können  die  sämmtlichen  Fälle  so  zusammenfassen:  die 
Anzahl  der  Paare  von  zusammengehörigen  arithmetischen  Reihen 

welche  der  Bedingung  I.  genügen,  ist 

=  03  .  z^  qp  (2  z/), 
wo 

09  =  2,     wenn     0  =  1 

0)  =  1,     wenn     0  =  2     und     D  ^  1  (mod.  8) 

0  =  3,    wenn     0  =  2     und     D  ^  5  (mod.  8) 
ist. 
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§.  95. 

Wir  kehren  nun  zu  unserer  Hauptgleichung  zurück,  der  wir 
die  Form 

0  V l +  .  .  .  =_PiL  ^J_y(^ 

V     *-     /„  ^o      I       O  7.  /v.  „.        I         ^^,9\  14-0        I  ^1  -l-  o    •*-    «.1    4-    /i   ■^    \     ., 


geben,  indem  wir  s  =  l  -|-  (>  setzen,  mit  q  multipliciren  und  durch 
(ji  +  Q  dividiren;  lassen  wir  jetzt  die  positive  Zahl  q  unendlich  klein 
werden,  so  haben  wir  die  Grenzwerthe  der  einzelnen  Glieder  zu 
bestimmen,  welche  sich  auf  der  linken  und  rechten  Seite  befinden. 
Indem  wir  mit  der  Discussion  der  linken  Seite  beginnen,  wird  es 
wieder  nothwendig,  den  Fall  einer  negativen  Determinante  von 
dem  einer  positiven  vollständig  zu  trennen. 

Wir  nehmen  daher  zunächst  an,  die  Determinante  D  sei 
negativ  =  —  z/.  Dann  sind  die  Variabelen  x^  y  in  der  der  Form 
(a,  &,  c)  entsprechenden  Summe  nur  der  Bedingung  I.  unterworfen, 
und  wir  haben  eben  gesehen,  dass  eine  solche  Summe  in  oj  z/  qp  (2z/) 
Partialreihen  zerfällt,  welche  den  einzelnen  zulässigen  Combinatio- 
nen  («,  y)  entsprechen.  Betrachten  wir  daher  zunächst  nur  eine 
einzige  solche  Partialsumme 

,v ^ 

^  ^  (ax'-  -f  2b xy  -f-  cy^^y  +  Q  ' 

in  welcher  x^  y  alle  Werthe 

X  --  2  J V  -\-  oc,    y  =  2/lio  -\-  y 

zu  durchlaufen  haben,  die  einer  bestimmten  zulässigen  Combination 
(«,  y)  und  allen  denkbaren  ganzzahligen  Werthen  v^  w  entsprechen. 
Nach  den  in  den  Supplementen  (II.  §.118)  aufgestellten  Principien 
ist  der  Grenzwerth  des  vorstehenden  Productes  identisch  mit  dem 
des  Quotienten  T\t^  wo  t  eine  über  alle  Grenzen  wachsende  posi- 
tive Zahl,  und  T  die  zugehörige  Anzahl  der  dargestellten  Zahlen 
ax'^  -\-  2hxy  -\-  ciß  bedeutet,  welche  nicht  grösser  als  t  sind, 
für  welche  also 

~  «(B)'+^'nf.+'(Ä)'*' 

ist.  Dieser  Grenzwerth  des  Quotienten  T.t  lässt  sich  leicht  mit 
Hülfe  einer  geometrischen  Betrachtung  bestimmen;  setzt  man 
nämlich 
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yt  ~^'    yt  ~'^' 

so  ist  T  die  Anzahl  der  Werthenpaare 


für  welche 


a|2  ^-  2hin  -f  cj?2  ^  1  (2) 

wird;  sieht  man  nun  |,  t^  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punctes  in  einer  Ebene  an,  und  lässt  man  v  und  iv  alle  ganz- 
zahligen Werthe  durchlaufen,  so  bilden  die  durch  die  Formeln  (1) 
bestimmten  Puncte  (|,  ri)  ein  Gitter,  welches  durch  die  recht- 
winklige Kreuzung  zweier  Systeme  von  Geraden  entsteht,  die  den 
Axen  parallel  sind,  und  von  denen  je  zwei  benachbarte  die  con- 
stante  Distanz  8  =  1zJ'.\t  haben.  Die  ganze  Ebene  wird  auf 
diese  Weise  in  Quadrate  von  dem  Flächeninhalt 

zerlegt,  deren  Eckpuncte  jene  Puncte  (|,  i;)sind;  und  folglich 
ist  T  die  Anzahl  derjenigen  dieser  Gitterpuncte  (|,  ri),  welche 
nicht  ausserhalb  der  durch  die  Gleichung 

aj2  -f  2h^ri  +  ci?2  ^  1  (3) 

dargestellten  Curve  liegen ;  da  nun  b^  —  a  c  =  —  z/  negativ  (und 
a  positiv)  ist,  so  ist  diese  Curve  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunct 
mit  dem  NuUpunct  des  Coordinatensystems  zusammenfällt.  Nach 
einem  ebenfalls  in  den  Supplementen  (III.  §.  120)  aufgestellten 
Hülfssatz  hat  folglich  das  Product 

T.d2  =  4z/2.|! 

den  Flächeninhalt  A  dieser  Ellipse  zum  Grenzwerth,  wenn  t  un- 
endlich gross  und  also  8  unendlich  klein  wird;  es  ist  daher  der 
gesuchte  Grenzwerth 

,.      T  A 

lim  —  = 


t         4z/2' 


woraus  schon  folgt,  dass  derselbe  von  (a,  y)  unabhängig  und  also 
für  jede  der  coz/g)(2z/)  Partialsummen,  welche  unsere  Summe 
constituiren,  derselbe  ist.  Mithin  ist  der  Grenzwerth  dieser,  der 
Form  (a,  &,  c)  entsprechenden  Summe 
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y    1 

^  ^  (ax^  +  2bxy  +  cy^y+^ 
gleich 

wo  Ä  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  (3)  bezeichnet*).  Um  diesen 
zu  bestimmen,  transformire  man  die  Gleichung  der  Ellipse  durch 
Einführung  solcher  rechtwinkliger  Coordinaten,  welche  mit  den 
Hauptaxen  der  Ellipse  zusammenfallen,  wodurch  sie  die  Form 

annehmen  wird.  Bekanntlich  bleibt  bei  einer  solchen  orthogonalen 
Transformation  die  Determinante  b^  —  ac  ungeändert,  so  dass 

a'c'  =^.  ac  —  b^  =  ^ 

ist ;  andererseits  sind  V  a'  und  V  c'  die  reciproken  Werthe  der  beiden 
Halbaxen,  und  folglich  ist 

7t  7t 


WO  natürlich  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.  Es  ergiebt 
sich  also  das  merkwürdige  Resultat,  dass  dieser  Flächeninhalt  Ä, 
und  folglich  auch  der  obige  Grenzwerth 

(x)7tq)(2zf) 

der  auf  die  eine  Form  (a,  &,  c)  bezüglichen  Summe  von  den  ein- 
zelnen Coefficienten  a,  b^  c  und  folglich  von  der  individuellen 
Natur  dieser  Form  gänzlich  unabhängig  ist**).  Denselben  Grenz- 
werth wird  daher  jede  andere,  einer  anderen  Form  (a',  &',  c')  des 
Systems  S  entsprechende  Summe  haben;  bezeichnen  wir  daher 
mit  h  die  Anzahl  dieser  einzelnen  Summen  auf  der  linken  Seite 
unserer  Gleichung,  d.  h.  also  die  Anzahl  der  Classen  ursprünglicher 


*)  Daraus,  dass  der  Quotient  T  :  t  sich  einem  bestimmten  Grenzwerth 
nähert,  geht  zufolge  des  in  den  Supplementen  (II.  §.  118)  aufgestellten 
Satzes  nachträerlich  hervor,  dass  die  bisher  betrachteten  unendlichen  Reihen 
für  jeden  positiven  Werth  von  q,  also  für  alle  Werthe  s  >  1  convergiren. 

**)  Durch  eine  tiefere  Untersuchung  des  "Verhaltens  der  obigen  Reihen 
für  unendlich  kleine  Werthe  von  q  ist  Kronecher  zu  einem  Satze  gelangt, 
der  eine  der  wichtigsten  Grundlagen  für  die  complexe  Multiplication  der 
elliptischen  Functionen  bildet  (Monatsber.  d.  Berl.  Ak.  vom  22.  Jan.  1863, 
u.  Sitzungsber.  aus  den  Jahren  1883,  1886,  1889). 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  16 
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Formen  der  6ten  Art  für  die  negative  Determinante  D  =  —  z/, 
so  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen  linken  Seite  gleich 

03  ?r  g)  (2  z/)   , 


§.  96. 

Gehen  wir  nun  zur  rechten  Seite  der  Gleichung  über,  so  haben 
wir  wieder  mit  Hülfe  der  in  den  Supplementen  (IL  §.  117)  auf- 
gestellten Principien  den  Grenzwerth  des  Productes 

^  ^  n^  +  Q 

zu  ermitteln,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  n  bezieht,  die  relative  Primzahlen  gegen  2z/  sind.  Be- 
zeichnet man  nun  mit  v^  v\  v"  . ..  die  (p  (2  z/)  ersten  dieser  Zahlen, 
nämlich  diejenigen,  welche  <  2  z/  sind,  so  kann  man  die  vor- 
stehende Summe  in  g)  (2  z/)  Partialsummen  von  der  Form 

1,1,1.1.        \ 

vi  +  ?~^(i;-{-2z/)i  +  ?~^(v-|-4z/)i  +  ?"^(i;-f6z/)i  +  ?"^       J 

zerlegen,  in  welcher  die  unter  dem  Exponenten  (1  -}-  q)  stehenden 
Zahlen  jedesmal  eine  arithmetische  Reihe  von  der  Differenz  2  z/ 
bilden ;  da  nun  nach  dem  in  den  Supplementen  behandelten  spe- 
ciellen  Fall  der  Grenzwerth  einer  solchen  Partialreihe 

_  J_ 

~"  2z/ 

und  also  unabhängig  von  v  ist,  so  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen 
Summe 

_y(2^) 

2z/     ' 

und  mithin  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen  rechten  Seite  der 
Hauptgleichung 

ö.2z/  ^  \nj  n^  +  ^ 

Da  aber  beide  Seiten  für  jeden  Werth  von  s  >  1,  d.  h.  für  jeden 
positiven  Werth  von  q  identisch  sind,  und  da  sie  folglich,  wenn 
überhaupt  einen,  nothwendig  denselben  Grenzwerth  haben  müssen, 
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so  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung ,  indem  wir  D  =  —  J 
restituiren, 

(3o7t  \nj  ^1  +  ? 

als  Ausdruck  für  die  Classenanzahl  der  ursprünglichen  Formen 
öter  Art  (mit  positiven  äusseren  Coefficienten)  für  eine  negative 
Determinante  D;  hierin  ist  ferner  (nach  §.  88) 

z  =  4,  wenn  Z)  =  —  1, 
z  =  6,  wenn  D  =  —  3  und  (5  =  2, 
X  =  2  in  den  übrigen  Fällen ; 
und  (nach  §.  94) 

09  =  2,  wenn  ö  =  1, 

C3  =  1,  wenn  6  =  2  und  D  ^  1  (mod.  8), 

09  =  3,  wenn  ö  =  2  und  D  ^  5  (mod.  8). 


§•  97. 

Für  Formen  der  ersten  Art  erhalten  wir  daher,  indem  wir 
ö  =  1,  ;c  =  2  und  o  =  2  setzen, 

71  \n/  n^  +  Q 

mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles  D  =  —  1,  in  welchem  x  nicht 
=  2,  sondern  ==  4  ist,  und  folglich 

4  f_  lYMn-l) 

7t  ^1  +  ? 

wird;  es  wird  später  (§.  101)  allgemein  gezeigt  werden,  dass 

\nj  n^+Q  \nj  n 

ist,  vorausgesetzt,  dass  auf  der  rechten  Seite  die  Glieder  ihrer 
Grösse  nach  geordnet  werden ;  in  dem  speciellen  Falle  D=  —  1 
wird  daher 

da  der  Werth  der  in  der  Parenthese  befindlichen  unendlichen 
Reihe  von  Leibnit0  bekanntlich  =  \7C  ist;  hierin  liegt  also  eine 

16* 
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Bestätigung  unserer  Principien,  da  in  der  That  für  die  Determi- 
nante D  =  —  1  nur  eine  einzige  Classe  von  Formen  (mit  positiven 
äusseren  Coefficienten)  existirt. 

Wir  wollen  nun  mit  der  vorstehenden  Formel  für  die  Classen- 
anzahl  h  der  Formen  der  ersten  Art  die  für  die  Anzahl  h'  der 
Formen  der  zweiten  Art  vergleichen.  Wir  unterscheiden  zu  dem 
Zweck  die  beiden  Fälle,  in  welchen  D  ^  1  oder  D  ^  5  (mod.  8) 
ist.     Im  ersten  Falle  ist  x  =  2  und  co  =  1,  folglich 

k'  =ly::rD .  lim  2  (-)  ~  =  M 

im  zweiten  Falle  dagegen  ist  o  =  3  und  x  =  2,  also 

.h'  =  l-  ^V^D  .  lim  2  f^)  ^  =  U, 
3     TT  \n/  n^  +  ^        3 

ausgenommen  den  einzigen  Fall  D  =  —  3,  in  welchem  k  nicht 
=  2,  sondern  =  6,  und  folglich  wieder 

ist.    Wir  können  daher  so  zusammenfassen:  es  ist 

Ji'  =  h^  wenn  D  ^  1  (mod.  8),  und  für  i>  =  —  3 ; 

Ji'  ==  |/^,  wenn  D  ^  5  (mod.  8),  ausgenommen  D  =  —  3. 

Diese  Beziehungen  zwischen  der  Anzahl  der  Formen  der  ersten 
und  der  zweiten  Art  hat  schon  Gauss  gefunden,  aber  auf  einem 
ganz  anderen  Wege*). 


§.  98. 

Wir  haben  nun  dieselbe  Untersuchung  für  den  Fall  einer 
positiven  Determinante  i)  =  z/  zu  wiederholen.  Betrachten  wir 
zunächst  die  linke  Seite,  so  zerlegen  wir  wieder  jede  auf  eine 
bestimmte  Form  (a,  5,  c)  bezügliche  Summe  in  o/i  (p(2J)  Partial- 
summen  von  der  Form 

^ 1 

^  ^  (ax^  +  2bxij  +  c2/2)i  +  ?' 

in  deren  jeder  die  Summationsbuchstaben  alle  Werthenpaare 

x  =  2^v-\-a,    y  =  2Jw-\-y  (1) 


*)  D.  Ä.  art.  256,  VI.  —  Vergl.  §.  151,  I. 
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zu  durchlaufen  haben,  die  einer  bestimmten  Combination  (a,  y) 
und  allen  ganzzahligen  Werthen  v,  w  entsprechen;  jetzt  aber 
treten  ausserdem  noch  die  Isolirungsbedingungen  IL  hinzu,  denen 
gemäss 

2/^0,     ü{ax  -f  hy)  >  Ty  (2) 

sein  soll.  Diese  letzteren  Bedingungen  haben,  wie  wir  schon 
früher  gesehen  haben  (§.  87),  zur  Folge,  dass 

ax  +  (h  ^  'VD)y,    ax  -\-  (b  —  yi))y, 
und  also  auch 

ax^  -\-  2bxy  -f  cy^ 

positive  Zahlen  sind,  und  wir  können  daher  wieder  die  in  den 
Supplementen  aufgestellten  Principien  anwenden;  bezeichnen  wir 
mit  t  einen  beliebigen  positiven  Werth  und  mit  t  die  Anzahl  der- 
jenigen in  den  Reihen  (1)  enthaltenen  und  zugleich  den  Bedin- 
gungen (2)  genügenden  Werthenpaare  ic,  y^  für  welche 

ax'^  -\-  2hxy  -^  cy^  ^  t  (3) 

ist,  so  haben  wir  nur  den  Grenzwerth  des  Quotienten  r  :  t  für 
unbegrenzt  wachsende  Werthe  von  t  zu  bestimmen,  um  dadurch 
zugleich  den  Grenzwerth  der  obigen  Partialsumme  zu  finden, 
welche  der  einen  Combination  (a,  y)  entspricht.  Setzen  wir  wieder 
(indem  wir  y  t  positiv  nehmen) 

y X  y 

^~YV   "^  ~  Yt' 

und  sehen  wir  |,  t^  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punctes 
einer  Ebene  an,  so  ist  r  die  Anzahl  derjenigen  in  der  Doppelreihe 

.        2z/        ,      0«  2z/        ,     7 

^  =  Tr^+ v^'  ^^y^^  +  W 

enthaltenen  Gitterpuncte,  welche  den  drei  Ungleichheiten 

7]  ^  0,     C/>|  -f  bfi)  >  Tri, 
a|2  _|_  2b^rj  -{-  cr}^  ^  1 

Genüge  leisten,  d.  h.  welche  innerhalb  eines  Stückes  der  |  rj-'Ehene 
liegen,  das  zum  Theil  durch  die  Axe  der  |,  zum  Theil  durch  eine 
durch  den  Nullpunct  gehende  Gerade,  und  endlich  durch  eine 
Hyperbel  begrenzt  wird,  die  den  Nullpunct  zum  Mittelpuncte  hat. 
Bezeichnen  wir  mit  B  den  Flächeninhalt  dieses  Stückes  der 
1 7^ -Ebene,  so  wird  nach  den  in  den  Supplementen  aufgestellten 
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Principien,  wenn  t  unendlich  gross,  und  also  die  Kante  d  =  2^:yt 
der  Gitterquadrate  unendlich  klein  wird, 


also 


lim  r  .  d^  =  4  z/2  .  lim  ^  =  B 

t 


,.      t  B 

lim  — 


t         4z/2 


sein.  Da  dieser  Grenzwerth  zugleich  der  Grenzwerth  der  Partial- 
summe  ist,  welche  sich  auf  die  eine  Combination  («,  y)  bezieht,  so 
wird,  da  hierin  die  Werthe  «,  y  ganz  herausgefallen  sind,  jede  der 
(o^(p(2zf)  Partialsummen ,  welche  den  verschiedenen  Combi- 
nationen  (a,  y)  entsprechen,  und  welche  zusammen  die  auf  die 
Form  (a,  6,  c)  bezügliche  Summe  constituiren ,  denselben  Grenz- 
werth haben;  und  mithin  wird 

4:ZJ 

der  Grenzwerth  der  ganzen  Summe 


(ax^4-  2bxy  -^cy^y  +  ^ 


sein.  Um  nun  den  Flächeninhalt  B  des  durch  die  drei  obigen 
Ungleichheiten  definirten  Hyperbelsectors  zu  finden,  wird  man 
am  besten  Polarcoordinaten  r,  cp  einführen,  indem  man 

I  r=  r  cos  cp,    ri  =  r  sin  (f 

setzt,  wo,  wie  gewöhnlich,  r  stets  positiv  und  (p  zwischen  0  und  2  Jt 
genommen  werden  soll,  was  hinreicht,  um  jeden  Punct  (|,  rj)  der 
Ebene  einmal  und  nur  einmal  zu  erzeugen.  Durch  diese  Trans- 
formation verwandeln  sich  die  früheren  Grenzbedingungen  in 
folgende: 

sin  9  ^  0 ;     ü(a  cotang  cp  -\-  b)  >  T\ 
r^  (a  cos  9)2  _j_  2  6  cos  q)smcp  -\-  c  sin  cp^)  <  1, 

und  wir  wiederholen  die  frühere  Bemerkung',  dass  für  jeden,  den 
beiden  ersten  Bedingungen  genügenden  Winkel  cp  die  Grössen 

a  cos  (p  -\-  (h  -\-  yJD)  sin  9,    a  cos  cp  -\-  (h  —  \D)  sin  9?, 
a  cos  9)2  _|_  2  &  cos  9)  sin  9)  -\-  c  sin  9)2 

positiv  sind,  so  dass  also  innerhalb  des  durch  diese  beiden  ersten 
Bedingungen  begrenzten  Winkelraumes  keine  Asymptote,  sondern 
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nur  ein  endliches  Stück  der  Hyperbel  liegt,  woraus  schon  folgt, 
dass  der  entsprechende  Sector  jedenfalls  einen  endlichen  Werth 
hat*).     Dieser  wird  bekanntlich  durch  die  Formel 


B  =  j    I  rdrd(p=—  I  r'^dcp 


gefunden,  wo  nun  in  dem  einfachen  Integral  rechts  für  r^  der  in 
der  Peripherie  der  Hyperbel  geltende  Werth 

1 
a  cos  (p^  -\-  2b  cos  cp  sin  cp  -\-  csin  cp'^ 

a       (  1  1 


2  VD  [a  cotang  g?  -f  6  —  VD       a  cotang  cp  -\-  b  -\-  VDJ  sin  92 

zu  setzen  ist;  wir  erhalten   daher,  indem  wir  cotang  9?  als  neue 
Variabele  betrachten,  und 

.       ,  =  —  d  cotang  op 
sm  cp^ 

setzen,  das  unbestimmte  Integral 

^       r        adcotsoigcp  1       r 

~TVdJ  a cotang  cp-^b-hYD  ~  WbJ 


ad  cotang  op 


a  cotang  (p  -\-b  -\-  YD        4  yi)J  a  cotang  (p  -\-b  —  YD 

1      ,       a  cotanff  w  A-  b  -]-  YD 
log 


4:YD     ^  a  cotang  9  4-0  — yD' 

diese  Integration  ist  aber  auszudehnen  über  alle  Werthe  von  9?, 
welche  einen  positiven  Sinus  haben,  also  von  9  =  0  ab  bis  zu  dem 
Werth,  wo  U(a  cotang  cp  -\-b)  =  T  wird ;  dieser  Endwerth  von  9 
ist  durch  die  Bedingung,  dass  sing?  positiv  sein  soll,  vollständig 
bestimmt,  und  wir  haben  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass 
innerhalb  dieses  ganzen  Winkelraumes  die  beiden  Grössen 

a  cotang  cp  -\-  b  -\-  Y D^     a  cotang  cp  -\-  b  —  YD 

stets  das  positive  Zeichen  behalten,  so  dass  das  obige  unbestimmte 
Integral  eine  stetige  reelle  Function  von  cp  ist,  woraus  folgt,  dass 
wir  nur  die  beiden  Grenzen  in  dasselbe  einzusetzen  haben.  Auf 
diese  Weise  erhalten  wir 


*)  Hieraus  folgt  wieder  nachträglich  die  Convergenz  der  bisher  be- 
trachteten Keihen  für  jeden  positiven  Werth  von  ^j  d.  h.  für  jeden  Werth 
von  s  >  1. 
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4yD   ^  T  -  UVB       2  VD   ^  ö 

Der  Grenzwerth  der  auf  die  Form  (a,  &,  c)  bezüglichen  Summe 
wird  daher,  wenn  man  statt  z/  wieder  D  schreibt,  gleich 

m(p(2D)        T+  UyP 
SDVB    ^^  6 

wo,  wie  früher,  T,  CT"  die  beiden  kleinsten  der  Bedingung 
T^  —  D  C/2  =  (j2  genügenden  positiven  Zahlen  bedeuten.  Mithin 
zeigt  sich  auch  hier,  wie  früher  bei  den  Formen  von  negativer 
Determinante,  dass  der  Grenzwerth  einer  auf  eine  einzelne 
Form  (a,  6,  c)  des  Systems  5  bezüglichen  Summe  nur  von  der 
Determinante  D  (und  der  Art  ö),  dagegen  gar  nicht  von  dem 
individuellen  Charakter  der  Form  abhängt,  dass  er  also  für  alle 
diese  Formen  derselbe  ist.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  h  die  An- 
zahl aller  in  S  enthaltenen  Formen,  d.  h.  die  Anzahl  aller  Classen 
ursprünglicher  Formen  6  ter  Art  für  die  positive  Determinante  D, 
so  ist  daher 

aycp(2D)         Tj-UVD     . 

^'  SDVD    ^""^  ^ 

der  Grenzwerth,  welchem  für  unendlich  abnehmende  positive  Werthe 
von  Q  die  linke  Seite  unserer  Hauptgleichung  sich  nähert.  Auf 
der  rechten  Seite  ist  ;<  =  1,  ferner  ebenso  wie  früher  bei  Formen 
von  negativer  Determinante 

'™  ^  ^  ^1  +  ^  —     2zl  2D    ' 

und ,.  folglich  erhalten  wir  durch  Vergleichung  beider  Seiten  der 
Hauptgleichung  das  Resultat 

h  —  i-          4:yD  /^\  _1_ 

ö(o\      T-f  ÜVD^        ^  \n)n^+Q' 
log — —: 


§.  99. 

Für  Formen  der  ersten  Art  ist  ö  =  1,  und  0=2  (§.  94); 
hieraus  folgt  für  die  Anzahl  der  Classen  ursprünglicher  Formen 
erster  Art  der  Ausdruck 

,  ^  ^_JV^_  •  lim  2  ^^^     ' 


log(T-f-t/yi>)  ^  \nj  n^  +  i^' 
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wo  T,  TJ  die  kleinsten  der  Bedingung 

genügenden  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten.  Ist  ferner  D  ^  1 
(mod.  4),  so  existiren  auch  Formen  der  zweiten  Art,  deren  Anzahl 
wir  mit  h'  bezeichnen  wollen ;  es  ist  dann  (5  =  2,  und  £0  =  1  oder 
=  3  zu  setzen,  je  nachdem  D  e^  1  (mod.  8)  oder  ^  5  (mod.  8) 
ist;  wir  erhalten  daher,  wenn  wir  zur  Unterscheidung  mit  T\  TJ' 
die  kleinsten  der  Bedingung 

genügenden  ganzen  positiven  Zahlen  bezeichnen, 


09     logi(T'  +   Ü'VB)  ^  \nJn^  +  Q 

Nun  ist  einleuchtend,  dass  jede  Lösung  (t,  u)  der  Gleichung 
P  —  D«i2  3—  i  (Jurch  Verdoppelung  eine  Lösung  (t'  =  2t,  u'  =  2u) 
der  Gleichung  t'^  —  Du'^  =  4  giebt,  und  umgekehrt,  dass  man 
durch  Halbirung  jeder  geraden  Lösung  (^',  u')  der  letzteren  eine 
Lösung  (f,  u)  der  ersteren  erhält.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dass  (t'  =  2  T^  u'  =  2  U)  jedenfalls  die  kleinste  gerade  Lösung 
der  Gleichung  t'^  —  Du'^  =  4  ist.  Ist  nun  zunächst  D  ^  1 
(mod.  8),  so  kann  diese  Gleichung  überhaupt  nur  gerade  Lö- 
sungen haben;  denn  wäre  eine  der  beiden  Zahlen  ^',  u'  und  folglich 
auch  die  andere  ungerade,  so  wäre  die  linke  Seite  durch  8  theil- 
bar,  während  sie  doch  =  4  sein  soll;  in  diesem  Falle  ist  daher 

T'  ~l-  TJ'VTi 
T'  =  2  T,     C/'  =  2  C7,         ^        ^      =  T-f  Z7  VD, 

und  da  ausserdem  co  =  1  ist,  so  ergiebt  sich 

Ji'  =  /i,     wenn  D  ^  1  (mod.  8). 

Im  anderen  Falle  D  ^  5  (mod.  8)  kann  die  Regel  nicht  so 
bestimmt  ausgesprochen  werden,  indem  bei  manchen  dieser  De- 
terminanten die  kleinste  Lösung  (T',  Z7')  wieder  eine  gerade,  bei 
anderen  aber  eine  ungerade  ist.  Im  ersten  dieser  beiden  Fälle 
ist  dann  wieder  T'  =  2  T,    U'  =  2Ü  und  folglich,  da  «  =3  ist, 

Ji'  =  \h,  wenn  D  ^  5  (mod.  8),  und  T\  U'  gerade; 
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es  giebt  unterhalb  200  nur  5  Determinanten,  nämlich  37,  101,  141, 
189,  197,  für  welche  dieser  Fall  eintritt*). 

Im  zweiten  Falle,  wenn  T\  JJ'  ungerade  sind,  haben  wir  unter 
allen  positiven  Lösungen  {t\  u')^  welche  (§.  85)  aus  der  Formel 

2  -\  2  ) 

für  positive  Werthe  von  n  entspringen,  die  kleinste  gerade  auf- 
zusuchen. Versuchen  wir  daher  die  nächst  grössere  Lösung,  welche 
dem  Exponenten  n  =  2  entspricht,  so  erhalten  wir 

da  u'  offenbar  ungerade  ist,  so  gehen  wir  zu  dem  folgenden  Ex- 
ponenten w  =  3  über,  um  die  nächst  grössere  Lösung  zu  prüfen; 
da  finden  wir 

^   —  4  -^  4 

und  da 

T'2  =  C7'2  ^  1  (xnod.  8),     3D  =  —  1  (mod.  8) 

ist,  so  folgt,  dass  t'  und  folglich  auch  u'  gerade  Zahlen  werden, 
und  also  f  ^=  2  T^  u  =  2  ü  ist.  Wir  haben  daher  in  diesem 
Falle 

T  -f  uyi)  =  (       2       ) 

und 

T'  4-  U'  VB 
log  ^    ^2  =  3  log  (T+  C/VD); 

berücksichtigt  man  ferner,  dass  o  =  3  ist,  so  ergiebt  sich  die 
Relation 

h'  z=  \    wenn  D  ^  5  (mod.  8),    und  T\  TJ'  ungerade. 

Auch  für  positive  Determinanten  hat  6ra^*ss**)  ebenfalls  die 
Relationen  zwischen  den  Anzahlen  der  Formen  der  ersten  und 
zweiten  Art  aufgestellt,  für  den  letzten  Fall  aber,  in  welchem 
D  ^  5  (mod.  8)  ist,  in  ganz  anderer  Form;  er  zeigt  nämlich,  dass 
die  drei  ursprünglichen  Formen 

*)  Vergl.  Cayley:  Note  sur  Vequation  x^  —  D?/2  =  -|-4,  D  =  5  (mod.  8), 
Crelle's  Journal,  Bd.  53,  p.  369.  Man  findet  daselbst  eine  Tabelle,  welche  bis 
D  =z  997  reicbt. 

**)  D.  A.  art.  256.  VI.  ~  Vergl.  §.  151,  L 
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(1, 0,  -  D),  (4, 1,  ^-^y  (4, 3,  ^^) 

entweder  alle  äquivalent  sind,  oder  drei  verschiedenen  Classen 
angehören;  und  je  nachdem  das  Erstere  oder  Letztere  eintritt, 
ist  h'  =  h  oder  h'  =  ^h. 


§.  100. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  für  alle  Fälle  gezeigt  haben, 
wie  die  Classenanzahl  der  Formen  zweiter  Art  aus  der  der  Formen 
erster  Art  gefunden  werden  kann,  beschränken  wir  die  fernere 
Untersuchung  lediglich  auf  die  Bestimmung  der  letzteren.  Bevor 
wir  aber  dazu  übergehen,  können  wir  eine  weitere  Zurückführung 
unserer  Aufgabe  vornehmen,  indem  wir  zeigen,  dass  man  nur  solche 
Determinanten  D  zu  betrachten  braucht,  welche  durch  keine 
Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  sind. 

Ist  D  eine  beliebige  Determinante,  so  kann  man  immer 
I)  =  D'  S^  setzen,  wo  S^  das  grösste*)  in  JD  aufgehende  Quadrat, 
und  also  D'  ein  Product  aus  lauter  ungleichen  Primzahlen  (oder 
auch  =  —  1)  ist,  welches  dem  Zeichen  nach  mit  I)  übereinstimmt; 
dann  lässt  sich  die  Classenanzahl  der  Formen  von  der  Determi- 
nante D  auf  die  der  Formen  von  der  Determinante  D'  zurück- 
führen. Bezeichnen  wir  alle  auf  die  Determinante  Z)*bezüglichen 
Grössen  durch  beigesetzte  Accente,  so  wollen  wir  zunächst  die 
beiden  Summen 


(^)L     und     v(4.')4 
\n/n^  \n' J  w' 


mit  einander  vergleichen,  in  welchen  wir  der  Bequemlichkeit 
halber  s  statt  1  -j-  9  geschrieben  haben.  In  der  zweiten  muss 
der  Buchstabe  n'  alle  positiven  Zahlen  durchlaufen,  welche  relative 
Primzahlen  gegen  21)'  sind.  Bezeichnen  wir  mit  5'  alle  positiven 
ungeraden,  nicht  in  D'  aufgehenden,  und,  wie  früher,  mit  q^  alle 
positiven  ungeraden,  nicht  in  D  aufgehenden  Primzahlen,  so  ist, 
wie  wir  früher  gesehen  haben. 


*)  Die  folgende  Untersuchung  gut   auch  für  den  Fall,  dass   B'  selbst' 
noch  quadratische  Factoren  hat. 
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und  natürlich  ebenso 


Offenbar  bildet  nun  das  System  der  Primzahlen  q  nur  einen 
Theil  der  Primzahlen  q\  denn  eine  in  D=D'  S^  nicht  aufgehende 
Primzahl  q  geht  auch  nicht  in  D'  auf  und  ist  folglich  eine  der 
Primzahlen  q'.  Das  System  der  Primzahlen  q'  besteht  daher  aus 
dem  der  Primzahlen  q  und  aus  solchen  ungeraden  Primzahlen  r, 
welche  nicht  in  D\  wohl  aber  in  Z),  also  auch  in  S  aufgehen,  und 
deren  Anzahl  offenbar  endlich  ist.  Das  auf  die  Determinante 
D'  bezügliche  unendliche  Product  wird  sich  daher  in  folgender 
Weise  zerlegen 

n — Xu,-r-  =  u — Lt— 7-n       ^ 


\q')q''  \q)q'  \r) 

da  nun  ferner  D  =  D'  S^  und  folglich 


q/      \   q   /      \q 

ist,  so  erhalten  wir,  indem  wir  statt  der  beiden  unendlichen  Pro- 
ducte  wieder  die  unendlichen  Reihen  aufschreiben,  das  Resultat 

und  hieraus 

"■"^©;^  =  n(.-(^)l)Mz©;^, 

WO  also  das  Productzeichen  sich  auf  alle  ungeraden  in  S,  aber 
nicht  in  D'  aufgehenden  Primzahlen  r  bezieht. 

Nachdem  wir  so  für  positive  wie  negative  Determinanten  das 
Verhältniss  zwischen  den  beiden  analogen  Grenz werthen  bestimmt 
haben,  die  als  Factoren  in  den  Classenanzahlen  h  und  h'  für  die 
Determinanten  D  und  D'  auftreten,  müssen  wir  wieder  die  beiden 
Hauptfälle  von  einander  trennen. 
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Ist  zunächst  B'  und  folglich  auch  D  negativ^  so  haben  wir 
(da  wir  uns  auf  Formen  d-er  ersten  Art  beschränken) 


.=^i^ii».r5\  .,^ 


^  lim  2  (^)  4, 

und,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  in  welchem  B'  =  —  1, 

7t  \n  Jn'^  +  Q 

Mit  Ausnahme  des  Falles  B'  =  —  1  ist  daher,  mit  Rücksicht  auf 
das  eben  gefundene  Verhältniss  der  beiden  Grenzwerthe  der  un- 
endlichen Reihen, 

ist  aber  D'  =  —  1,  also  %'  =  4,  h'  =  1,  und  B  =  —  S^  nicht 
ebenfalls  =  —  1,  also  5  >  1,  so  ist  die  Classenanzahl  für  eine 
solche  Determinante  B  gleich 

i^nu-^— ^^ — 


Für   positive  Determinanten    haben   wir    folgende    Formeln 
erhalten : 

h- ^J^ linx^r-^-^ 

~\og(T-{-üyB)        "^KnJ  n^  +  Q 
2VB'  ^/B'\      1 

~log(T'  +  C^'yi>')  \^'/^"  +  ^' 

wo  T',  ü'  die  kleinsten  positiven  Zahlen  bedeuten,  die  der  Be- 
dingung T'2  —  D'  C7'2  =  1  genügen;  hieraus  ergiebt  sich 

^-^      log  (T^  UVB)     X^-^^y^       \rjr)' 

und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  das  Verhältniss  der  beiden 
Logarithmen  in  rationaler  Form  anzugeben.  Offenbar  liefert  nun 
jede  Lösung  (^,  u)  der  Gleichung 

P  —  Bu^=l,    d.h.    P  —  B'S^u^^l 
eine  Lösung  der  Gleichung 

t'2  —  B'u'^=l, 
in  welcher 

t'  =  t,    u'  =z  Su, 
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also  das  zweite  Element  u'  durch  S  th eilbar  ist;  und  umgekehrt, 
sobald  in  der  Lösung  {t\u')  das  zweite  Element  u'  durch  /S  theilbar 
ist,  so  erhält  man  hieraus  eine  Lösung  der  ersteren.  Hieraus 
folgt,  dass  die  beiden  Zahlen 

t'  =  T,    u'  =  SU 
die   kleinste   positive   Lösung   der   zweiten   Gleichung   bilden,  in 
welcher  das  zweite  Element  durch  S  theilbar  ist,  man  kann  daher 

T4-  S  UVD'  =  T-f  UVD  =  (T  -f  ü'VD'y 
setzen,  wo  A  der  kleinste  positive  ganze  Exponent  ist,  für  welchen 
der  irrationale  Bestandtheil  der  Potenz  einen  durch  S  theilbaren 
Coefficienten  erhält;  und  dann  ist 

Setzt  man,  wie  früher, 

so  lässt  sich  der  Werth  von  A  unmittelbar  angeben,  wenn  für 
jede  einzelne  in  S  aufgehende  Primzahl  p  die  kleinste  Zahl  v 
bekannt  ist,  für  welche  u'v  durch  p  theilbar,  und  zugleich  die 
höchste  Potenz  von  p  gegeben  ist,  welche  dann  in  u'v  aufgeht*); 
doch  gehen  wir  hierauf  nicht  weiter  ein,  da  der  Hauptzweck,  das 
Verhältniss  zwischen  den  Classenanzahlen  h  und  h'  für  die  De- 
terminanten D  und  D'  zu  finden,  erreicht  ist. 

Dieselbe  Aufgabe  ist,  wenigstens  für  negative  Determinanten, 
auch  schon  von  Gauss  vollständig  gelöst**). 


§.  101. 

In  Folge  der  vorhergehenden  Untersuchungen  können  wir  uns 
auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  die  Determinante  D  durch 
kein  Quadrat  ausser  1  theilbar  ist,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig, 
den  Grenzwerth  der  unendlichen  Reihe 


*)  Dirichlet:  lieber  eine  Eigenschaft  der  quadratischen  Formen  von 
positiver  Determinante  (Crelle's  Journal,  Bd.  53). 

**)  D.  A.  art.  256.  V.  Uebrigens  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  Gauss 
auch  für  positive  Determinanten  die  obige  Lösung  vollständig  gefunden 
hat;  vergl.  die  Abhandlung  des  Herausgebers:  lieber  die  Anzahl  der  Ideal- 
Classen  in  den  verschiedenen  Ordnungen  eines  endlichen  Körpers  (Braun- 
schweig, 1877).  —  Vergl.  §.  151,  II.  —  Die  obigen  Sätze  sind  auf  anderem 
Wege  auch  von  Lipschitz  bewiesen  (Crelle's  Journal,  Bd.  53). 
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für  unendlich   abnehmende   positive  Werthe   von    q   wirklich  zu 
bestimmen. 

So  lange  q  positiv  bleibt,  ist  diese  Eeihe  immer  convergent,  und 
zwar  ist  ihre  Summe  durchaus  unabhängig  von  der  Ordnung,  in 
welcher  man  ihre  Glieder  auf  einander  folgen  lässt;  ist  aber  ^==0, 
so  gehört  diese  Reihe  zu  der  Classe  derjenigen,  in  welcher  die 
Summe  der  positiven  Glieder  für  sich,  so  wie  die  der  negativen 
Glieder  für  sich  genommen  unendlich  gross  ist.  Da  nun  unter  der 
Summe  einer  unendlichen  convergirenden  Reihe  stets  der  Grenz- 
werth  verstanden  wird,  welchem  sich  die  Summe  ihrer  ersten 
n  Glieder  nähert,  wenn  die  Gliederanzahl  n  unbegrenzt  wächst,  so 
sieht  man  leicht  ein,  dass  bei  einer  unendlichen  Reihe  von  dieser 
eigenthümlichen  Beschaffenheit  erst  dann  von  ihrer  Convergenz 
und  von  ihrer  Summe  die  Rede  sein  kann,  nachdem  ihre  sämmt- 
lichen  Glieder  in  eine  bestimmte  Ordnung  gebracht  sind,  nach 
welcher  eines  auf  das  andere  folgt;  denn  die  Summe,  wenn  sie 
überhaupt  existirt,  hängt  wesentlich  von  der  Compensation  ab, 
welche  zwischen  den  für  sich  allein  unendlich  wachsenden  posi- 
tiven und  negativen  Bestandtheilen  gerade  durch  diese  Anordnung 
der  Glieder  hervorgebracht  wird.  Eine  solche  unendliche  Reihe 
hat  daher  ganz  verschiedene  Summen,  je  nach  der  verschiedenen 
Anordnung  der  Glieder.  Aber  gesetzt  auch,  dies  wäre  gar  nicht 
der  Fall,  sondern  die  Reihe  hätte  auch  für  den  Werth  q  =  0  einen 
vollständig  bestimmten  Werth,  so  würde  sich  immer  noch  fragen, 
ob  dieser  Werth  auch  der  Grenzwerth  ist,  welchem  sich  der  Werth 
der  Reihe  unendlich  nähert,  wenn  q  unendlich  klein  wird,  d.  h.  es 
würde  sich  fragen,  ob  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  sich  an 
der  Stelle  p  =  0  stetig  mit  q  ändert. 

üeber  alle  diese  Zweifel  entscheidet  nun  der  folgende  allge- 
meine Satz*):  Sind  «i,  «2,  «3  .  .  .  unendlich  viele  Constanten  von 
der  Beschaffenheit^  dass  die  Summe 

/3„  =  «1  -f  0^2  -f  •  •  •  +  ««, 

wie  gross  auch  n  werden  mag^  ihrem  absoluten  Werth  nach  stets 
Meiner  bleibt  als  eine  feste  Constante  C,  so  convergirt  die  unend- 
liche Reihe 


*)  Birichlet:  Becher ches  etc.  §.  1.  —  Vergl.  §.  143. 
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1«  "T  2«  "^  S''   "^  '  *  '  "^  m«  "^  *  *  * 

für  jeden  positiven  Werth  des  Exponenten  s  (excl.  s  =  0)  und  ist 
zugleich  eine  stetige  Fundion  von  s. 

Um  dies  zu  beweisen,  vergleiclien  wir  die  vorstehende  Reihe 
mit  der  folgenden 

Die  Summen  der  ersten  n  GUeder  der  ersteren  und  letzteren  Reihe 
unterscheiden  sich  von  einander  nur  um 

ßn        . 


(n  +  1)«' 

da  nun  der  Voraussetzung  nach  ßn  seinem  absoluten  Werth  nach 
stets  unterhalb  der  endlichen  Grösse  C  bleibt,  und  s  positiv  ist, 
so  wird  dieser  Unterschied  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  unend- 
lich klein  werden.  Nähert  sich  daher  die  Summe  der  ersten 
n  Glieder  der  einen  Reihe  einem  bestimmten  Grenzwerth,  d.  h. 
convergirt  die  eine  Reihe,  so  ist  dies  auch  mit  der  anderen  der 
Fall,  und  zwar  hat  sie  dieselbe  Summe.  Wir  brauchen  daher  die 
obigen  Behauptungen  nur  für  die  letztere  Reihe  zu  beweisen; 
dazu  betrachten  wir  die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern, 
welche  auf  die  ersten  n  Glieder  folgen: 

"^  ^"  +  "^V(^  -f  m)*"~(w  +  mH-l)V' 
da  die  Differenzen 

1111 


(n  -h  1)*       (n  +  2)«'    (n  +  2)*       {n  +  3)* 
sämmtlich  positiv  sind,  und  ihre  Coefficienten 

ßn  +  li       ßn  +  2  '   '  • 

absolut  genommen  sämmtlich  kleiner  als  C  sind,  so  ist  die  Summe 
dieser  m  Glieder  absolut  genommen  auch  kleiner  als  das  Product 
aus  C  und  der  Summe  jener  m  Differenzen,  d.  h.  kleiner  als 

c{_^ 1  \ 

VCw  +  l)»       (w  +  «  +  l)V 
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und  folglich  auch  kleiner  als  die  von  der  Gliederanzahl  m  un- 
abhängige Grösse 

C  C. 

(n  -f  1)«  ^  n*' 

die  Summe  dieser  m  Glieder  der  Reihe  kann  daher,  wie  gross  ihre 
Anzahl  m  auch  genommen  werden  mag,  durch  hinreichend  grosse 
Werthe  von  n  kleiner  gemacht  werden,  als  jeder  vorher  vor- 
geschriebene noch  so  kleine  Werth.  Das  Stattfinden  dieser  Erschei- 
nung ist  aber  bekanntlich  nicht  nur  ein  erforderliches,  sondern 
auch  ein  ausreichendes  Kennzeichen  für  die  Convergenz  einer 
unendlichen  Reihe. 

Nachdem  so  für  jeden  positiven  Werth  von\s  die  Convergenz 
der  Reihe  gezeigt  ist,  haben  wir  noch  zu  beweisen,  dass  der  Werth 
der  Reihe  sich  stetig  mit  s  ändert;  wir  weisen  dies  nach  für  das 
Gebiet  aller  positiven  Werthe  von  s,  die  grösser  sind,  als  ein  be- 
stimmter positiver  Werth  ö;  da  man  nämlich,  wie  klein  ein  von 
Null  verschiedener  positiver  Werth  s  auch  sein  mag,  immer  noch 
einen  positiven  Werth  6  angeben  kann,  welcher  unterhalb  s  liegt, 
so  wird  der  Beweis  dann  wirklich  für  alle  positiven  Werthe  s 
(excl.  s  =  0)  gelten.  Nun  können  wir  die  ganze  Reihe  als  aus 
zwei  Theilen  bestehend  ansehen,  deren  erster  die  Summe  ihrer 
ersten  n  Glieder 


y     2V  "^"Vn*      0^  +  1)' 

also  eine  stetige  Function  von  s  ist,  während  der  zweite,  wie  im 

Vorhergehenden  bewiesen  ist,  sicher 

C  C 

<  —  und  also  auch  <  — - 

ist;  dieser  letztere  Theil  kann  also  durch  die  Wahl  eines  hin- 
reichend grossen  W^erthes  von  n,  d.  h.  durch  eine  zweckmässige 
Zerlegung  der  ganzen  Reihe,  kleiner  gemacht  werden,  als  irgend 
ein  vorgeschriebener  Werth;  und  zwar  wird,  was  besonders  wichtig 
ist,  für  alle  Werthe  von  s  >  ö  dies  durch  einen  und  denselben 
Werth  von  w,  d.  h.  durch  eine  und  dieselbe  Zerlegung  der  unend- 
lichen Reihe  bewirkt  werden.  Da  nun  der  erste  Bestandtheil 
stetig  ist,  so  kann  eine  etwaige  Unstetigkeit  des  Ganzen  nur  von 
einer  Unstetigkeit  des  zweiten  Bestandtheils  herrühren,  und  folg- 
lich muss,  da  dieser  zweite  Theil  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  s  absolut  genommen  <  Grr-'^  ist,   die  Grösse   einer 

Dirichlet,  Zahleutheorie.  yj 
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plötzlichen  Werthänderung  beim  Durchlaufen  eines  bestimmten 
Werthes  von  s  jedenfalls  <  2  Cw^  sein.  Da  wir  aber  durch 
zweckmässige  Wahl  von  n  diesen  Werth  beliebig  klein  machen 
können,  so  folgt,  dass  gar  keine  Unstetigkeit  vorkommen  kann; 
denn  fände  wirklich  ein  Sprung  um  eine  Grösse  ^  statt,  so  nehme 
man  n  so  gross,  dass  2  Cn~°  <  ii  wird,  so  ergiebt  sich  augen- 
blicklich der  Widerspruch. 

Nachdem  so  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen  ist,  wenden 
wir  ihn  auf  unsere  Reihe*) 

^/DX      1 


CCr 


an,  in  welcher  die  Glieder  von  jetzt  ab  stets  so  geordnet  werden 
sollen,  dass  die  Zahl  n  heständig  wächst.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung erkennt  man  leicht,  dass  diese  Reihe  einen  speciellen  Fall 
der  in  dem  vorstehenden  Satze  untersuchten  Reihe  bildet;  setzt 
man  nämlich 

=  (  —  )  oder  =r  0, 
\mj 

je  nachdem  m  relative  Primzahl  zu  2D  (also  eine  Zahl  n)  ist  oder 
nicht,  und  lässt  m  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  4i))  durch- 
laufen, so  ist  die  Summe  der  entsprechenden  Coefficienten  «^  stets 
=  0,  weil  diese  Coefficienten  a^  theils  selbst  =  0  sind  und  die 
übrigen,  wie  eine  frühere  Untersuchung  (§.  52)  ergeben  hat,  zur 
Hälfte  den  Werth  -|-  1,  zur  anderen  Hälfte  den  Werth  —  1  besitzen. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe  von  noch  so  vielen  auf 
einander  folgenden  Coefficienten  a^  stets  unterhalb  einer  endlichen 
Grösse  (+  2D)  bleibt.  Mithin  ist  die  in  der  oben  angegebenen 
Art  geordnete  Reihe 

«^       ^  /D\   1 


w*       ^  \n/  n 

convergent,   so  lange   s  positiv  bleibt,  und  zugleich   eine  stetige 
Function  von  s;  und  folglich  wird,  wenn  q  unendlich  klein  wird, 


\n)  ni  +  ?  \nj  n  ' 


wo,  wie  wir  nochmals  hervorheben,  die  Glieder  der  Reihe  so  ge- 
ordnet sind,  dass  n  heständig  wächst. 

*)  Die  Eigenschaften  derselben  als  Function  der  unbeschränkten  Varia- 
belen  s  =  1  -|-  ?  ^va.di  von  HurwiU  untersucht  (Schlömilch,  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys.  Jahrg.  27;  1882). 
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§.  102.     . 

Es  ist  nun  zweckmässig,  bei  der  Bestimmung  der  Summe  der 
unendlichen  Reihe 

\n J  n 

dieselben  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  welche  wir  früher  (§.  52) 
aufgestellt  haben.  Wir  wenden  uns  zunächst  zu  dem  Fall,  in 
welchem 

D  =  ±  P  =  1  (mod.  4),  also  (^  =  (^\ 

ist,  wo  P  den  absoluten  Werth  von  D  bedeutet,  und  also  eine 
positive  ungerade,  durch  kein  Quadrat  theilbare  Zahl  und  >  1  ist. 
Dann  lässt  sich  die  Reihe 


\PJ  n 

leicht  auf  die  Reihe 

M-^C;)' 

\FJ  m 

zurückführen,  in  welcher  w,  beständig  wachsend,  alle  positiven 
relativen  Primzahlen  zu  P,  auch  die  geraden^  durchläuft.  Da  jedes- 
mal, wenn  m  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  P)  durchläuft, 
zufolge  §.  .52,  (3) 

ist,  so  convergirt  die  Reihe  M\  ist  ferner  Ti,  eine  beliebige  positive 
ganze  Zahl,  und  betrachtet  man  alle  diejenigen  Zahlen  w,  welche 
<2hP  sind,  so  sind  dieselben  zum  Theil  ungerade,  zum  Theil 
gerade;  die  ersteren  stimmen  offenbar  mit  allen  Zahlen  n<2hP 
überein,  und  die  letzteren  sind  von  der  Form  2w',  wo  m'  alle 
diejenigen  Zahlen  m  durchläuft,  welche  <.hP  sind.  In  dieser 
Ausdehnung  ist  daher 

^\Pj  m \P)  n  ^  "  \  P  J  2m' 

=  ^(f)  »  +  (p)  2"^(t)^' 

17* 
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und  hieraus  folgt,  wenn  man  /b  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt, 

Allgemeiner  findet  man  leicht,  dass 

ist;  man  braucht  nur  den  reciproken  Werth  des  ersten  Factors 
auf  der  rechten  Seite  in  eine  geometrische  Reihe  zu  verwandeln, 
und  diese  mit  der  Reihe  auf  der  linken  Seite  zu  multipliciren, 
so  ergiebt  sich  als  Product  der  zweite  Factor  auf  der  rechten 
Seite;  oder  man  kann  auch  genau  so  wie  oben  verfahren,  indem 
man  die  Zahlen  m  zerlegt  in  die  Zahlen  n  und  2  m'. 


§.  103. 

Die  nun  noch  auszuführende  Summation  kann  mit  Hülfe 
eines  in  den  Supplementen  (I.  §.  116)  bewiesenen  Satzes  auf  ver- 
schiedene Arten  bewerkstelligt  werden,  entweder  durch  Zurück- 
führung  auf  Fourier'sche  Reihen,  oder  durch  die  Integration  eines 
rationalen  Bruches.  Wir  schlagen  den  letzteren  Weg  als  den 
directeren  ein.    Bedeutet  m  irgend'  eine  positive  ganze  Zahl,  so 

ist  bekanntlich 

1 


m 


und  folglich  ist  auch 


1 


Da  nun  das  Jacobi'sche  Symbol  für  alle  einander  nach  dem  Modul 
P  congruenten  Zahlen  m  denselben  Werth  hat,  so  ist  die  Summe 
der. Glieder  unserer  Reihe,  in  welchen  m  <  hP^  gleich 

1 

0 

wo  zur  Abkürzung 


j. 


fix)  =  2  (^)  «;■• 
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gesetzt  ist,  und  der  Summationsbuchstabe  ^  die  Werthe  m  durch- 
laufen muss,  welche  <  P  sind.  Da  dieselben  ein  vollständiges 
Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  P  bilden,  so  ist  nach  einem 
schon  öfter  benutzten  Satze  (§.  52) 


/(i)  =  ^  (I)  =  0; 


es  ist  folglich /(rr)  theilbar  durch  x(x —  1),  und  mithin  hat  der 
Bruch 

L.    /(^) 

X         1  —  X^ 

im  reellen  Integrationsintervall  0  <  a;  ^  1  endliche  Werthe.   Hier- 
aus folgt  leicht,  dass  mit  unbegrenzt  wachsendem  Ic  das  Integral 


rdx  f(x) 

J      X       1  — 


x^ 
~xP 

unendlich  klein  wird,  und  wir  erhalten  folglich 


/  m\   1   r dx  /(, 


—  X 

0 


p' 


die  Aufgabe  ist  mithin  darauf  zurückgeführt,  einen  echten  ratio- 
nalen Bruch  zu  integriren,  was  bekanntlich  durch  Zerlegung  des- 
selben in  sogenannte  Partialbrüche  geschieht.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung 


2  TTt 


V—i  =  i^    e^    =6, 

so  ist  in  unserem  Falle  der  Nenner 

xP  —1  =  n(^-Ö«), 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht,  welcher 
ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  P  durch- 
laufen muss;  wir  setzen  fest,  dass  a  die  Werthe 

0,  1,  2  ...  (P  -  1) 

durchlaufen  soll;  man  erhält  dann  nach  bekannten  Regeln 

X    l—x^  •P'^rr  — 6/«' 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht.  Nach 
der  oben  eingeführten  Bezeichnung  ist  nun 


/(ö«)  =  V  (^) 


Üa  Tti 
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und  diese  Summe  ist  vermöge  des  in  den  Supplementen  (I.  §.116) 
bewiesenen  Satzes 

wo  die  Quadratwurzel  VP  positiv,  und 

p)  =  0 

zu  nehmen  ist,  wenn  a  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist.  Die 
Zerlegung  in  Partialbrüche  liefert  uns  also  das  Resultat 

1_   f(x)    __  _  i'hJP-^)'  ^^     \p) 

X  i—x^~~        yp    -  ^":i:"ö^' 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  a  bezieht,  der 
nur  alle  die  positiven  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  braucht, 
welche  <  P  und  relative  Primzahlen  zu  P  sind. 

Die  nun   auszuführenden  Integrationen    der  einzelnen  (p  (P) 
Partialbrüche  sind  in  der  einen  Formel 


dx 


X  —  a 


;;   fx-a-hi  =  i  1°S  {(^ -a)^  +  b^^+i  arctang      ^ 
oder 


L 


äx  ,  ,       [  .      «  VN  .   ,  ]    .    .       .        X  —  cos  8 


-^.  ==  I  log  p2  —  2  ic  cos  d'  -|-  1  [  -f-  ^  arctang 


x  —  e^''       2     o  ^  '      j    '  ''sind 

enthalten,  aus  welcher,  wenn  0  <  d  <  2  tt  ist, 

1 
dx 


I 


X  —  e'^^ 


0 


log  (2  sin  I  d)  -f  i  I  arctang  (tang  \8)-\-  arctang  (cotang  ö) 

folgt,  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Arcus,  welche  in  der  Paren- 
these stehen,  in  dem  Intervall  zwischen  -\-\71  und  —  \7t  genom- 
men werden.  Mag  nun  8  zwischen  0  und  n,  oder  zwischen  n  und 
2  7t  liegen,  so  ergiebt  sich  hieraus  leicht,  dass  immer 


1 

J   i 


0 

ist. 
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Wenden  wir  dies  auf  unseren  Fall  an,  so  erhalten  wir 
1 
^— ^„  =  log  (2  sin  _j  +  ,  (^_  _  _ j 


und  folglich 

m\  1  ^V4(P-l)2 


V 


FJ  m  VF 


.(|)j.og(2s.„^^)+.(|-«^)|, 


WO  das  Suramenzeichen  rechts  sich  auf  alle  cp  (P)  Werthe  von  a 
erstreckt.     Da  nun 

ist,  so  können  die  in  der  Parenthese  befindlichen  Glieder,  welche 
von  a  unabhängig  sind,  wie  log  2  und  ^Tti  weggelassen  werden, 
und  man  erhält  dann 


p)m  =  -  -irr-  -  [pj  rs  ^"  ^  -  -p- 

Dieses  Resultat  nimmt  noch  einfachere  Formen  an,' wenn  man 
die  beiden  Fälle  P  ^  1  (mod.  4)  und  P  ^  3  (mod.  4)  von  ein- 
ander trennt.     Im  ersteren  Falle  ist  nämlich 

^•V4(P-l)2_l 

und  folglich,  da  die  linke  Seite  reell  ist, 

2  (-^)  «  =  0; 

im  letzteren  Falle  dagegen  ist 

^V4(P-i)2— ^ 
und  folglich 

^  /m\    1  7t  /  cc\ 


2  (^)  log  sin  ^  =  0. 


Diese  beiden  Vereinfachungen  lassen  sich  auch  auf  folgende  Weise 
verificiren.  Bedenkt  man,  dass  (P  —  a)  dieselben  Werthe  wie  cc 
durchläuft,  so  folgt  \ 
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^   /  «  \  ,         .an        ^  /P  —  o(.\  1         .    (P  —  a)  7t 
2  (^ p J  log  sm  -p-  =  N  [—p-J  log  sm  ^ ^-^^ 

ist  nun  P  ^  1  (mod.  4),  so  folgt  hieraus 


P"' 


^    (^)   «  =   —    2    (-^)   W   =:r  0; 


ist  dagegen  P  ^  3  (mod.  4),  so  ergiebt  sich 

2  (  p  )  log  sm  -p-  =  —  V  (  p  j  log  sm  -p  ==  0. 


§•  104. 

Hiermit  ist  nun  für  den  von  uns  betrachteten  Fall,  in  welchem 
die  Determinante  D  =  +  P  ^  1  (mod.  4)  und  durch  kein  Quadrat 
theilbar  ist,  der  gesuchte  Grenzwerth 

^  W  l^^V"  \P)  t)  ^  \P)  m 
wirklich  in  Form  eines  geschlossenen» Ausdrucks  gefunden,  und 
um  die  Anzahl  h  der  zu  dieser  Determinante  D  gehörenden  ur- 
sprünglichen Formen  der  ersten  Art  zu  erhalten,  brauchen  wir 
nur  noch  die  beiden  Fälle,  in  welchen  D  negativ  oder  positiv  ist, 
von  einander  zu  trennen. 

Erstens.  Ist  D  negativ  =  —  P,  und  also  P  ^  3  (mod.  4),  so 
ist  (§.  97)  

7t  \  n  /   n 

und  da  in  diesem  Falle 

^  (■¥/  ¥  "^  V  ~  \t)  TJ  ^  \p)  m 

•    ==-0-(t)t)p7p-©" 

ist,  so  ergiebt  sich 


§.  104.  Classenanzahl  der  Formen.  265 

wo  ci  wieder  alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen  muss,  die 
<  P  und  relative  Primzahlen  zu  P  sind.  Offenbar  muss  dieser 
Ausdruck  für  die  Classenanzahl  sich  noch  in  der  Weise  umformen 
lassen,  dass  der  Divisor  P  verschwindet.  Dies  lässt  sich  in  der 
That  durch  folgende  Betrachtung  erreichen.  Bezeichnet  man  mit 
a'  diejenigen  Zahlen  «,  welche  <|-P  sind,  so  stimmen  die  Zahlen 
(P — a!)  mit  denjenigen  Zahlen  a  über  ein,  welche  >  |P  sind; 
es  ist  daher 

i  (f)  «  =  -($)«'+ s(^)(P-«0, 

wo  die  Summenzeichen  rechts  sich  auf  den  Buchstaben  od  beziehen ; 
da  nun  P  ^  3  (mod.  4),  und  also 

ist,  so  erhalten  wir 

Offenbar  wird  die  Reihe  aller  Zahlen  a  aber  auch  erschöpft  durch 
die  sämmtlichen  Zahlen  2  a'  und  (P  —  2  w')   und  folglich  ist  auch 

oder  nach  leichten  Reductionen 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  früheren  ab,  nachdem  dieselbe 
mit  2  multiplicirt  ist,  so  erhält  man 

und  hierdurch  verwandelt  sich  der  obige  Ausdruck  für  die  Classen- 
anzahl in  den  folgenden  einfachsten: 


h 


^-ii) 


Wir  können  daher  für  diesen  Fall  als  Resultat  unserer  ganzen 
Untersuchung  folgenden  Satz  aussprechen: 

Ist  P  eine  positive^  durch  Icein  Quadrat  theilbare  Zahl  von  der 
Form  4  n  -\~  3,  und  bezeichnet  man  mit  a'  alle  relativen  Primzahlen 
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zu  P,  ivelche  <  |  P  sind^  so  findet  man  die  Classenanzahl  h  der  zu 
der  Determinante  D  =  —  P  gehörenden  Formen  der  ersten  Art^ 
wenn  man  von  der  Anzahl  derjenigen  der  Zahlen  «',  für  welche 

ist^  die  Anzahl  der  übrigen  Zahlen  a'  abzieht. 

Der  Ausdruck  dieses  Satzes  vereinfacht  sich  in  dem  speciellen 
Falle,  wenn  P  eine  einfache  Primzahl  ist,  folgendermaassen : 

Ist  der  absolute  Werth  p  der  negativen  Determinante  D  =  — p 
eine  Primzahl  von  der  Form  4  n  -j-  3,  so  ist  die  Classenanzahl  h 
der  zu  ihr  gehörigen  Formen  der  ersten  Art  gleich  dem  üeberschuss 
der  Anzahl  der  zwischen  0  und  |j)  liegenden  quadratischen  Reste 
von  p  über  die  Anzahl  der  zwischen  denselben  Grenzen  liegenden 
quadratischen  Nichtreste  von  p. 

Dieser  letztere  Satz  ist  in  einer  nicht  wesentlich  verschiedenen 
Form  schon  einige  Zeit  vor  der  Veröffentlichung  der  Lösung  des 
allgemeinen  Problems*)  durch  Induction  von  Jacobi"^*)  gefunden» 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  Determinante  D  =  —  11;  unter 
den  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  sind  vier  quadratische  Reste  1,  3,  4,  5, 
und  ein  quadratischer  ISichtrest  2  von  11;  mithin  ist  die  Anzahl 
der  Formen  erster  Art  =  4  —  1  =  3.  In  der  That  giebt  es  für 
diese  Determinante  nur  drei  (nicht  äquivalente)  reducirte  Formen 
erster  Art,  nämlich  (1,  0,  11),  (3,  1,  4)  und  (3,  — 1,  4). 

Beiläufig  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  zufolge  des  gewon- 
nenen Resultats  die  Anzahl  der  Zahlen  a\  für  welche 


(1)=.., 


stets  grösser  ist,  als  die  Anzahl  der  Zahlen  «',  für  welche 


ist,  da  h  immer  eine  positive  Zahl,  nie  =  0  ist:  ein  Satz,  welcher 
auch  für  den  einfachsten  Fall,  wo  P  eine  Primzahl  von  der  Form 


*)  Dirichlet:   Eecherches  sur  diverses  applications  de   Vanalyse  infini- 
tesimale ä  la  theorie  des  nombres  in  Crelle's  Journal  Bdde.  19,  21. 

**)  Ohservatio  arithmetica  in  Crelle's  Journal  Bd.  9;  vergl.  Dirichlet: 
Gedächtnissrede  auf  C.  G.  J.  Jacobi,  und  Kummer:  Gedächtnissrede  auf 
G.  P.  Lejeune  Dirichlet. 
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4w  -f-  3  ist,  auf  anderem  Wege  noch  nicht  hat  bewiesen  werden 
können  (vergl.  das  Theorem  über  die  arithmetische  Progression, 
Supplement  VI.). 

Zweitens.     Ist    die  Determinante   positiv  =  -j-  P,   und   also 
P^  r(mod.  4),  so  ist  (nach  §.  99)  die  Classenanzahl 

log(T+ C/yi))^  \nj  n 
und  da  in  diesem  Falle 

nj  n        \         \P)  1)  ^  \FJ  m 

Pj  2        /a\  .     ajc 

yp—  ^  (pj  los  «"^  p 

ist,  so  ergiebt  sich 

h  =  —  - — 

log 


(r+  UVF)  ^  {-p)  ^°s  «!■!  p  • 

Bezeichnet  man  die  Zahlen  oc  mit  a  oder  mit  &,  je  nachdem 


^  j  =  -j-  1  oder  =  —  1 
ist,  so  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 

2-(^)  nsin^ 

hierin  beziehen  sich  die  Productzeichen  FI  im  Zähler  und  Nenner 
resp.  auf  alle  b  und  auf  alle  a;  und  ausserdem  bedeuten  T,  U  die 
kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen,  welche  der  PeU'schen  Gleichung 

T'i  —  Pü'  =  1 

genügen.  Der  wahre  Charakter  dieses  Resultates  wird  durch  eine 
weitere  Umformung  (§.  107)  noch  deutlicher  werden. 
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§.  105. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  (§§.  102  bis  104)  der  Fall,  in' 
welchem  Z)  ^  1  (mod.  4)  ist,  seine  vollständige  Erledigung  ge- 
funden hat,  begnügen  wir  uns,  die  Hauptmomente  für  die  allge- 
meine Untersuchung  hervorzuheben.    Es  handelt  sich  zunächst  um 
die  Bestimmung  der  Reihe 

\n  J  n 

in  welcher  w,  beständig  wachsend,  alle  positiven  ganzen  Zahlen 
durchlaufen  muss,  die  relative  Primzahlen  zu  2  i)  sind. 

Gebrauchen  wir  nun  die  Buchstaben  P,  ö,  b  genau  in  derselben 
Bedeutung,  wie  sie  am  Schluss  des  §.  52  festgesetzt  ist,  so  ist 

und  folglich  stets 

wenn  n  ^  v  (mod.  8  P)  ist.     Setzt  man  daher 

1 

—  =   I  a;"-i  dx, 
n       J 


und 


fix)  =  2  (^)  xr 


WO  V  alle  die  Zahlen  n  durchläuft,  welche  <  8  P  sind,  und  berück- 
sichtigt, dass/(l)  =  0  ist  (§.  52),  so  findet  man  unter  der  Voraus-, 
Setzung,  dass  der  Modulus  von  x  auf  dem  Integrationswege  <  1 
bleibt,  ähnlich  wie  in  §.  103, 


^_  r  /(^)  dx_    1    L 


f(G))dx 

X  —  G) 


WO  G)  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

a^P  =  1 
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durchlaufen  muss;  diese  sind  bekanntlich  von  der  Form 

CO  =zjrO% 

WO  zur  Abkürzung 

4  1     -I-    ^  -p- 

gesetzt  ist;  lässt  man  r  und  s  vollständige  Restsysteme  resp.  nach 
den  Moduln  8  und  P  durchlaufen,  so  erhält  o  seine  sämmtlichen 
8PWerthe. 

Bedeuten  nun  ii  und  m  resp.  die  kleinsten  positiven  Reste  der 
Zahl  V  in  Bezug  auf  die  Moduln  8  und  P,  so  ist  ^  eine  der  vier 
Zahlen  1,  3,  5,  7,  und  m  eine  der  qp(P)  relativen  Primzahlen  zu  P; 
und  da  umgekehrt  jedem  solchen  Restpaare  ft,  m  eine  und  nur 
eine  bestimmte  Zahl  v  entspricht  (§.  25),  so  findet  man,  mit  Zu- 
ziehung des  in  den  Supplementen  (§.  116)  bewiesenen  Hülfssatzes^ 

/(«)  =  2  (— )  «'•  =  v^v.(v-i)  ty^(y''-^)(^jvrQys 

wo  yP  positiv  ist,  und  das  Jacobi'sche  Symbol  den  Werth  Null 
hat,  wenn  s  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist.  Wenn  P  =  1,  so 
sind  die  Factoren,  in  welchen  P  vorkommt,  wegzulassen.  Setzen 
wir  nun  zur  Abkürzung 

1 

0 

wo  s  alle  incongruenten  Zahlen  (mod.  P)  zu  durchlaufen  hat,  die 
relative  Primzahlen  zu  P  sind,  so  ergiebt  sich 

N  =  -  ~p-  V J- (1  +  Si^-)  (1  +  6  (-  1) 0  ri> (r), 

wo  r  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  8)  durchlaufen  muss. 
Trennt  man  jetzt  die  vier  Fälle  von  einander,  so  erhält  man 
folgende  Resultate: 
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I.    D  =  ±P=1  (mod.  4),  d  =  -h  L  £  =  -f  1 ; 

/P-1X2 

II.    D  =  ±  P^3  (mod.  4),  ö  r=  —  1,  £  r=  +  1; 

/P-1X2 

III.  D  =  ±  2  P  =  2  (mod.  8),  ö  =  +  1,  £  =  —  1; 

N.2V2F  =  -  i     '    ^{t/;(l)_^(3)-i/;(5)4-^(7)l- 

IV.  D  =  ±  2  P  ^  6  (mod.  8),  ö  =:  —  1,  £  =  —  1; 

N  .2V2F  =  -i.i      '        {i/;(i)-|_^(3)_,^(5)_^(7)j. 

Dieselben  Formeln  gelten  auch  noch  für  den  Fall  P  =  1,  d.  h. 
für  die  Fälle  i)  =  —  1,  D^  +  2,  D  =  —  2,  wenn 


Hr)  ^f 


1 
dx 


x—j 

0 


gesetzt  wird.     Zur  Bestimmung  der  Werthe  i/^(r),  auf  welche  es 
jetzt  allein  noch  ankommt,  dient  wieder  die   unter   der  Voraus- 
setzung 0  <  g)  <  2  :r  gültige  Gleichuiig 
1 

fx—e^pi "^  ^^^  (^  ^'"^ 1 9^)  +  i (^  —  9>)  % 
0 

und  man  findet  hieraus  für  den  Fall  P  =  1  leicht  folgende  Re- 
sultate :  , 

i)=  +  2;    2V=MLm)  (1) 

D  =  -  2;    N=     "" 


21/2' 


wo  y  2  positiv  zu  nehmen  ist.     Schliessen  wir  von  jetzt  an  den 
Fall  P  =  1  gänzlich  aus,  so  ist 
1 
^— ^^  =  log  (2  sin  g^j  +  (2  -Sp)  '' 
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wo  m  den  kleinsten  positiven  Rest  der  Zahl  (Pr-fSs)  nach  dem 
Modul  SP  bedeutet,  so  dass 

ni  ^  Pr  (raod.  8),  m  ^  8s  (mod. P),  0  <  m  <  8 P 
ist;  hieraus  folgt 


*(»-)=(|)5:(-j)  jlog(2sin 


m7t\        /7t        niTt 
8P)  '^  \2  ~  SP 


wo  m  diejenigen.  cp(P)  positiven  Zahlen  durchlaufen  muss,  welche 
relative  Primzahlen  zu  P,  kleiner  als  8P  und  zugleich  ^  Pr 
(mod.  8)  sind;  da  dieselben  nach  dem  Modul  P  incongruent  sind, 
so  ist  (§.  52) 

x(=)  =  .. 

und  folglich  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  folgende  einfachere 

Gestalt  an 

/  /  \       /2  \       /m\  A        .    niTt        niTtiX 
*  W  =  (  p  )  ^  [-p)  (log  sm  ^  -  -^-j,  ^^^ 

m  ^  Pr  (mod.  8),     0  <  w  <  8P. 

Hierdurch  ist  nun  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  N  in 
allen  Fällen  auf  eine  Summe  von  einer  endlichen  Anzahl  von 
Gliedern  zurückgeführt;  dieselbe  ist  aber  noch  bedeutender 
Vereinfachungen  fähig,  zufolge  gewisser  Eigenschaften  der  acht 
Ausdrücke  i/^(r),  die  entweder  aus  der  soeben  gefundenen  Form, 
oder  auch  aus  ihrer  ursprünglichen  Definition  leicht  abgeleitet 
werden  können.  Indem  wir  den  letzteren  Weg  einschlagen, 
setzen  wir  zur  Abkürzung 

Fi.,  =  ni.-en^^^=^^E^,  (3) 

wo  die  Buchstaben  a  und  b  die  in  §.  .52  festgesetzte  Bedeutung 
haben;  dann  wird  zufolge  der  obigen  Definition 


X 

t(r)  =  Cd\og  F{xj-^\ 


wo  der  Modulus  der  Variabelen  x  auf  dem  Wege  von  0  bis  1  stets 
<  1  bleibt,  oder  auch 

il}{r)  =      d  \ogF{x), 

0 

wo,  wenn   die   complexen  Grössen  in  der  bekannten  Weise  geo- 
metrisch durch  Puncte  einer  Ebene  dargestellt  werden,  der  Punct 


272  Fünfter  Abschnitt.  §.  105. 

X  von  0  bis  j~'^  sich  so  bewegen  muss,  dass  er  im  Inneren  des  mit 
dem  Halbmesser  1  um  den  Punct  0  beschriebenen  Kreises  bleibt. 
Die  acht  Puncte  J*'  zerlegen  die  Peripherie  dieses  Kreises  in  acht 
gleiche  Octanten,  auf  welche  sich  die  g?  (P)  Puncte  ö  *  vertheilen, 
die  ihrerseits  wieder  in  zwei  Classen  ö"  und  ö^  zerfallen. 

Aus  der  Definition  der  Function  F{x)  geht  zunächst  hervor, 
dass  sie  mit 

conjugirt  ist,  wenn  x^  den  mit  x  conjugirten  complexen  Werth 
bedeutet ;  und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  i\)  (r)  und 

3 
—  1 


^  Jd\ogF{x')=  {-^^  ^  i-r) 


P  . 

0 

ebenfalls  conjugirt  sind.     Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 


J(r)  ^ti;(-r)-(^^t(rl 


(4) 


so  wird  R  reell,  und  J  rein  imaginär  oder  =  0 ;  und  man  erkennt 
leicht,  dass  die  Summe  N  sich  auf  Ausdrücke  von  der  Form  R 
oder  J  reducirt,  je  nachdem  die  Determinante  D  positiv  oder 
negativ  ist. 

Aus  der  Definition  der  Function  F(x)  folgt  ferner  leicht  die 
Relation 

(-) 

F(x)F(—x)  =  F(x^y     ]  (5) 

da  nun,  wenn  x  im  Inneren  des  Kreises  von  0  bis  j— *"  geht,  gleich- 
zeitig —  X  von  0  bis  j~^^  +  *\  und  x^  von  0  bis  j-^r  fortrückt, 
so  ergiebt  sich 

tp  (r)  -f  1^  (r  +  4)  ==  (^-j^  ^  (2  r);  (6) 

dieselbe  Eigenschaft  kommt  offenbar  auch  den  Ausdrücken  R  und 
J  zu. 

Die  Function  F{x)  besitzt  endlich  noch  die  folgende  Eigen- 
schaft 

e''^'^'F{.p\  (7> 


(i)= 
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da  nun,  wenn  x  im  Inneren  des  Kreises  von  0  bis  j'-**  geht,  der 
reciproke  Werth  y  ausserhalb  des  Kreises  von  oo  bis  f'  fortrückt, 
so  folgt 


/' 


c21ogF(t/)=  ^_^j  t/;(r), 
und  hieraus  ergiebt  sich 

00 

0 

WO  Zr  im  Inneren  des  Kreises  von  0  Ks  f^  dann  ausserhalb  des- 
selben von  j""  bis  CO  geht.  Die  Differenz  J{r)  —  J{r  -\-  1)  ist  daher 
ein  geschlossenes  Integral,  in  welchem  die  Integrationsvariabele 
einen  positiven  Umlauf  um  diejenigen  Puncto  ö*  macht,  die  auf 
dem  von  den  Puncten  j '^  und  ^'■  +  ^  begrenzten  Octanten  liegen,  und 
folglich  ist  nach  bekannten  Sätzen  d^r  complexen  Integration 

J(r)-J(r+l)  =  2;ril'(ijj, 

WO  s  alle  Werthe  durchläuft,  die  der  Bedingung 

r         s        r  -\-  1 
"8   ^  P  ^  '~S~ 

genügen;  hieraus  ergiebt  sich  weiter 

J(r)  -J{r^4.)  =  2  7t  i^'  (j^  , 

und  ebenso,  wenn  r  positiv  ist, 

J-(r)-J-(2r)  =  2;tj'^(^); 

setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  J(r-j-4)  und  «7(2  r) 
in  die  aus  (6)  abgeleitete  Gleichung 

J(r)+J(r  +  4)  =  (-|)j(2r) 
ein,  so  erhält  man 

Bedenkt  man  ferner,  dass 

Dirichlet,    Zahlen theorie.  18 
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ist,  so  ergiebt  sich 

Da  endhch  zufolge  (6)  und  (4) 

t(0)-Hi)  =  [i  -(|-)j'KO), 

{* (7)->(3)|  +  (=j^)  {*(5)-,/.(3))  =  J(l)  +  (=j^)/(3) 

ist,  so  wird,  wenn  die  Determinante  I)  negativ,  also  P  im  ersten 
und  dritten  Falle  ^  3,  im  zweiten  und  vierten  Falle  ^  1  (mod.  4)  ist, 

I    N=^^y(-) 

2VP  fVP/ 
II     N=  JL  V  (±\ 

\/2pr\-Pj 
IV.   jf=_^/ir4W5:^' 


l/2P|t\P/      TVP, 

wenn  man  berücksichtigt,  dass  im  zweiten  und  vierten  Falle 

y{' 


ist. 

Für  positive    Determinanten    erhält  man    ebenfalls    Verein- 
fachungen durch  die  Betrachtung  des  reellen  Ausdrucks  (4) 


Ii(r)=      1    i,)  L      Z...+ 


{        dx  dx 


F)  [x  —  j'^d'  "^   x  —  j-d-sl 

0 

=  iog(F(>o-F(i-r    I, 
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welcher  zufolge  (7)  in  den  folgenden  übergeht 

Jl(r)  =r.  log  {cF(jr)n^ 
wo 

g  —  ß-0    ^«  _ L oder  =  1 

ist,  je  nachdem  P  =  3   oder  von  3  verschieden  ist  (§.  140).     Da 
nun  zufolge  (6)  und  (4) 

*(0)-#.(4)  =  {2-(|^){,/.(0) 
*(6)  +  (=3^)*(2)  =  iJ(2) 

ist,  so  erhält  man,  weil  im  ersten  und  dritten  Falle  P  ^  1,  im 
zweiten  und  vierten  Falle  ^  3  (mod.  4)  ist, 

I.     iN^.  2VP  =  -[l-.(A)ljlog{F(l)-^) 
II.    N  .  2yPr=_log  {cF(t)^] 

III.  JV,  2  V2P  =  log  I W] 

IV.  J\^ .  2  y2P  =  —  log  {c2 F(jy F{f^y]' 

§.  106. 

Nachdem  der  Werth  der  unendlichen  Keihe  N  für  alle  Fälle 
bestimmt  ist,  in  welchen  die  Determinante  D  durch  kein  Quadrat 
(ausser  1)  theilbar  i^,  können  wir  nun  die  Anzahl  h  der  Classen 
der  ursprünglichen  Formen  der  ersten  Art  in  geschlossener  Form 
angeben*). 


*)  Vergl.  Kronecker :  lieber  die  Anzahl  der  verschiedenen  Classen  qua- 
dratischer Formen  von  negativer  Determinante,  Crelle's  Journal,  Bd.  57, 
Daselbst  findet  man  für  negative  Determinanten  wesentlich  neue  Formeln, 
welche  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  abgeleitet  sind. 

18* 
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A.  Für  negative  Determinanten  I>  ist  (nach  §.  97) 

71 

mit  Ausnahme  des  Falles  D  =  —  1,  wo  der  Ausdruck  rechter  Hand 
zu  verdoppeln  ist.     Hieraus  ergeben  sich  folgende  vier  Resultate : 

I.    I>=-P=l  (raod.4);     h  =  ^(-^\ 

H.    i)  =  — P  =  3(mod.  4);     h  =  2^(~ 

HI.    i)  =  — 2P  =  2(mod.8);  /i  =  2V^-?j-^ 

IV.    D  =  _2P  =  6(mod.8);/.  ==2||(J,)-|(J^)[, 

wo  die  Grenzen  der  Summationeri  sich  immer  auf  den  Werth  8  s :  P 
beziehen*).  Aus  H.  und  IV.  sind  resp.  die  Fälle  D  =  —  1  und 
Z)  =  —  2  auszunehmen,  in  welchen  h  =^  \  ist. 

B.  Für  positive  Determinanten  D  ist  (nach  §.  99) 

/jlog(T-f  f7VD)  =  iV.  2  VD, 

wo  T,  U  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten,  welche 

der  Bedingung 

T^  —  I)ü-^=  1 

genügen  und  nach  der  angegebenen  Methode  (§.  84)  stets  gefunden 
werden  können.  Der  Werth  37^.  2  VD  ist  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bestimmt;  statt  der  dortigen  Formeln  kann  man 
auch  die  folgenden  aus  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
ableiten : 

I.    D  =  P  ^  1  (mod.  4) 

Mog(r+t^VP)  =  -  [4-2(1))  i(^)  10,     •     '»' 

II.    D  =  P  =  3  (mod.  4)  * 

Ä  log  {T+  ÜVP)^  -  I  (^)  ( J)  log  sin  ^ 


)S  sin 


*)  Umgekehrt  kann  man  .diese  Formeln  benutzen,  um  die  Vertheilung 
■der  Zahlen  a  und  b  auf  diö  acht  Octanten  mit  Hülfe   der   Classenanzahlen 
für  die  Determinanten  — P  und  — 2  P  zu  bestimmen  (Gauss  Werke,  Bd.  II, 
1863,  p.  288). 
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IIL    D  =  2  P  =  2  (mod.  8) 

Mog(T+   crV/2-p)=-|(|)(^)loj 

IV.    D  =  2P  =  ß  (mod.  8) 


nn 


h\os(T+UV2F)=~^  (-^)  (^)  log  sin 


8P' 


wo  n  alle  relativen  Primzahlen  zu  2  P  durchlaufen  muss ,  für 
welche  n :  P  zwischen  den  angegebenen  Summationsgrenzen  liegt. 
Die  drei  letzten  Fälle  lassen  sich  in  der  gemeinschaftlichen  Formel 

h  108(7+  I^y  D)  =  _  V  gj  log  sin  || 

zusammenfassen,  wo  n  alle  zwischen  0  und  4  D  liegenden  relativen 
Primzahlen  zu  4  Z)  durchlaufen  muss. 


§.  107. 

Betrachten  wir  die  so  gewonnenen  Resultate,  so  zeigt  sich  ein 
wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  positiven  und  negativen 
Determinanten.  Während  nämlich  der  Ausdruck  für  die  Classen- 
anzahl bei  einer  negativen  Determinante  unmittelbar  die  Form 
einer  ganzen  Zahl  hat  —  dass  dieselbe  zugleich  positiv  ist,  hat 
freilich  bis  jetzt  noch  Niemand  auf  elementarem  Wege  nachgewiesen 
—  so  ist  dies  keinesw^egs  unmittelbar  ersichtlich  bei  den  Aus- 
drücken, w^elche  die  Classenanzahl  für  eine  positive  Determinante 
darstellen.  Es  ist  nun  von  hohem  Interesse,  dass  mit  Hülfe  eines 
Satzes  aus  der  von  Gauss"^)  gegründeten  Theorie  der  Kr eistheiJung 
(Supplement  VII)  die  obigen  Ausdrücke  für  h  log  (T  -f  UV  JJ) 
wirklich  stets  in  die  Form  log  (t  -\-  uV  D)  übergeführt  werden 
können,  wo  t,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Grieichung 
P  —  Du-  --=  1  genügen.     Dies  wollen  wir  jetzt  nachweisen**). 

Behalten  wir  die  bisherigen  Bezeichnungen  bei,  so  können 
wir,  wie  im  Supplement  VII  gezeigt  ist,  stets 


*)  D.  A.  Sectio  VII. 

**)  Lejeune  Dirichlet :  Sur  la  maniere  de  resoudre  Vequation  t^  —  pu^ 
T=  1  au  moyen  des  fonctions  circulaires  (Crelle's  Journal,  Bd.  17).  Vergl. 
Jacobi:  Ueber  die  Kreisth(*ilung  und  ihre  Ämvetidung  auf  die  Zahlentheorie 
(Berliner  Monatsberichte  1837), 


278  Fünfter  Abschnitt.  §.  107. 

2Ä(x)  =  2Yl(x  —  0-)  =  Y(x)  —  i  VF  .  Z(x) 

2B(x)  =  2n(x  —  0^)  =  Y{x)-{-t     '  ^  VF  .  Z{x) 

setzen,  wo  VF  positiv  ist,  und  Y{x\  Z{x)  ganze  Functionen  von 
X  bedeuten,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen    sind.    Zugleich  ist 

Aix)B{x)^XMx-ß')  =  ^^-, 

wo  f^i  jedes   positive,   {i^  jedes  negative  Glied  des  entwickelten 
Productes 

<p(.p)  =  (p- 1)  (i>'-i)  (y-i) . . .  =  2fi  -i:f, 

bedeutet,  und 

•ET/   X         n  /  n.\^^        A(x) 

F{x)  =  n{x-d^)       =^y 

Wir  wenden  uns  nun,  indem  wir  die  am  Schlüsse  des  §.  105 
gefundenen  Ausdrücke  für  das  Product  h  log  {T-\-JJVD):=N  .2  VD 
zu  Grunde  legen,  zunächst  dem  Falle  I.  zu,  in  welchem  i)  =  P  ^  1 
(mod.  4),  und  also 

h\og(T+  IyVP)=-{l  -(1)  i]  log|i^(l)^l 


ist.    Da  nun 


^(1)5(1)  =  i}^  =  P^ 


ist,  wo  ;c  =  1  oder  =  0  ist,  je  nachdem  F  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist  (§.  138),  so  ergiebt  sich 


Fii)==i^.=  ^ 


^(1)   ""^5(1)2' 

da  ferner 

2^(1)  =  ^  —  0VF,     2B(l)  =  2/  +  0VF 

ist,  wo  die   ganzen  Zahlen   F(l),  Z(l)    zur  Abkürzung  mit  y,  z 
bezeichnet  sind,  so  wird 

y'^  —  Fz'^  =  4P^ 

und  folglich  muss,  wenn  F  eine  Primzahl  ist,  y  durch  F  theilbar 
sein;  mithin  kann  man  in  allen  Fällen     ^ 

y-\-zVF^{a-^ßVF){VFy 
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setzen,  wo  a,  ß  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung 

genügen,  und  man  erhält 


(T-f  üyFy  =  {' 


2 

Sind  nun  die  Zahlen  y,  s  gerade,  was  jedenfalls  eintreten 
muss,  wenn  P  ^  1  (mod.  8)  ist,  so  kann  man  a  =  2oc\  ß  =  2ß' 
setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  «',  ß'  der  Gleichung 

cc'2  _  Pß'2^  (^_iy 

genügen;  setzt  man  ferner 

(«'+  ß'VFy  +  ''  =  t  +wVP, 

so  genügen  die  ganzen  Zahlen  ^,  u  der  Gleichung  t^  —Pu^  =  l 
und  man  erhält 

(T-\- uyF)^  =  (t  i- uVFr   ^^"^ 

Sind  dagegen  die  Zahlen  y,  z  und  folglich  auch  «,  ß  ungerade, 
was  nur  dann  eintreten  kann,  w^enn  P^5(mod.  8)  ist  (z.  B.  wenn 
P  r=  13,  während  z.  B.  für  P  =  37  der  frühere  Fall  stattfindet), 
so  kann  man 

'a-^ßVF\^ 


(^-±^)  =  .'^ß'VF 


setzen,  wo  a',  ß'  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung 

a'2  _  p/3'2  =  (_l)>^ 

genügen;  setzt  man  nun  wieder 

(a'  +  /3'VP)i  +  ^  =  t^u\F, 
so  wird  P  —  Fu"^  =  1,  und 

(T+  WF)"^  =  (t-{-  uyFy-\ 

Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  P^5  (mod.  8)  ist,  der  erste  oder 
zweite  Fall  eintreten  wird,  je  nachdem  die  Classenanzahl  h  durch 
3  theilbar  ist  oder  nicht  (vergl.  §.  99).  Ebenso  leicht  erkennt  man, 
dass  in  allen  Fällen  h  ^  tc  (mod.  2),  d.  h.  dass  die  Classenanzahl 
h  ungerade  oder  gerade  sein  wird,  je  nachdem  P  eine  Primzahl 
oder  zusammengesetzt  ist  (vergl.  §.  83,  Anm.).  Endlich  mag  noch 
bemerkt  werden,  dass  die  Zahlen  y^  z  beide  positiv  sind;  da  nämlich 
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P  ^  1  (mod.  4),  so  zerfallen  die  Zahlen  a  in  Paare  von  der  Form 
a  und  —  a ,  ebenso  die  Zahlen  b  in  Paare  von  der  Form  h  und 
—  &,  und  folglich  sind  -4(1),  B(\)  und  Ä{1)  -1-^(1)  =  y  positiv; 
da  ferner 

{2-(^)]  {log 5(1) -log ^(1)1  =  7dog(T+  UVF) 

positiv  ist,  weil  h  positiv,  T-\-  ÜVF>1  ist,  so  muss  B(\)>Ä(1)^ 
und  folglich  ^  positiv  sein:  ein  Resultat,  das  bisher  auf  anderem 
Wege  noch  nicht  bewiesen  ist. 


§.  108. 

Für  den  zweiten  Fall  D  =  P  ^  3  (mod.  4)  haben  wir  oben 
das  Resultat 

/t  log  (T -f  UV  P)  =  -  log  {c F(i)  2} 

erhalten;  da  nun,  wenn  m  irgend   eine  ungerade  Zahl  bedeutet, 

om    1 

- :    ==  ^V4(m-l)2 

i  —  1 
ist,  und  da  ferner 

Sf^j-v^,  =  (P-  1)  (p'-l)  (P"-1)  •  •  • 

V^,^_  V^|=.  (p2_l)  (p'^-1)  (p"^-l)  .  .  . 
ist,  so  findet  man  leicht 

wo  X  wieder  =  1  oder  =  0  ist,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist.    Folglich  wird 

F(i)  _  ^i(!)  _  ^!_ 
^^~  B{i)  "  P(^)2' 

und  also,  da  c^  =  1  ist, 

(T+  UVF)    =  c2  (—  lyBiiy. 

Mit  Ausnahme  des  Falles  P  =:  3  ist  nun  (nach  §.  140)  c  =  1,  und 

(-xyB  (-i)  =  Ä{x),  (-xyA  (1)  =  B{x\ 

wo  (p  (P)  =  2  r  gesetzt  ist,  folglich 

i'' B  (i)  =  A  (—  i\    ^^  A  (i)  =  B{—  i), 
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also  auch 

i^  .Y (i)  =  Y{—  ?),     ^■*  .  i Z(i)  =  —  iZ{—  i)- 

l)erücksichtigt  man  nun,  dass 

^^  =  —  (  ^  )  ^     oclöi*  =  1 

ist,  je  nachdem  P  eine   Primzahl    oder  zusammengesetzt  ist,  so 
folgt  hieraus,  dass  man 

y(i)  =(i  +  (|r) »)V    iZ(i:)  =  (l  +  (|,) ij^, 
also 

ÜÄ{i)=(l  +  ( J)  i J(2/ - , VP),  2 B (i)  =  (l  +  (I) ijiy  -\-eVP) 

setzen  kann,  wo  ?/,  ^   ganze  Zahlen  bedeuten,   welche  der  durch 
Multiplication  entstehenden  Gleichung 

genügen;  hieraus  folgt  weiter,  dass  man 

setzen  kann,  wo  ^,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
P  —  Pw2  =  1  genügen.     Zugleich  wird 

^(0^  +  ^-=(|-.)^*^(#-h^VP), 

und  folglich 

Wir  erwähnen,  dass  /t  ^  2  x  (mod.  4)  ist,  und  dass  die  Zahlen 
1/,  z  stets  dasselbe  Vorzeichen  haben. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  P  =  3  ist  T=  2,  Vz=  1, 
<j  =  ö,  B{i)  r=  ?■  —  ö^,  woraus  leicht  folgt,  dass 

also  h  =  2  ist. 
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§.  109. 

Für  den  dritten  Fall  D  =  2  P  ^  2  (mod.  8)  haben  wir  oben 

h\og{T+UV2F)  =  \og[^^] 

gefunden.     Berücksichtigt  man  nun,   dass,   wenn  m  irgend   eine 
ungerade  Zahl  bedeutet, 


ist,  so  findet  man 

A  (i)  B  (i)  Ä  0-3)  B  0-3) = [;;j,„_^jg,,_,j = (-pT-)  ^ 

und  folglich 

wo  X  wieder  r=  1  oder  =  0,  je  nachdem  P  eine  Primzahl  oder 
zusammengesetzt  ist.  Da  nun  P  ^  1  (mod.  4),  und  also  Y  (j) 
=  j^  Y(j-'^%  Z(j)  —j^Z(j-'^)  ist  (§.  140),  so  kann  man 

Y(j)  =//.-    ly'J^y"(j-j^)]^       Z(j)  =jy.^{,'-^,"(j-f)] 

setzen,  wo  y\  y",  z\  z"  ganze  Zahlen  bedeuten;  da  ferner^' — j^ 
=  1/2  ist,  so  erhält  man,  wenn  man 

ß  =  {—iy/^''.2{y'z"  —  y"z') 
setzt, 

4:Ä(j^)B{j)^a-^ßV2P,  4.Ä(j)B{j^)  =  a-ßVJP, 

wo  die  ganzen  Zahlen  oc,  ß  der  Gleichung 

«2_2P/32==  16  (■=!-) 

genügen  und  folglich  beide  durch  4  theilbar  sind.  Man  kann 
daher 

A(j'^)B(j)  =  ij  +  gV2P 

setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  i/,  z  der  Gleichung 
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genügen,  und  es  ist 

{T-\-  UV^V  =  (2/  +  ^V2P)*. 

Hieraus  folgt,  dass  /^^2  (mod.  4),  falls  P  eine  Primzahl  von 
der  Form  8 n  -j-  5,  sonst  aber  h^O  (mod.  4)  ist. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  D  =  2  war  NV  D  = 
log(l  +V2);  da  ferner  T  =  3,   ü  =2  ist,  so  folgt 

/ilog(3  +  2y2)  =  2log(l -j-V2), 
also  h  =  1. 

§.110. 

Für  den  vierten  Fall  D  =  2F  ^  Q  (mod.  8)  haben  wir  oben 
(§§.  105,  106)  das  Resultat 

Älog  (T4-  UyJF)  =-log  [c'^FUyFU^y] 
gefunden,  welches  vermöge  der  Gleichung 


ÄiJ)B(j)Ä{j>}B(j^)=(~ 


in 


(T+  UV2Fy  =  cB(jyJB(py 

übergeht,  weil  c^  =  1  ist.  Lassen  wir  den  Fall  P  =  3  unberück- 
sichtigt, so  ist  (nach  §.  140)  c  =  1,  und  Y{j)  =  (—jy  Y(j-'^), 
—  Z(j)^=( — j)^  Z(j~'^)]  da  ferner  x  ungerade  oder  durch  4 
th eilbar  ist,  je  nachdem  %  =r  l  oder  =  0,  d.  h.  je  nachdem  P 
eine  Primzahl  oder  zusammengesetzt  ist,  so  kann  man 

YU)  =  (j^/«^(^  +  ^>  -  x)  (y'  +  y"{j  -ß)) 

setzen,  wo  y\  y'\  z\  z"  ganze  Zahlen  bedeuten;  berücksichtigt  man, 
dass  j  —  j3  ^r=  y  2  ist,  und  setzt 

a  =  2/''  —  -P-^''  —  22/"2  4-  2P<s"2 

ß^2{y'z"-z'y"), 
so  erhält  man 

4^(i)^(i3)  =  (_j^_j3.).(«__^  y2P) 
4^(j)-B(j^)  =  (-i^-i'^)^(«  +  ^  V2P), 

wo  die  ganzen  Zahlen  a,  ß  der  durch  Multiplication  entstehenden 
Gleichung 
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«-=    — 


genügen;  man  kann  daher 


setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  ^,  u  der  Gleichung  P  —  2  Fu"^  =  1 
genügen;  dann  wird 

und  folglich 

(T+  üVJpy'  =  0  +  wV2T)*-2^ 

woraus  leicht  folgt,  dass  h  ^  2k  (mod.  4)  ist. 

In  dem  ausgeschlossenen  Falle  P^3  ist  c  =r  ö  =  ö*,  T=  5, 
Z7  =  2,  und  man  erhält 

Ö  JB  (j)  B  0-3)  =.  Ö  (i  -  0-2)  (i^  _  62)  =  -  i  (V  2  ^y^) 

0^ B (jy B (fi)^  =  —  (6  ^  2V 6)  =-(T+  f7l/2P) 

und  hieraus  h  ^=  2. 


SUPPLEMENTE. 


I.    Ueber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreis- 
tlieilung  von  Gauss. 

§.  IIL 

Wir  schicken  zunächst  ein  Lemma  aus  der  Theorie  der 
Fourier'schen  Reihen  voraus,  deren  Glieder  nach  den  Cosinus  der 
«uccessiven  Vielfachen  eines  Winkels  fortschreiten;  es  wird  in 
derselhen  nachgewiesen"^),  dass  für  alle  reellen  Werthe  von  x 
^zwischen  x  =  0   und  x  =  n  mit  Einschluss  dieser  Grenzen  stets 

(p  (rr)  =  -i  «0  -f  ö^i  cos  X  -]-  a.2  cos  2x  -^  a^  cos  3x  -\-  -  -  - 

ist,  wenn  cp(x)  eine  innerhalb  dieses  Intervalles  endliche  und 
stetige  Function  bedeutet,  welche  nicht  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  hat,  und  wo  die  Coefficienten  «q,«!,  aa---  durch  die 
Gleichung 

7t 

as  =  —  I  cp  (x)  cos  sxdx 

7t  J 

0 

bestimmt  werden.     Hieraus  folgt  für  x  =  0 

n 

+00    r 
jt  cp  (0)  =  )i       <p  (x)  cos  sx  dx^ 

0 

WO  das  Summenzeichen  sich  auf  den  Buchstaben  s  bezieht,  für 
welchen  Null  und  alle  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlwerthe 
der  Reihe  nach  einzusetzen  sind.  Auf  diesen  der  genannten  Theorie 
entlehnten  Satz  stützen  wir  uns  im  Folgenden. 


*)  Dirichlet :  Sur  la  convergence  des  series  etc.  (Crelle's  Journal  Bd.  4); 
derselbe  Beweis  ist  vereinfacht  im  Repertorium  der  Physik  von  Dove  und 
Moser,  Bd.  I.  Vergi,  B.  Biemann :  Ueher  die  Darstellharkeit  einer  Function 
durch  eine  trigonometrische  Beihe.     1S67.    (Riemann's  Werke,  S.  213.) 
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Zunächst  verallgemeinern  wir  denselben,   indem  wir  das  In- 
tegral 

Ihn 

i  f(x)  COS  sxdx 

0 

betrachten,  in  welchem  h  eine  positive  ganze  Zahl,  s  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl,  und/(^)  eine  Function  bedeutet,  welche 
innerhalb  des  Integrationsgebietes  den  obigen  Bedingungen  ge- 
nügt.   Man  kann  dasselbe  in  2  h  Integrale  von  der  Form 

(r  +  1)  TT 

I  f(x)  COS  sxdx 

zerlegen,  wo  für  r  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  bis; 
lli — 1  zu  setzen  sind;  je  nachdem  r  eine  gerade  oder  ungerade 
Zahl  ist,  ersetzen  wir  die  Integrationsvariabele  x  durch  r7t-\-Xy 
oder  durch  (r  -\-  1)  7t  —  x]  dadurch  geht  das  vorstehende  In- 
tegral in 

7t  7t 

I  f(rjt  ~{- x)  COS  sxdx^  oder  in    j  f((r  -\-  l)7t  —  x)  cos  sxdx 

0  0 

über,  und  hieraus  ergiebt  sich  zufolge  des  obigen  Satzes  ent- 
sprechend 

(r  +  l)7r 

+  CO        /> 

2    j  f{x)  COS  sxdx  =  7if{r7i)^    oder  =  7tf{{r-\-  l)n\ 

—  00  t/ 


rJt 


WO  die  Summe  links  sich  wieder  auf  alle  ganzen  Zahlen  s  be- 
zieht. Setzt  man  hierin  für  r  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2  ...  2 /i —  1,. 
und  addirt  die  so  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man  dea 
Satz 

2»  (1/(0)  +/(2;t)+/(47r)  +  ...  +/(2(/*-  1)^)  +  |/(2  7jjt)j 

2hTt 
+  00       n 

=  !^    I  f(x)  cos  sxdx. 

00   t/ 
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§.  112. 


Wir  beschäftigen  uns  nun  mit  den  beiden  folgenden  bestimm- 


ten Integralen 


-f  00  4-00 


p  =  I  cos(x^)dx,    g  =  /  sin  (x^)  dx\ 

00  00 

dass  dieselben  wirklich  bestimmte  endliciie  Werthe  besitzen,  ob- 
gleich die  Functionen  unter  den  Integralzeichen  für  unendlich 
grosse  Werthe  von  x  nicht  unendlich  klein  werden,  erkennt  man 
leicht  durch  die  Transformationen 

00  00 

p  ■=  2  I  cos  (x^)clx  =  I  -TT-^  dy 
b  b  ^ 

q  =  2J  sin  (x^)dx  =J  ^^  dy- 
0  0 

denn  zerlegt  man  das  ganze  unendliche  Integrationsgebiet  der 
positiven  Variabelen  y  in  solche  Intervalle,  in  deren  jedem  die 
unter  dem  Integralzeichen  befindliche  Function  ihr  Zeichen  nicht 
ändert,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Bestandtheile,  welche  diesen  Inter- 
vallen entsprechen,  eine  unendliche  Reihe  bilden,  deren  Glieder 
abwechselnde  Zeichen  haben  und  dem  absoluten  Werthe  nach 
beständig  und  zwar  ins  Unendliche  abnehmen;  woraus  folgt,  dass 
diese  Reihe,  sowohl  bei  dem  Integrale  _p,  wie  bei  g,  eine  conver- 
gente  ist.  Für  unseren  Zweck  genügt  dieser  Nachweis  der  End- 
lichkeit von  p  und  g;  die  numerischen  Werthe  dieser  Integrale 
werden  sich  von  selbst  aus  der  folgenden  Untersuchung  er- 
geben *). 

Beide  Integrale  bilden  nur  specielle  Fälle  des  folgenden 


*)  Dirichlet:  BecJierches  sur  diverses  appl.  etc.  §.  9.  Vergl.  Biriclüet: 
Sur  Vusage  des  integrcdes  deßnies  dans  la  sommation  des  series  finies  ou 
infinies  (Crelle's  Journal,  Bd.  17). 

Dirichlet,  Zahlen theorie.  19 
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z/  =    /  cos  (d  -\-  x^)  dx  =  p  cos  d  —  g  sin  ö, 

— 00 

wo  d  eine  beliebige  Constante  bedeutet;  bezeichnen  wir  ferner  mit 
a  eine  beliebige  positive  Constante  und  mit  V«  die  positiv  ge- 
nommene Quadratwurzel  aus  «,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
Integrationsvariabele  x  durch  xYa  ersetzt,  folgende  Gleichung: 

+  00 

-^   =r  COS  (Ö  4-  OiX^)dx 

y  CC  J  ^  ^ 

— sc 

(wäre  y«  negativ,  so  müsste  man  auch  in  dem  Integrale  rechter 
Hand  die  beiden  Grenzen  mit  einander  vertauschen).  Wir  führen 
nun  eine  zweite  positive  Constante  ß  ein,  und  zerlegen  das  vor- 
stehende Integral  in  unendlich  viele  Bestandtheile  von  der  Form 

(«+!)    ß 

I  cos(d  -|-  ccx^)dx^ 

wo  für  s  successive  alle  ganzen  Zahlen  von  —  00  bis  -|-  00  ein- 
zusetzen sind;  in  jedem  einzelnen  solchen  Integrale  ersetzen  wir 
die  Integrationsvariabele  x  durch  sß  -{-  x^  wodurch  es  in  das 
folgende  übergeht 

cos(ö  +  as2/52  +  2ccsßx-^ax^)dx/ 
0 
Wir  verfügen  nun   über   die  beiden  bis  jetzt   ganz  willkürlichen 
positiven  Constanten  a  und  ß  folgendermaassen :  unter  m  verstehen 
wir  irgend    eine   positive  ganze    Zahl,  und   setzen  aß^  =  Imn^ 
2  a/3  =  1,  d.  h.  also 

/3  =  4  w  jr,     of  = 

Da  nun  s  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird 

cos(d  -^«§2/32-^  2o(,sßx-^ax'^)  —  cos{8  ^  sx-^  ax^) 

=  cos  ( d  -f-  ^ — :— )  cossx  —  sin  (ö  4- )  sin  sx, 

\         8m7t/  \         SniTtJ  ' 

und  folglich 


/' 
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I  cos(d  -{-  ax'^)dx 

sß 

=  I  COS  (d  -\- )  cossxdx  —  /  sin  (  d'  + )  sins;^;^^. 

J  \         SmJtJ  J  \         SmTtJ 

0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand,  welches  unter  dem  Integral- 
zeichen den  Factor  sin  sx  enthält,  verschwindet  offenbar  für  s  =  0, 
und  nimmt  für  je  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  von 
s  ebenfalls  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  an.  Summiren 
wir  daher  den  vorstehenden  Ausdruck  für  alle  ganzen  Zahlwerthe 
s  von  —  00  bis  -]-  00 ,  so  ergiebt  sich 

AmTt 

-—  =r  z/ 1/8  mjr  =  ^     /  cos  (  d  -h  t: )  cos  sx  dx. 

y«  ^  -00  J  \         SmTtJ 

0 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  genau  so  gebaut,  wie  in 
dem  Satze  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Paragraphen;  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

f(x)  —  cos  (d  + ), 

so  erhalten  wir 


z/V8m^=2;r{|/(0)+/(2;r)-h---+/(2(2m-l);r)  +  |/(4m7r)}, 
wo  links  die  Quadratwurzel 

ySniTt  =  — - 
y  cc 

positiv  zu  nehmen  ist.     Nun  ist  ferner,  wenn  s  irgend  eine  ganze 

Zahl  bedeutet, 

/(4m7r  +  2sjr)  =/(2s:r), 

also 

fi2S7c)  =ri/(2s7r)-[-|/(4m;r  H-2s:nr); 

mithin  kann  die  in  den  Parenthesen  eingeschlossene  Summe  auch 
in  die  Form 

gebracht  werden,  wo  der  Buchstabe  s  die  Zahlen 

0,  1,  2  .  .  .  (4m  — 1) 

oder  irgend  ein  anderes  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den 
Modul  4w  durchlaufen  muss;  und  man  erhält  also 

19* 
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A  y^mii  =  JT^  cos  (  ö  +  s2  -—  ). 

\  Im) 

Setzt  man  ferner  4m  =  t^,  so  dass  n  irgend  eine  ganze 
positive,  aber  durch  4  theilbare  Zahl  bedeutet,  und  bezeichnet  man 
mit  Vw  und  V|:r  die  J)OS^Y^^?  genommenen  Quadratwurzeln  aus  yi 
und  ijr,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Gestalt  an 

ziyn  =  y\n  .  2  cos  ("d^ -f  s^  ^V 

wo  s  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  n 
durchlaufen  muss.     Nun  ist 

z/  =  j)  cos  d  —  g  sin  d, 

wo  _p,  g  die  obigen  Integralwerthe  bedeuten,  die  von  n  und  dem 
willkürlichen  d  ganz  unabhängig  sind ;  wir  können  daher  j?  und  €[ 
durch  eine  specielle  Annahme  für  w,  am  einfachsten  durch  die 
Annahme  w  =  4  bestimmen;  auf  diese  Weise  erhalten  wir 


2  (jp  cos  d  —  g'  sin  d)  =^  2  (cos  d'  —  sin  d)  V|  tt, 
und  in  Folge  der  Willkürlichkeit  von  d 

Nachdem  so  dieWerthe  von  j9  und  g  gefunden  sind,  nimmt  unsere 
obige  Gleichung  folgende  Gestalt  an 

V  cos  U  \  s2  — ")  =  (cos  ^  —  sin  d)  V  w; 

und  sie  zerfällt  in  die  beiden  folgenden: 

/     27r\ 
2  cos  (  s2 —  )  =l/w 


^  sm  (  s2 — j  :=y n\ 


hierin  bedeutet  also  w  jede  beliebige  ganze  positive  Zahl,  welche 
=  0  (mod.  4)  ist,  und  Vn  die  positiv  genommene  Quadratwurzel 
aus  n.  Bezeichnet  man  zur  Abkürzung  V —  1  mit  ^,  und,  wie  ge- 
wöhnlich, mit  e  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems, 
so  kann  man  beide  Gleichungen  in  die  eine  Gleichung 

zusammenziehen,  in  welcher  der  Buchstabe  s  ein  vollständiges 
Restsystem  (mod.  n)  zu  durchlaufen  hat. 


§.  113.  Summen  von  Gauss.  293 


\.  113. 


Wir  wollen  jetzt  Summen  betrachten,  welche  die  vorstehende 
als  speciellen  Fall  enthalten;  wir  bezeichnen  mit  n  irgend  eine 
ganze  positive  Zahl,  mit  h  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl,  und  setzen  zur  Abkürzung 

wo  der  Summationsbuchstabe  s  irgend  ein  vollständiges  Restsystem 
in  Bezug  auf  den  Modulus  n  durchlaufen  muss.  Mit  Hülfe  dieser 
Bezeichnungsweise  können  wir  den  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satz  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

(p  (1,  n)  =  (1  -|-  ^)»V^^,     wenn     n  ^  0  (mod.  4). 

Der  Ausdruck  cp  (/^,  n)  besitzt  nun  die  folgenden  drei  Eigen- 
schaften : 

1.    Ist  h  ^  h'  (mod.  n),  so  ist 

(p(hn)  =  (p(h',n)', 

dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  für  jeden  ganzzahligen  Werth 


von  s  stets 

,^2h  7t  i               „  2  h'  Tti 

ist. 

2.    Ist  a  relative  Primzahl  gegen  i^,  so  ist 
(p  (ha^^  n)  =  (p  Qi,  n) ; 
denn  es  ist 


,     ,o  2h7ti 
(a  s)2  — - — 


(pßa'^^  n)  =  2  e 

und  wenn  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  n  durch- 
läuft, so  gilt  (nach  §.  18)  dasselbe  von  as. 

3.     Sind  m,   n  irgend   zwei  relative  Primzahlen,   und  beide 
positiv,  so  ist 

(p(hm^  n)  (pQin^  m)  =  cpQi^  mn). 
Es  ist  nämlich 
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2  hm  7t i  2hn  TT  i 

fz 


wo  die  Buchstaben  s,  t   vollständige  Restsysteme  resp.  in  Bezug 
auf  die  Moduln  w,  m  durchlaufen  müssen;  und  folglich  ist 


(  -{ ]  2h7tt 

Y     \   n  m  J 


cp  (h  m,  n)  (p  (h  w,  m)  =  X  e 

wo  das  Summenzeichen  rechter  Hand  sich  auf  alle  mn  Com- 
binationen  jedes  Werthes  von  s  mit  jedem  Werthe  von  t  bezieht 
Da  nun 

=  -^ — ■■ '—  —  'ist 

n  m  mn 

ist,  und  alle  Multipla  von  liti  im  Exponenten  fortgelassen  werden 
können,  so  ist  auch 

2h7ti 

{ms  -\-  n 0^ 

Cp  (hm.,  n)  cp  Qin^  m)  =^  ^e  '""  , 

wo  das  Summenzeichen  sich  wieder  auf  sämmtliche  Werthe  von  s 
und  t  bezieht.     Setzt  man  nun 

ms  -\-  nt  =  r., 

so  nimmt  r,  wenn  s  und  t  alle  ihnen  zukommenden  Werthe  durch- 
laufen,  im  Ganzen  mn  Werthe  an,  und  zwar  sind  diese  alle  in- 
congruent  nach  dem  Modulus  mn;  denn  aus 

ms  -[-  nt  ^  ms  +  nt'  (mod.  mn) 
folgt 

ms  ^  ms'  (mod.  n),     nt  ^  nt'  (mod.  m) 

und  folglich,  da  m  und  n  relative  Primzahlen  sind, 

s  ^  s'  (mod.  n)^     t  ^  t'  (mod.  m); 

d.  h.  die  Zahl  r  nimmt  nur  dann  Werthe  an,  welche  nach  dem 
Modul  m  n  congruent  sind,  wenn  die  Werthe  von  s  congruent  nach 
dem  Modul  n,  und  gleichzeitig  die  Werthe  von  t  congruent  nach 
dem  Modul  m  sind.  Den  mn  verschiedenen  Combinationen  von 
s  und  t  correspondiren  daher  7nn  Werthe  von  r,  welche  nach 
dem  Modul  mn  incongruent  sind,  und  folglich  bilden  diese  Werthe 
von  r  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  mn.  Es  ist 
folglich. 

.,  2  /»  TT  i 

cp  {hm^  n)  cp  (hn,  m)  ■=  ^e     "**^  =  cp  (h,  mn)^ 
was  zu  beweisen  war. 
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Mit  Hülfe  dieser  Sätze  können  wir  nun  den  Werth  von 
qp  (1,  w),  welcher  für  den  Fall,  dass  n  ^  0  (mod.  4)  ist,  schon  in 
§.  112  gefunden  ist,  auch  für  alle  anderen  Werthe  der  Zahl  n 
bestimmen.  Ist  zunächst  n  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  nehmen 
wir  in"  dem  letzten  Satze  des  vorigen  Paragraphen 

h  ^  ly    m  =  4, 
und  erhalten 

qp(4,  n)  (p(n,  4)  =  qp(l,  4.n); 

nun  ist  nach  dem  zweiten  Satze  des  vorigen  Paragraphen 

(f  (4,  n)  =  cp  (22,  n)=  cp  (1,  w); 
ferner  ist 

(p  (n,  4)  =  2  (1  -I-  ^»), 

und  nach  dem  in  §.  112  gefundenen  Resultat 

(p  (1,  4:n)  =  (1  +  i)  VTn  ==  2  (1  -|-  i)  Vn, 

wo  die  Quadratwurzel  Vn  wieder  positiv  genommen  werden  muss. 
Hieraus  ergiebt  sich  also 

(p  (1,  w)  .  2  (1  +  ?>)  =  2  (1  +  i)  Vn 
oder 

je  nachdem  nun  n  ^  1  oder  ^  3  (mod.  4)  ist,  wird 

^»»  =  i    oder    =  —  i 


und  folglich 


also 


1+i         ,        ,  1-M 

,       .  -■=  1     oder    = r  =  4, 

1  4-  i»  1  —  ^ 


qp(l,  n)  =  Vn     oder    ==  t'Vw; 

diese  beiden  Fälle  lassen  sich  aber  in  die  eine  Formel 

g)(l,  n)  =  ^V4(«-l)^yn 
zusammenfassen. 
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Ist  endlich  n  durch  2,  aber  nicht  durch  4  theilbar,  also  das 
Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so  setzen  wir  in  dem  dritten  Satze 
des  vorigen  Paragraphen  A  =  1,  ferner  m  =  2,  und  |n  statt  n, 
wodurch  allen  Bedingungen  desselben  Genüge  geschieht,  und 
erhalten 

9^(2,  »  (p{^n,  2)  =  g)(l,  n); 

nun  ist  aber 

(3P(|^,   2)r=0, 

und  folglich  auch 

Wir  wollen  die  so  gewonnenen  Resultate  in  folgender  Tabelle 
zusammenfassen : 

(p  (1,  n)  =:  (l  -{-  i)  Yn,  wenn  n  ^  0  (mod.  4) 
(p{l,  n)  ==  ^V4(»-l)2y|^^  wenn  n  ^  1  (mod.  2) 
cp  (1,  n)  =  0,  wenn    n  ^  2  (mod.  4). 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  aber  die  Bemerkung ,  dass  die 
in  den  beiden  ersten  Formeln  vorkommende  Quadratwurzel  Vn 
durchaus  positiv  genommen  werden  muss,  wie  es  sich  bei  der 
Untersuchung  in  §.  112  herausgestellt  hat.  Ohne  diese  nähere 
Bestimmung  würden  die  vorstehenden  Sätze  sich  auf  viel  einfachere 
Art  beweisen  lassen;  Gauss  wurde  zuerst  in  seiner  Theorie  der 
Kreistheilung  auf  die  Betrachtung  solcher  Summen  geführt*);  es 
ergiebt  sich  dort  ohne  Schwierigkeit  der  Werth  des  Quadrates  der- 
selben; der  viel  tiefer  liegenden  Bestimmung  des  Vorzeichens  der 
Quadratwurzel  widmete  er  aber  eine  besondere  Abhandlung**), 
in  welcher  er  auf  einem,  von  dem  hier  (in  §.  112)  eingeschlagenen 
gänzlich  verschiedenen  Wege,  nämlich  durch  rein  algebraische 
Zerlegung  dieser  Summen  in  Producte,  vollständig  zum  Ziele 
gelangte. 


*)  D.  A.  art.  356. 
**)  Summatio  quarumdam  serierum  singularium.    1808. 
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Wir  suchen  nun  den  Werth  von  cp  (h^  n)  auch  für  beliebige 
Werthe  von  h  zu  bestimmen,  beschränken  uns  dabei  aber  auf  den 
Fall,  dass  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  die  wir  mit  p  bezeichnen 
wollen.  Bezeichnen  wir  mit  cc  die  sämmtlichen  |(p — 1)  incon- 
gruenten  quadratischen*  Reste  von  j9,  mit  ß  die  ^(p —  1)  quadra- 
tischen Nichtreste,  so  ist  (nach  §.  33) 

2  h  7ti  2h  ni 

cpQi.p)  =  v/  ~^=  1  -l-2s/~^~; 
da  ferner 

2hTti  ,  2h7ti  2h ni 

ist,  sobald  h  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  können  wir  für  diesen 
Eall  mit  Benutzung  des  Legendre'schen  Symbols 

2hni  2h  ni  2hni 

setzen,  wo  s  die  Werthe  1,  2  ...  (^  —  1)  durchläuft.    Da  ferner 

\W  "~  \P/  \P/     \p)  \p)  ~ 
ist,  so  wird 


7  1  I.     2  Tri 

h\  _  /hs\    ^'—r 


»('-)=(?)H']?) 


e      ^ 


oder,  da  7^  nicht  theilbar  durch  p  ist,  und  folglich  hs  gleichzeitig 
mit  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  p  durchläuft 
(mit  Ausschluss  der  Zahl  ^  0), 

2n  i 

.pJ      \P. 


2Tti 


(p  Qi,  p)  =  yjj  1 
für  h  =  1  ergiebt  sich 

und  folglich  (nach  §.  114) 

9  ih  P)  =  (^)  9  ih  p)  =  (^) »^'"^^'Vi., 
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wo  die  Quadratwurzel  Vp  wieder  positiv  zu  nehmen  ist.  (Wenn 
h  durch  p  theilbar  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der 
Definition  dieser  Summen  cp  (h^  p)  =r  p,') 

Aus  dem  vorstehenden  Resultate  in  Verbindung  mit  dem 
dritten  Satze  des  §.  113  lässt  sich  nun  auf  ganz  einfache  Weise 
das  Reciprocitätsgesetz  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste 
(§.  42)  für  je  zwei  positive  ungerade  Primzahlen  p  und  q  ableiten. 
Es  ist  nämlich 


und  ebenso 


und  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

cp(l,pq)  =  ^■V4(P2-l)2y^, 
und   zwar  sind  alle  Quadratwurzeln  positiv  zu  nehmen,  woraus 

folgt,  dass  

Vpq  =  ypYq 

ist.     Nach  dem  dritten  Satze  des  §.113  ist  nun 
folglich 

f^\  fl.\  ^•V4(p-i)«  +  V4(«-i)2  ypYq  =  iV4(P«-i)'^y]^, 
und  also 


P\  fl\  ^iX 


j(p+l)Ö  +  l)-2J 


2/  \P 
wo  zur  Abkürzung  A  für 

(pq—iy—(p—iy—(q—iy__p—i  g  — i 

4  ~     2  2 

gesetzt  ist;  da  nun 

(i>  +  1)  fe  +  1)  —  2  =  2  (mod.  4) 
ist,  so  erhalten  wir 

womit    der   Reciprocitätssatz    von   Neuem    bewiesen   ist.      Dieser 
Beweis  rührt  ebenfalls  von  Gauss  her*). 


*)  Summatio  quarumdam  serierum  singularium.  1808.  Vergl.  Kronecker', 
lieber  den  vierten  Gauss^schen  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  für  die  qua- 
dratischen Beste  (Berliner  Monatsber.  vom  29.  JuH  u.  28.  October  1880). 
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Auf  ganz  ähnliche  Art  lassen  sich  die  Sätze  (§§.  40,  41)  über 
die  Zahlen  —  1  und  2  beweisen.     Aus  dem  obigen  Satze 

9ß,P)  =  (I)  <P{hp)  =  (I)  i'''«-'>'Vp 
folgt  nämlich 

<pi-  1,  p)  =(^)  J'Aü'-W'yi,; 
andererseits  ist 

und  hieraus  folgt,  dass  <5P  (—  1,  p)  durch  Vertaiischung  von  i  mit 
—  i  aus  cp  (1,  p)  hervorgeht,  dass  also 

ist;  durch  Vergleichung   dieser  beiden  Ausdrücke,  in  denen  Vp 
beide  Male  positiv  zu  nehmen  ist,  ergiebt  sich  aber 


(--i)^(-l)V.(P-i)^=(_l)V.(P 


l) 


Setzen  wir  ferner  in  dem  dritten  Satze  des  §.113 

A  ==  1,     w  =  8,     n  =  j?, 
so  erhalten  wir 

cp(S,p)(p(p,S)  =  cp(l,8py, 
nun  ist  aber 

9)(1,  Sp)  =  (1  +  i)  VSp  —  4.Vp  .  eV4««; 
ferner 

^(^,  8)  =  4eV4P^», 

ferner  (nach  dem  zweiten  Satze  des  §.113) 

9)(8,^)  =  9(2.2^i))  =  9>(2,p), 
d.h. 

<p(8,i))  =  (I)  <p{^,p)  =  (1)  iV.ip-^np; 

setzen  wir  diese  Werthe  für  (p(8,  p),  (p  (p,  8)  und  (p{l^  8p)  in  die 
vorangehende  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir 

und  hieraus  folgt  leicht 


{^)  =  {-^r^'''-''' 


Auf  diese  Weise  sind  alle  Hauptsätze  der  Theorie   der   quadra- 
tischen Reste  von  Neuem  bewiesen. 
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116. 


Für  den  Fall,  dass  ^  eine  ungerade  Primzahl,  und  h  irgend 
eine  durch  ^  nicht  theilbare  ganze  Zahl  ist,  haben  wir  im  vorigen 
Paragraphen  folgende  Gleichung  erhalten 

2h7ti 

welche,  wenn  man  den  für  (p  (1,  p)  gefundenen  Werth  einsetzt,  in 
die  folgende  übergeht: 

2g)/'"^=(|).-v.<-'n>;  (1) 

soll  dieselbe  auch  für  den  vorher  ausgeschlossenen  Fall,  in  welchem 
A  ^  0  (mod.  ^)  ist,  ihre  Gültigkeit  behalten,  so  müssen  wir  über- 
einkommen, immer 


(f) 


zu  setzen,  wenn  h  durch  p  theilbar  ist;  denn  die  linke  Seite  der 
Gleichung  wird 

weil  die  Anzahl  der  quadratischen  Reste  genau  gleich  ist  der  An- 
zahl der  quadratischen  Nichtreste.  Nach  dieser  Erweiterung  des 
von  Legendr e  eingeführten  Zeichens  wird  ferner,  wenn  man  an 
der  in  §.  46  gegebenen  Erklärung  des  Jacobi'schen  Symbols  fest- 
hält, stets 

t)  =  «' 

wenn  m  keine  relative  Primzahl  zu  P  ist. 

Die  Gleichung  (1)  gilt  jetzt  allgemein  für  jede  positive  un- 
gerade Primzahl  _p,  wenn  h  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
und  die  Summation  linker  Hand  darf  auch  auf  die  Zahlclasse 
5^0  (mod.  p)  ausgedehnt  werden.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass 
dieser  Satz  über  ungerade   positive  Primzahlen  i^  sich  genau  in 
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derselben  Fassung  auch  auf  jede  positive  ungerade  zusammen- 
gesetzte Zahl  P  übertragen  lässt,  welche  durch  keine  Quadrat- 
zahl (ausser  1)  theilbar  ist.     Wir  setzen  also 

P  =  pp'p"  ... 

wo  p,  p\  p"  .  .  .  lauter  positive  ungerade  und  von  einander  ver- 
schiedene Primzahlen  bedeuten,  und  führen  der  Bequemlichkeit 
halber  folgende  Bezeichnung  ein: 

P  P  P 

p       ^'    p'       ^ '    p"       ^ 

Schreiben  wir  nun  für  jede  der  Primzahlen  p,  p'  p"  .  .  .  die  obige 
Gleichung  (1)  auf: 

I  \      s'  ^^^^  /  7 


und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

so  ergiebt,  da  auch  nach  der  neuen  Erweiterung  des  Legendre'- 
schen  Symbols  stets 

Kj)  (7)  (77  *  "  ^  (p ) 
ist,  die  Multiplication  aller  dieser  Gleichungen  folgendes  Resultat 

.1  2h7ti 

^(7)(f)(?)-"^ 

=:  f]L\  iv^ip- 1)2  +  V4 (p' - 1)'^  +  V4 (p" - 1)2  +  •  •  •  y  p^ 

wo  VP  wieder  positiv  zu  nehmen  ist,  und  das  Summenzeichen 
linker  Hand  sich  auf  alle  pp' p"  .  .  .  =  P  Combinationen  aller 
Werthe  von  s,  s',  s"  .  .  .  bezieht.  Zunächst  leuchtet  nun  ein,  dass 
je  zwei  verschiedenen  dieser  Combinationen  auch  zwei  nach  dem 
Modulus  P  incongruente  Werthe  von  m  entsprechen;  denn  aus 


302  Supplement  I.  §.  ii6. 

sQ^s'Q'^s"Q"-\--^-  =  tQ-^t'Q'-^r  t"  Q"  -f  •  •  •  (mod.P) 
würde,    da  §',  Q"  -  -  -  sämmtlich  ^  0  (mod.  p)  sind,  folgen,  dass 

sQ^tQ  (mod.  p), 
und,  da  Q  relative  Primzahl  zu  p  ist,  auch 

s  ^  t  (mod.  p) 
wäre;  ähnlich  würde  aus  derselben  Annahme  gleichzeitig 

s'  =  t'  (mod.  p'y,     s"  ^  t"  (mod.  p")  .  .  . 
folgen,    so  dass   also  die   beiden  Combinationen  s,  s',  s"  .  .  .  und 
t,  t\  t"  .  .  .  identisch  wären.     In  der  That  durchläuft  also  m  ein 
vollständiges  Restsystem  in  Bezug   auf  den   Modulus  P.     Ferner 
ist  nun 

g)=c«^''^'r'^""-)=(f)=(j)(f) 

und  ebenso 

m\  /  s' 

j)  "^  V? 
folglich  auch,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  multiplicirt, 

'"^lX  -  (1\  (^\('1\      (Q\  {91\  {91  \ 
f)  ~  \pJ\i>'J  \p")  '"KpJKp'JKp")'" 

Multiplicirt  man  daher  beide  Seiten  der  obigen  Gleichung  (2)  mit 

/Q\fQ'\{Q" 

so  erhält  man 


P'P  \p")-\p")\f) 


p  /  Vj)'  /  \p" 


/m\  »'^'     fQ\[Q'\{Q"\         l'h 


ni)^  =Kjmm)---\w^''-''''^''^ 


1\2 


wo  rechts  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.     Da  nun  ferner 

KpJ^XPjKp 

P")''\P")\P 
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ist,  so  erhält  man  durch  Multiplication 

(I)  (f )  ©  —  n  ©  (f  > 

WO  das  Productzeichen  Yl  sich  auf  alle  möglichen  Paare  von  je 
zwei  verschiedenen  Primzahlen  p^  p'  bezieht.  Da  nun  nach  dem 
Reciprocitätssatze 

ist,  so  erhält  man 

(Q\  fQ!\  (9^\  .  .  .  _  i2^i/2(f>-i).y2(p'-i), 

wo  das  Summenzeichen  rechter  Hand  sich  wieder  auf  alle  Com- 
hinationen  von  je  zwei  verschiedenen  Primzahlen  p^  p'  bezieht;  es 
ist  ferner 


.(VT  +  '^^ 


2  2 


^p-i  ,  y-1  ,  y-1  I  ..  ^' 


2 
folglich 

2h7ti 

Da  endlich  (vergl.  §.  46) 

p  =  (i  +  (^-i))(i  +  (y-i))(i+(i)"-i))... 

=  1  4-  (i?-  1)  +  (p'-\)  +  (i>"-  1)  +  •  •  •  (mod.  4) 
und  folglich 

P-1         ü  — 1     ,    p'  —  l    ,  p"—l     ,  /      J    o\ 


und  hieraus 


P— 1\2_/^_1       /— 1       /^— 1 


2      y  ~V     2       '        2        '         2 
ist,  so  ergiebt  sich  schliesslich 


+  ^V^+^-^---     (mod.  4) 


worin  der  zu  beweisende  Satz  besteht.  Nimmt  man  h^O (mod. P), 
so  erhält  man  wieder  den  (in  §.  52,  I.  bewiesenen)  Satz 

.(f)  =  o. 


II.    Ueber  den  Grenzwerth.  einer  unendlichen  Reihe. 


§•  117- 

Lehrsatz:  Sind  a  und  h  zwei  positive  Constanten,  so  convergirt 
die  unendliche  Reihe 

b^  +  Q  ^  (h^ay^Q  '^  (b^2ay+Q    "^  (6 -[-  3  a)i  +  ?  ^ 

für  jeden  positiven  Werth  von  p,  und  hei  unbegrenzter  Abnahme 
dieser  positiven  Zahl  q  nähert  sich  das  Product  q  S  dem  Grenz- 
werthe  a—'^. 

Beweis,  Bedeuten  x^  y  rechtwinklige  Coordinaten,  und  con- 
struiren  wir  für  einen  bestimmten  positiven  Werth  von  q  die^ 
Curve,  deren  Gleichung 

1 


y= 


x^  +  ^ 


ist,  so  hat  die  Fläche,  welche  zwischen  ihr  und  der  unendlichen 
positiven  Abscissenaxe  liegt,  von  x  ^=^  b  an  gerechnet,  den  end- 
lichen Werth 

+  00 
b 

Die  Ordinaten  der  Curve,  welche  den  Abscissen 

b,    b-^a,    b-\-2a,    b^Sa.,. 
entsprechen,  sind 
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1  1  1  1 

ihre  Fusspuncte  sind  äquiclistant  und  zerlegen  die  Abscissenaxe 
in  unendlich  viele  Stücke  von  der  Grösse  a.  Construirt  man  über 
jedem  dieser  Stücke  als  Grundlinie  ein  Rechteck,  dessen  Höhe 
gleich  der  letzten  Ordinate  in  diesem  Stück  ist,  so  haben  diese 
Rechtecke  der  Reihe  nach  den  Flächeninhalt 

a  a  a 

Da  nun  die  Ordinate  y  der  Curve  mit  stetig  wachsendem  x  stetig 
abnimmt,  so  ist  jedes  dieser  Rechtecke  kleiner  als  der  über  dem- 
selben Abscissenstück  liegende,  bis  zur  Curve  ausgedehnte  Flächen- 
streifen, und  folglich  ist  die  Summe  von  noch  so  vielen  jener 
Rechtecke  stets  kleiner  als  die  gesammte,  oben  von  der  Curve 
begrenzte  Fläche;  d.  h.  es  ist 

^  I  ^  I     ? j_  ...<J_ 

(&_|_a)i  +  ?  ^  (6-f  2a)i  +  ?  ^  (6  4-3a)i  +  ?  ^  gh^' 

oder  es  ist,  wenn  auf  beiden  Seiten  ah-^-^  addirt  wird, 

a         \      ,       a 


woraus  folgt,  dass  die  aus   lauter  positiven  Gliedern  bestehende 
Reihe  S  wirklich  für  jeden  positiven  Werth  von  q  convergirt. 

Construirt  man  nun  über  jedem  der  obigen  Abscissenstücke 
als  Grundlinie  ein  zweites  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  der  ersten 
Ordinate  in  diesem  Stück  ist,  so  sind  diese  Rechtecke,  deren 
Flächeninhalt  gleich 


a  a  a 


51  +  v'     (5-|_a)i  +  ?'    (&  +  2a)i  +  ? 

nothwendig  grösser  als  die  über  denselben  Stücken  liegenden,  bis 
zur  Curve  fortgesetzten  Flächenstreifen,  aus  dem  schon  oben  an- 
geführten Grunde,  weil  mit  wachsendem  x  die  Ordinate  y  stetig 
abnimmt.  Die  Summe  aller  dieser  Rechtecke  ist  daher  grösser 
als  die  gesammte,  oben  von  der  Curve  begrenzte  Fläche,  d.  h. 
es  ist 

Dirichlet,  Zahlentheorie.  20 
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Auf  diese  Weise  ist  der  Werth  der  unendlichen  Reihe  S  und  folg- 
lich auch  der  des  Productes  q  S  in  zwei  Grenzen  eingeschlossen ; 


es  ist  nämlich 


1  ^^         lg 


Wenn  nun  der  positive  Werth  q  unendlich  klein  wird,  so  nähert 
sich  sowohl 

-^— ,  als  auch  —7—   4-  r^rr- 

einem  und  demselben  Grenzwerth  a— ^;  mithin  muss  auch  das 
Product  Q  S  sich  demselben  Grenzwerth  a~'^  nähern,  was  zu  be- 
weisen war. 


\.  118. 


Der  soeben  bewiesene  Satz  bildet  nur  einen  speciellen  Fall 
des  folgenden,  welcher  seiner  zahlreichen  Anwendungen  wegen  von 
der  grössten  Wichtigkeit  ist: 

Es  sei  K  ein  System  von  positiven  ZaJihverthen  h,  und  T 
diejenige  unstetige  Function  von  einer  positiven  stetigen  Veränder- 
lichen f ,  welche  angiebt^  wie  viele  der  in  K  enthaltenen  Zahlwerthe 
h  den  Werth  t  nicht  übertreffen;  wenn  nun  mit  unendlich  wachsen- 
dem t  der  Quotient  T :  t  sich  einem  bestimmten  endlichen  Gren0- 
werthe  gj  nähert^  so  convergirt  die  über  alle  Werthe  h  ausgedehnte 
Heihe 


für  jeden  positiven  Werth  von  g^  und  das  Product  g  S  nähert  sich 
mit  unendlich  abnehmendem  g  demselben  Grenzwerthe  o. 

Es  wird  gut  sein,  dem  Beweise  dieses  allgemeinen  Princips*) 
einige  erläuternde  Bemerkungen  voranzuschicken.  Zufolge  der 
Bedeutung  von  T  entspricht  jedem  endlichen  Werthe  von  t  auch 


*)  Dirichlet:  Becher ches  etc.  §.1.  —  Dirichlet:  Sur  un  theoreme  relatif 
■aux  series,  Crelle's  Journal,  Bd.  53. 
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ein  endlicher  Werth  von  T;  denn  wären  in  K  unendhch  viele 
Zahlen  h  enthalten,  welche  den  endlichen  Werth  t  nicht  übertreffen, 
so  würde  auch  jedem  grösseren  Werthe  von  t  eine  unendliche  An- 
zahl T  entsprechen;  es  würde  daher  das  Verhältniss  T  -.  t  fort- 
während unendhch  gross  sein ;  dies  widerspricht  aber  der  Annahme, 
dass  T  :  t  sich  einem  endlichen  Grenzwerth  co  mit  wachsendem 
t  nähert.  Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  die  ganze  Zahl  T  nur 
dann  ihren  Werth  ändert,  wenn  t  einen  Werth  erreicht,  welcher 
einer  oder  mehreren  einander  gleichen  in  K  enthaltenen  Zahlen 
^  gleich  ist ,  und  zwar  wird  T  dann  plötzlich  um  ebenso  viele 
Einheiten  zunehmen,  als  es  Zahlen  'k  giebt,  welche  diesem  Werth 
t  gleich  sind. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wenn  K  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Zahlwerthen  Ti  besteht,  leuchtet  die  Richtigkeit  des 
obigen  Satzes  unmittelbar  ein;  denn  sobald  t  dem  grössten  dieser 
Werthe  li  gleich  geworden  ist,  bleibt  T  bei  weiter  wachsendem 
t  unverändert;  es  ist  folglich  o  ==  0;  und  da  andererseits  die 
Summe 

einen  endlichen  Werth  hat,  so  wird  auch  das  Product  qS  mit 
unendlich  kleinem  q  ebenfalls  unendlich  klein  werden. 

Ebenso  bestätigt  sich  der  allgemeine  Satz  in  dem  speciellen 
Falle,  welcher  in  dem  vorigen  Paragraphen  behandelt  ist.  Das 
System  K  besteht  dort  aus  den  sämmtlichen  Zahlen  von  der  Form 
&  -f  na,  die  den  sämmtlichen.  Werthen  0,  1,  2,  3  .  .  .  von  n 
entsprechen;  wenn  nun  t  ^=  h  A^  na  oder  >  h  -(-  na^  aber 
<h  -\-  {n  -f-  \)a  ist,  so  ist  entsprechend  T  =  n  -\-  1,  und  folg- 
lich nähert  sich  der  Quotient  T  :  t  mit  unendlich  wachsendem  ^, 
also  auch  mit  unendlich  wachsendem  7i  dem  Grenzwerth 


CO 


5 


und  in  der  That  haben  wir  gefunden,  dass  dieser  Werth  auch 
zugleich  der  Grenzwerth  des  Productes  ^  /S  ist,  wenn  die  positive 
Grösse  q  unendlich  klein  wird. 


20* 
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§•  119. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Beweise  des  allgemeinen  Satzes  über 
und  beginnen  damit,  die  in  K  enthaltenen  Zahlwerthe  Tz  ihrer 
Grösse  nach  zu  ordnen  und  mit  Indices  zu  versehen,  in  der 
Weise,  dass 

^1    ^   ^2    ^   ^3    ^   ^4   ^  ^5    •  •  • 

wird ;  dies  ist  offenbar  möglich,  da  unterhalb  eines  beliebigen  end- 
lichen positiven  Werthes  t  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Zahlwerthen  Tz  vorhanden  ist;  sind  mehrere  Zahlen  ^  gleich  gross, 
so  muss  jede  einzelne  ihren  besonderen  Index  erhalten,  so  dass 
dann  mehreren  auf  einander  folgenden  Indices  gleich  grosse  Zahl- 
werthe Ic  entsprechen. 

Sehen  wir  ab  von  dem  interesselosen  Falle,  in  welchem  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  Iz  vorhanden  ist,  so  lässt  sich 
zunächst  zeigen,  dass  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  auch  der 
Quotient 

,    _  w 

l^n  -T- 

sich  demselben  Grenzwerth  o  nähert,  und  durch  diese  Bemerkung 
wird  dann  der  allgemeine  Satz  auf  den  vorher  (§.  1 17)  behandelten 
speciellen  Fall  zurückgeführt. 

In  der  That,  wenn  d  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene 
Grösse  bedeutet,  so  kann  man  entsprechend  einen  positiven  Werth  r 
immel"  so  gross  wählen,  dass  für  alle  Werthe  t  ^  z  die  Bedingung 

T 
CO  —  6  <  —  <  G)  -\-  d 

t 

erfüllt  ist.  Es  sei  ferner  v  derjenige  Werth  von  T,  welcher  t  =  v 
entspricht,  also  kv  ^  r  <  Äv+i,  und  n  irgend  eine  der  positiven 
ganzen  Zahlen  v-j-l,  v-j-2,  v+3...;  dann  ist  jedenfalls  kn>  t 
und  wenn  mehrere  auf  einander  folgende  Grössen  Je  denselben 
Werth  wie  fc„  besitzen,  so  sei  hmi-i  die  erste,  hr  die  letzte  von 
ihnen,  also  n  eine  der  Zahlen  m  -{- 1,  m  -\-  2  .  .  .  r.  Nähert  sich 
nun  t  von  fc^  ab  wachsend  dem  Werthe  hn  immer  mehr  an,  so 
bleibt  T  =  m,  und  der  Quotient  T :  t  nähert  sich  abnehmend 
unbegrenzt  dem  Werthe  m  :  Icn^  und  da  m  <  w  ist,  so  folgt,  dass 
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ist,  sobald  t  sehr  nahe  unterhalb  hn  liegt;  für  t  =  hn  wird  aber 
T  =  r  ^  n,  und  folglich 

T 

T  ä  ^- 

Da  nun  bei  diesem  Wachsen  von  t  <  h^  his  t  =  hn>  t  der  Quo- 
tient T:t  stets  zwischen  co  —  d  und  o)  -|-  d  liegt,  und  zugleich,  wie 
eben  gezeigt  ist,  von  Werthen,  die  <  h„  sind,  auf  einen  Werth 
springt,  der  ^  hn  ist,  so  muss  auch  co  —  d<}in<G)  -\-  8  sein.  Wie 
klein  also  auch  d  sein  mag,  so  kann  n  stets  so  gross  gewählt 
werden,  dass  hn  definitiv  um  weniger  als  d  von  «  verschieden 
wird,  d.  h.  hn  nähert  sich  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  dem- 
selben Grenzwerth  co. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  lässt  sich   der  Beweis  des  allge- 
meinen Satzes  leicht  führen.     Da  nämlich 

1  hl  +  Q        hl  +  Q        hl  +  Q 

^  ^  ]c^  +  (^  ~  11  +  ?  ~^  21  +  ?  "^  31  +  ?  ~r  •  •  • 

ist,  wo  hn  mit  unendlich  wachsendem  n  sich  dem  Gren«werthe  co 
nähert  und  folglich  endlich,  d.  h.  kleiner  als  eine  angebbare  Con- 
stante  H  bleibt,  so  ist  die  Summe  S'  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe  S  kleiner  als  das  Product  aus  jffi+?  und  der  Summe  B' 
der  ersten  n  Glieder  der  folgenden  Reihe 

7?--l_    .    _i_     .    J_  4-         . 
-^        li-h^'2i  +  ?'3i  +  ?  ' 

da  nun  die  letztere  (nach  §.  117)  für  jeden  positiven  Werth  von 
Q  convergirt,  so  convergirt  auch  die  Reihe  S.  Setzt  man  nun 
S=  8'  -\-  S'\  R=B'  -^  B",  so  wird  S"  =  h^  +  Q  B",  wo  h  einen 
(jedenfalls  positiven)  Mittelwerth  aus  den  Werthen  hn  +  i^  hn  +  2'-' 
bedeutet.  Ist  daher  d  eine  beliebig  kleine  positive  gegebene  Grösse, 
und  n  so  gross  gewählt  (was  stets  möglich  ist),  dass  alle  diese 
Werthe  zwischen  oj  —  d  und  cd  -\-  d  liegen,  so  wird  auch  h,  und  für 
hinreichend  kleine  Werthe  von  q  auch  h'^  +  Q  zwischen  denselben 
Grenzen  liegen.  Da  ferner  (nach  §.  117)  das  Product  g  B"  mit 
unbegrenzt  abnehmendem  positiven  q  sich  der  Einheit  unendlich 
annähert,  so  wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  q  auch  das 
Product  qS"  =  ^1»+?  .  qB"  zwischen  den  Grenzen  0  —  ö  und 
CO  -f  d  liegen.     Da  endlich  q  S'  gleichzeitig  unendlich  klein  wird, 
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weil  S'  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  enthält,  so  wird 
für  sehr  kleine  Werthe  von  q  auch  q  S  ==  q  S'  -\-  q  S"  zwischen 
denselben  Grenzen  co  —  Ö  und  o  -f  d  liegen.  Hiermit  ist  also 
auch  bewiesen,  dass  mit  unbegrenzt  abnehmendem  q  das  Product 
qS  sich  dem  Grenzwerthe  ca  unendlich  annäherf^). 


.  *)  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  man  den  obigen  allgemeinen 
Satz  nicht  umkehren  darf.  Besteht  z.  B.  das  System  K  aus  einer  Zahl  Jc=^l 
aus  (ö  — 1)  Zahlen  Jc  =  d,  aus  {6^  —  6)  Zahlen  ^  =  6^,  aus  (Ö^  — Ö^)  Zahlen 
]c  =  d^  u.  s.  f.,  wo  ö  eine  positive  ganze  Zahl>l  bedeutet,  so  ist  für  jeden 
positiven  Werth  von  q 

"^  6/(ö?-l)' 

und  das  Product  qS  nähert  sich  mit  unendlich  abnehmendem  q  dem 
Grenzwerthe 

ö  — 1 

6  logO  ' 

während  der  Quotient  T  :  t  bei  unendlich  wachsendem  t  fortwährend  von 
dem  Werth  1  abnehmend  durch  w  hindurch  geht  bis  zu  dem  Werth  1  :  ß, 
dann  aber  sogleich  wieder  zu  dem  Werth  1  zurückspringt,  um  von  Neuem 
denselben  Veränderungsprocess  zu  erleiden  (vergl.  §.  144). 


III.   Ueber  einen  geometrischen  Satz. 


§.  120. 

In  einer  Ebene  sei  eine  vollständig  begrenzte  Figur  F  von 
allenthalben  endlichen  Dimensionen  construirt,  deren  Flächeninhalt 
wir  mit  A  bezeichnen  wollen.  Sind  ferner  X  und  Y  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Axen,  und  construirt  man  parallel  mit  ihnen 
zwei  Systeme  äquidistanter  Parallelen,  welche  ein  über  die  ganze 
Ebene  ausgebreitetes  Gitter  bilden,  so  wird,  wenn  8  der  Abstand 
je  zweier  benachbarter  Parallelen,  und  T  die  Anzahl  der  Gitter- 
puncte  ist,  welche  innerhalb  F  liegen,  das  Product  Tö^  mit 
unendlich  abnehmendem  d  sich  dem  Grenzwerthe  A  nähern*). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  das  System  der 
mit  Y  parallelen  Geraden  und  nehmen  der  Einfachheit  halber  an, 
dass  jede  derselben  die  Begrenzung  der  Figur  nur  zweimal  schnei- 
det; bezeichnen  wir  mit  h  die  Länge  des  innerhalb  F  liegenden 
Stückes  irgend  einer  solchen  Parallelen,  so  ist  hd  nahezu  der 
Flächeninhalt  des  zwischen  dieser  und  der  folgenden  Parallelen 
enthaltenen  Theiles  der  Fläche  JP,  und  es  wird  in  der  Lehre  von  der 
Quadratur  bewiesen,  dass  die  Summe  aller  dieser  Rechtecke  hd 
sich  mit  unendlich  abnehmendem  8  dem  wahren  Flächeninhalt  A 
der  Figur  unbegrenzt  nähert.  Bezeichnen  wir  nun  mit  n  die  An- 
zahl der  auf  h  liegenden  Gitterpuncte  (wobei  es  gleichgültig  ist, 
ob  ein  zufällig  auf  der  Begrenzung  von  F  liegender  Gitterpunct 
mitgezählt  oder  ausgeschlossen  wird),  so  besteht  h  aus  {n  —  1) 
Stücken  =  8  und  aus  einem  Rest,  welcher  höchstens  -=2  8  ist, 


*)  Birichlet:  Mecherehes  etc.  §.  1. 
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so  dass  wir  h  =  nd  -j-  ed  setzen  können,  wo  s  einen  positiven 
oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet.     Es  ist  daher : 

es  ist  ferner,  da  £  absolut  genommen  höchstens  =  1  ist,  die  Summe 
^  sd  höchstens  gleich  der  endlichen  Ausdehnung  der  Figur  F  in 
der  Richtung  der  Axe  X,  und  es  wird  daher  d^eö  mit  d  gleich- 
zeitig unendlich  klein.  Folglich  nähert  sich  das  Product  Td^ 
demselben  Grenzwerthe  A,  welchem  sich  ^hö  nähert;  was  zu 
beweisen  war. 

Es  leuchtet  übrigens  ein,  dass  dieser  Satz  nicht  an  die  Be- 
schränkung gebunden  ist,  nach  welcher  die  Parallelen  mit  der 
Axe  Y  nur  einmal  in  die  Figur  F  ein-  und  nur  einmal  aus  ihr 
austreten.  Man  kann  immer  die  Figur  F  als  ein  Aggregat  von 
positiven  und  negativen  Flächentheilen  ansehen,  welche  einzeln 
der  angegebenen  Bedingung  genügen;  und  wendet  man  auf  jeden 
einzelnen  Theil  den  Satz  an,  so  ergiebt  sich  daraus  sofort  die 
Kichtigkeit  desselben  für  die  ganze  Figur  F. 


IV.   lieber  die  GescMecliter ,  in  welche  die  Classen  der 
quadratischen  Formen  von  bestimmter  Determinante 

zerfallen*). 


§.  121. 

Ist  (a,  &,  c)  eine  quadratische  Form  von  der  Determinante 
&2 — ac  =  D,  und  sind  >^,  n'  irgend  zwei  durch  diese  Form  dar- 
stellbare Zahlen  (wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  die  darstellenden 
Zahlen  relative  Primzahlen  sind  oder  nicht),  so  lässt  sich  das  Pro- 
duct  nn'  stets  in  die  Form  x^  —  Dy^  bringen,  wo  x  und  y  ganze 
Zahlen  bedeuten ;  denn  aus  der  Annahme 

folgt  (nach  §.  54),  dass  die  Form  (a,  &,  c)  durch  die  Substitution 
("'  '5)  in  eine  Form  (w,  x^  n')  übergeht,  deren  Determinante  x^  —  nn' 
von  der  Form  Dy'^  ist.  Aus  dieser  Bemerkung  lassen  sich  folgende 
Schlüsse  ziehen**). 

1.  Ist  /  eine  ungerade  in  D  aufgehende  Primzahl,  so  hat  für 
alle  durch  l  nicht  theilbaren  Zahlen  n,  welche  durch  die  Form 
(a,  &,  c)  darstellbar  sind,  das  Symbol 

n 
1 

einen  und  denselben  Werth.  Denn  sind  n  und  n'  irgend  zwei 
solche   durch  l  nicht  theilbare  und   durch  (a,  b,  c)   darstellbare 


*)   DiricJüet :  Becherches  sur  diverses  applications  etc.  §§.  3,  6  (Crelle's 
Journal,  Bd.  19). 

**)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  artt.  229  —  231. 
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Zahlen,  so  folgt  aus  nn'  ■=  x'^  —  -^2/^5  ^^^^  nn'  ^  x"^  (mod.  Z), 
und  folglich 

(!^)  =  +  1,    also    (^)  .  (^) 

ist. 

2.  Ist  i)  ^  3  (mod.  4),  so  hat  für  alle  ungeraden,  durch  die 
Form  darstellbaren  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(_l)V2(n-l) 

einen  und  denselben  Werth.  Denn  sind  n  und  n'  irgend  zwei 
solche  ungerade  Zahlen,  so  ist 

nn'  ^=  x'^  —  Diß  ^  x'^  -\-  iß  (mod.  4); 

da  ferner  nn'  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  muss  eine  der  beiden 
Zahlen  x,  y  gerade,  die  andere  ungerade  sein;  hieraus  folgt 
nn'  ^  1  (mod.  4),  also  auch  n  ^  n'  (mod.  4),  und  hieraus 

( iy/2(n-l)    —3  (_  iy/2(n'-l)^ 

3.  Ist  D  ^  2  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(_  ly/An^-i) 

einen  und  denselben  Werth.     Denn  aus 

nn'  —  x'^  —  Diß  ^  x^  —  2if  (mod.  8) 

folgt,  da  X  ungerade  ist,  nn' ^^1  (mod.  8),  also  auch  w^  +  n' 
(mod.  8),  woraus  die  obige  Behauptung  sich  unmittelbar  ergiebt. 

4.  Ist  D  ^  6  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 

(_  iy/2(«-i)  +  V8(«2-i) 

einen  und  denselben  Werth.     Denn  aus 

nn'  =  x^  —  Dif  =  ;r2  4-  21/2  (mod.  8) 

folgt,  da  X  ungerade  ist,  nn'  ^  1  oder  ^  3  (mod.  8),  je  nach- 
dem y  gerade  oder  ungerade  ist;  dann  ist  entsprechend  n  ^  n' 
oder  ^  3  n'  (mod.  8),  und  man  findet  leicht,  dass  in  beiden  Fällen 

n—1    ,    n^  —  l        n'—l     ,    n'^—1   ,      ,    ^, 
--^  +  -g-  ^  -^-  +  — ^  (mod.  2) 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

5.  Ist  D  ^  4  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  der  Ausdruck 
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(_  l)V2(n-l) 

einen  und  denselben  Werth.     Denn   aus  nn'  =  x"^  —  Dy"^  folgt, 
da  X  ungerade  ist,  nn'  ^  1  (mod.  4),  also  n  ^  n'  (mod.  4). 

6.    Ist  D  ^  0  (mod.  8),  so  hat  für  alle  durch  dieselbe  Form 
darstellbaren  ungeraden  Zahlen  n  jeder  der  beiden  Ausdrücke 
(_l)y2(n-i)    und    (— l)V8(n2-i) 

für  sich  einen  unveränderlichen  Werth.    Denn  aus 
nn'  z=  x'^  —  By^  =  ic2  =  1  (mod.  8) 
folgt  n  ^  n'  (mod.  8). 


§.  122. 

Auf  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  beruht  die  Ein- 
theilung  der  quadratischen  Formen  einer  gegebenen  Determinante 
D  in  Geschlechter;  wir  beschränken  uns  hier  auf  die  ursprüng- 
lichen Formen,  weil  das,  was  für  sie  gilt,  leicht  auf  die  anderen 
Formen  übertragen  werden  kann;  ausserdem  betrachten  wir  für 
den  Fall  einer  negativen  Determinante  nur  positive ,  d.  h.  solche 
Formen,  deren  äussere  Coefficienten  positiv  sind.  Es  sei  also 
(a,  &,  c)  eine  ursprüngliche  Form  der  öten  Art  (§.  61),  so  wissen 
wir  (§.  93),  dass  man  den  Variabelen  derselben  stets  solche  Werthe 
x^  y  beilegen  kann,  dass 

ax^  -f  2bxy  -\-  cy^ 


0 


n 


positiv  und  relative  Primzahl  zu  2Z)  wird;  dabei  ist  es  gleich- 
gültig, ob  X  und  y  relative  Primzahlen  zu  einander  sind  oder 
nicht.  Bezeichnet  man  nun  mit  l,  l',  l"  .  .  .  alle  von  einander 
verschiedenen  in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen,  so  hat 
für  alle  durch  eine  und  dieselbe  Form  (a,  &,  c)  erzeugten  Zahlen 
ön  jedes  der  Symbole 

6  n\      /6  n\      /ö  n 


und  folglich  auch  jedes  der  Symbole 
/  n  \      /  ^  V     /  ^^ 
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für  sich  einen  unveränderlichen  Werth;  ist  ferner  B  nicht  ^  1 
(mod.  4),  also  0  =  1,  so  gilt  dasselbe,  je  nachdem  D^3  (mod.  4), 
D  =  1  (mod.  8),  T)=  6  (mod.  8),  D  =  4  (mod.  8),  D  =  ^  (mod.  8) 
ist,  entsprechend  von  dem  Ausdruck 

(_l)V2(n-l)^       (_  iy/8(«2-i)^        ^_j^y/2(n_i)+i/8(n2-i)^        (_  lyACw-l) 

oder  von  jedem  der  beiden  Ausdrücke 

(_l)V2(n-l)      und      (_l)V8(n'-^-l). 

Die  Anzahl  dieser  Ausdrücke 

(t)'    (f  )•■•(- 1)'«"-«  u.  s.  w., 

die  wir  die  CharaUere  G  nennen  wollen,  hängt  nur  von  der  De- 
terminante D  ab  und  soll  im  Folgenden  immer  mit  A  bezeichnet 
werden;  offenbar  ist  A  gleich  der  Anzahl  der  in  D  aufgehenden 
ungeraden  Primzahlen  Z,  T,  T'  .  .  .,  wenn  D  ^1  (mod.  4);  in  den 
übrigen  Fällen  mit  Ausnahme  von  D  ^  0  (mod.  8)  ist  sie  um  1 
und  im  Falle  D  ^  0  (mod.  8)  ist  sie  um  2  grösser.  Das  System 
der  bestimmten  Werthe  +  1,  welche  diesen  l  Charakteren  G  für 
eine  bestimmte  Form  (a,  h,  c)  zukommen,  wollen  wir  den  Total- 
GharoMer  dieser  Form  nennen.  Nach  dem  Ausfall  dieses  Total- 
Charakters  theilen  wir  sämmtliche  ursprüngliche  Formen  von 
gleicher  Determinante  und  gleicher  Art  in  Geschlechter  ein,  indem 
wir  je  zwei  Formen  in  dasselbe  Geschlecht  oder  in  zwei  verschie- 
dene Geschlechter  werfen,  je  nachdem  der  Total  -  Charakter  der 
einen  Form  mit  dem  der  anderen  identisch  ist  oder  nicht;  ein 
Geschlecht  ist  hiernach  der  Inbegriff  aller  ursprünglichen  Formen 
von  gleicher  Determinante  und  gleicher  Art,  für  welche  jeder  der 
A  Charaktere  G  für  sich  genommen  denselben  Werth  besitzt.  Da 
nun  alle  Zahlen  <3  w,  welche  durch  eine  bestimmte  Form  darstellbar 
sind,  auch  durch  alle  mit  ihr  äquivalenten  Formen  dargestellt 
werden  können,  so  gehören  alle  Formen  einer  und  derselben 
Glasse  auch  in  ein  und  dasselbe  Geschlecht;  ein  Geschlecht  ist 
daher  immer  der  Inbegriff  einer  bestimmten  Anzahl  von  Formen- 
Classen.  Da  ferner  jeder  der  A  Charaktere  G  zwei  einander 
entgegengesetzte  Werthe  haben  kann,  so  leuchtet  ein,  dass  die 
sämmtlichen  ursprünglichen  Formen  von  einer  gegebenen  De- 
terminante D  und  von  der  öten  Art  höchstens  2^  verschiedene 
Geschlechter  bilden  können. 

Wir  bemerken  nun  noch,  dass  die  äusseren  Coefficienten  einer 
Form  immer  durch  diese  Form  dargestellt  werden,  wenn  man  der 
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einen  Variabein  den  Werth  1,  der  anderen  den  Werth  0  beilegt; 
mithin  können  die  Charaktere  dieser  Form,  immer  aus  einem  dieser 
beiden  Coefficienten  erkannt  werden. 

Beispiel  1 :    Für  die  Determinante  D  =  —  35  ^  1  (mod.  4) 
bilden  (§.  67)  die  sechs  Formen 

(1,  0,  35),     (5,  0,  7),     (3,  ±  1,  12),     (4,  ±  1,  9) 

ein  vollständiges  System  nicht  äquivalenter  (positiver)  Formen  der 
ersten  Art,  und  die  beiden  Formen 

(2,  1,  18),     (6,  1,  6) 

ein  solches  Formensystem  der  zweiten  Art.  Um  diese  Formen 
(oder  die  durch  sie  repräsentirten  Classen)  in  Geschlechter  einzu- 
theilen,  haben  wir  die  beiden  Charaktere 


(t)  -  (t) 


zu  betrachten,  und  da  A  =  2  ist,  so  sind  für  jede  der  beiden 
Formenarten  höchstens  vier  Geschlechter  zu  erwarten.  Die  wirk- 
liche Untersuchung  ergiebt  als  Resultat  folgende  Tabelle 


(a,  b,  c) 

(t) 

(f) 

(1,  0,  35) 

+ 

+ 

(5,  0,  7) 



(3,  ±1,12) 

(4,  +  1,  9) 

+ 

-H 

(2,  1,  18) 

+ 

+ 

(6,  1,  6) 



Es  zeigt  sich  also,  dass  jedes  der  beiden  Systeme  nur  in  gwei  ver- 
schiedene Geschlechter  zerfällt;  die  drei  Formen 

(1,  0,  35),    (4,  ±  1,  9) 
bilden  ein  Geschlecht,  dessen  Total-Charakter  durch 


(t)  =  +  '.  (f)  =  +  ' 
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bestimmt  ist;  die  drei  anderen  Formen 

(5,  0,  7),     (3,  +  1,  12) 
bilden  ein  zweites  Geschlecht,  dessen  Total-Charakter  durch 

n  \  /  n 

~5)~^    '    VT 

bestimmt  ist.  Und  jede  der  beiden  Formen  der  zweiten  Art  bildet 
ein  Geschlecht  für  sich. 

Beispiel  2 :    Für   die   Determinante   D  =  —  5^3  (mod.  4) 
bilden  (§.  71)  die  beiden  Formen 

(1,0,5),    (2,1,3) 

ein  vollständiges  System  nicht  äquivalenter  (positiver)  Formen ;  um 
sie  in  Geschlechter  einzutheilen,  müssen  wir  die  beiden  Charaktere 

(_l)y.f«-i)     und    {^\ 
betrachten.    Der  Form  (1,  0,  5)  entspricht 

(_l)'/.(n-l)   =   +    1,      (f)=+    1, 

und  der  Form  (2,  1,  3)  entspricht 

Jede  dieser  beiden  Formen  bildet  also  ein  Geschlecht  für  sich; 
da  A  =  2  ist,  so  ist  auch  hier  die  Anzahl  der  Geschlechter  nicht 
=  2^,  sondern  nur  =  2^— 1. 

Beispiel  3:     Für    die    Determinante   D  =  24  ^  0  (mod.  8) 
findet  man  leicht  (nach  §§.  75,  78,  82),  dass  folgende  vier  Formen 

(1,  4,  —8),     (-  1,  4,  8),     (3,  3,  -  5),     (-  3,  3,  5) 

ein  vollständiges  Formensystem  bilden;  es  sind  hier  die  folgenden 
drei  Charaktere  zu  betrachten: 

(_i)V2(n-i),    (_i)V8(««-i),    f:!L\- 

der  ersten  der  obigen  Formen  entspricht 

(_l).A(n-l)  =  +   1,      (_  l)V»(»'-i)  =  +   1,     (|:)  =  4-   1; 

der  zweiten 

(_  1)V.(«-1)    =  _   1,       (_l)VB(n-l)    =    -I-    1,      (±^  =  -l'^ 
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der  dritten 

(_  1)V.(«-1)    =  _    1,      (_  l)VB(n-l)  ^  _    1,       (^^^  ^    4.    1. 

und  der  vierten 

(_l)V.(n-l)  =   -I-    1,       (-  l)V8(«^-l)  =   -    1,       f^\  ==  -   1. 

Auch  hier  zeigt  sich  also,  dass  die  Anzahl  der  wirklich  vorhan- 
denen Geschlechter  nicht  ==  2^,  sondern  nur  =  2^-^  ist. 


§.  123. 

Mit  Hülfe  des  Beciprocitätssat^es  lässt  sich  nun  in  der  That 
nachweisen,  dass  die  Anzahl  der  verschiedenen  Geschlechter  höch- 
stens ==  2^~\  ist.  Wir  setzen  D  =  D'  S'^^  wo  5 2  das  grösste  in 
D  aufgehende  Quadrat  bezeichnet,  und  legen  den  Buchstaben 
d\  6,  P  dieselbe  Bedeutung  in  Bezug  auf  D'  bei,  welche  sie  in 
§.  52  in  Bezug  auf  die  dort  mit  D  bezeichnete  Zahl  erhalten 
haben.     Dann  wird 

n  J        \n  J  \P 

wo  n  jede  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  relative 
Primzahl  zu  2  D  ist.  Da  nun  die  Determinante  D  keine  Quadrat- 
zahl, also  D'  nicht  =1  ist,  so  kann  auch  nicht  gleichzeitig 
ö=+l,£=4-l  und  P  =  l  sein ,  und  hieraus  folgt  leicht, 
dass  der  Ausdruck 

entweder  einer  der  Charaktere  C  selbst,  oder  ein  Product  aus 
mehreren  dieser  Charaktere  ist;  bezeichnen  wir  diese  Charaktere 
mit  C  und  ihr  Product  mit  Yl  C\  so  ist  also  stets 

sobald  n  positiv  und  relative  Primzahl  zu  2  D  ist.  Da  nun  durch 
jede  ursprüngliche  Form  der  ötenArt  stets  Zahlen  (5n  dargestellt 
werden  können,  in  welchen  n  dieser  Bedingung  genügt  (§.  93), 
und  zwar  solche  Zahlen  öw,  von  welchen!)  quadratischer  Rest  ist 
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(§.  60),  so  ergiebt  sich,  dass  der  Total-Charakter  einer  jeden  Form 
so  beschaffen  ist,  dass  stets 

und  niemals  H  C'  =  —  1  wird.  Da  nun  unter  den  sämmtlichen 
2^  Zeichencombinationen,  welche  man  erhält,  wenn  man  jedem  der 
A  Charaktere  C  sowohl  den  Werth  -j-  1  wie  den  Werth  —  1  bei- 
legt, ojffenbar  die  Hälfte  so  beschaffen  ist,  dass  fl  C"  ==  —  1  wird, 
so  folgt,  dass  diesen  Zeichencombinationen  oder  Total-Charakteren 
keine  wirklich  existirenden  Formen  entsprechen  können.  Mithin 
ist  die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter  höchstens 
=  2^-\ 

Im  Folgenden  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  allen  denjenigen 
Total-Charakteren,  welche  in  üebereinstimmung  mit  der  oben  an- 
gegebenen Relation  sind,  wirklich  existirende  Formen  entsprechen, 
dass  also  die  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen  Geschlechter  =  2^—^ 
ist,  und  ausserdem,  dass  jedes  Geschlecht  eine  gleiche  Anzahl  von 
Formen-Classen  enthält. 


§.  124. 

Wir  wollen  wieder  (wie  in  §.  89)  mit  n  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  bezeichnen,  die  relative  Primzahlen  zu  2Z)  sind,  ferner 
mit  m  alle  diejenigen  Zahlen  n.  von  welchen  B  quadratischer  Rest 
ist,  und  mit  ^  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  in  m 
aufgehenden  Primzahlen.  Es  sei  ferner  t^  {n)  eine  der  Bedingung 
tl)  {n')  tl)  (n")  =  i^  (n'  n")  genügende  Function,  so  ist  stets 

2  n^{n^)  2  2^t^(m)  =  l^(n)  2  {—\  1/;(l^), 

vorausgesetzt,  dass  die  hier  vorkommenden  unendlichen  Reihen 
bestimmte  von  der  Anordnung  der  Glieder  unabhängige  Werthe 
haben.  Offenbar  geht  diese  Gleichung  durch  die  Specialisirung 
1^  (n)  =  n-^  in  die  Endgleichung  des  §.  89  über,  und  sie  könnte 
auch  genau  auf  dieselbe  Art  wie  diese  bewiesen  werden.  Wir 
ziehen  hier  folgende  Verification  vor. 

Verfährt  man,  wie  in  §.  91,  so  erhält  man  durch  Ausführung 
der  Multiplication  der  beiden  unendlichen  Reihen  auf  der  rechten 
Seite 
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2l    7-„{^'(^), 


y^^ 


WO 

ist,  und  d  alle  Divisoren  der  Zahl  n  durchlaufen  muss.  Denkt 
man  sich  nun  die  Zahl  n  dargestellt  als  Product  von  Primzahl- 
potenzen Ä^  B  .  .  .  und  bezeichnet  man  mit  a  alle  Divisoren  von 
.4,  mit  b  alle  Divisoren  von  B  u.  s.  w.,  so  leuchtet  ein,  dass  t„ 
das  Product  aus  den  Summen 

ist.     Wenn  nun  z.  B.  J.  =  (/",  und  q  eine  Primzahl  ist,  so  wird 

D 


H¥)-  +  '' 


V  f _]::==  1     oder     r=  0, 


wenn  Z)  quadratischer  Rest  von  q  ist ;  ist  dagegen  D  Nichtrest  von 
5,  so  wdrd 

-) 

a  J 

je  nachdem  cc  gerade  oder  ungerade,  d.  h.  je  nachdem  A  ein  Qua- 
drat oder  kein  Quadrat  ist.  Bezeichnet  man  daher  mit  li  alle  die- 
jenigen Zahlen  w,  in  welchen  nur  solche  Primfactoren  aufgehen, 
von  denen  D  Nichtrest  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  jede  Zahl  w,  für 
welche  r«  von  Null  verschieden  ausfällt,  von  der  Form  mW^  ist; 
und  zwar  ist  dann  r„  gleich  der  Anzahl  x^  aller  Divisoren  von  m. 
Da  ferner  tl^ (mh-)  =  i^  (m)  jp  (k^)  ist,  so  wird  die  rechte  Seite 
unserer  Gleichung  gleich 

V  r,„  ^  (mk^)  r=  V  t/..  (k2)  .  ^  r„,  i/;  (m). 

Wir  wenden  uns  nun  zur  linken  Seite;   da  jede  Zahl  n  von 
der  Form  km  ist,  so  ergiebt  sich  zunächst 

und  folglich  braucht  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass 

2  ^  (/w2)  V  2"  ^  {m)  =  V  r^  1/;  (m) 
ist'').     Führen  wir  links   die   Multiplication   aus,  indem  wir  all6 
Glieder  des  Productes,  welche  denselben  Factor  i/^(m)  enthalten, 
in  ein  einziges  zusammenfassen,  so  erhalten  wir  ein  Resultat  von 
der  Form 
•  2  T'mi(rn), 

*)  Der  gemeinschafthche  Werth  beider  Seiten  ist  das  Quadrat  von2^«/'(m), 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  21 


322  Supplement  IV.  §.  124. 

wo  der  Coefficient 

aus  ebenso  vielen  Gliedern  besteht,  als  die  Zahl  ni  quadratische 
Divisoren  Ö'^  besitzt,  und  wo  die  Zahl  v  für  jede  Zerlegung  von 
der  Form  m  =  so-  angiebt,  wie  viele  verschiedene  Primzahlen  in 
s  aufgehen.  Es  braucht  daher  jetzt  nur  noch  nachgewiesen  zu 
werden,  dass  t'm  =  "^m  ist,  d.  h.  es  muss  folgender  Satz  bewiesen 
werden : 

Zerlegt  man  eine  ganze  positive  Zahl  m  auf  alle  mögliche 
Arten  in  zwei  Factoren,  von  denen  der  eine  ein  Quadrat  ö^  ist, 
und  bezeichnet  man  mit  v  jedesmal  die  Anzahl  der  in  dem  anderen 
Factor  a  aufgehenden  von  einander  verschiedenen  Primzahlen,  so 
ist  ^  2  ^'  gleich  der  Anzahl  r^  aller  Divisoren  der  Zahl  m. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  aber 
leicht  auf  folgende  Weise.     Ist 

m  =  a"h^^ cy  .  .  ., 
wo  a^  h^  c  .  .  .  von  einander  verschiedene  Primzahlen  bedeuten,  so 
ist  jeder  Divisor  a  von  der  Form 

a  ^  AB  C  ,  ,  ., 
wo  tI,  5,  (7  .  .  .  resp.  irgend  welche  Glieder  aus  den  Reihen 

a",  a"-2,  a«-*  .  .  . 
&^  &.^-2,  h?-^  .  .  . 
cy,     c>'-2,      c^-^  .  .  . 

n.  s.  w.  bedeuten,  welche  so  weit  fortzusetzen  sind,  als  die  Ex- 
ponenten nicht  negativ  werden.  Lässt  man  nun  jedem  Factor 
A^B,G  .  .  .  resp.  einen  Factor  Ä\B\  C  .  .  .  entsprechen,  welcher 
=  2  oder  =  1  ist,  je  nachdem  der  entsprechende  Exponent  >  0 
oder  =  0  ist,  so  wird 

2''  =  Ä'  B'  C  .  .  ., 
und  folglich 

V  2^  =  V^'  .  V  j5^  V  0'  .  .  .; 

da  aber,  wie  unmittelbar  einleuchtet, 

V  ^'  =  «  -f  1,     ^B'  =  ß  -^  l,     }l  0'  =  y  +  1  .  .  , 

ist,  so  findet  man 

S  2''  =  («  +  \){ß  -f  l)(r  -f  1)  .  .  .  =  r,„, 

was  zu  beweisen  war. 
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Die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichung  ist  also  hiermit  eben- 
falls erwiesen. 

Bei  einer  aufmerksamen  Prüfung  der  vorstehenden  Ableitung 
wird  man  leicht  den  Zusammenhang  zwischen  ihr  und  dem  (in  §.91 
aufgestellten)  Satze  über  die  sämmtlichen  Darstellungen  einer  Zahl 
6n  durch  das  vollständige  System  S  der  ursprünglichen  Formen 
der  öten  Art  erkennen,  und  man  wird  auf  diese  Weise  zu  einem 
sehr  einfachen  Beweise  dieses  letzteren  Satzes  gelangen,  wenn  man 
von  dem  in  §.  60  oder  §.  86  gewonnenen  Resultat  ausgeht,  dass 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Gruppen  von  eigentlichen  Darstellungen 
einer  Zahl  6  m  durch  die  Formen  des  Systems  >S  gleich  2"  ist,  wo 
^  die  Anzahl  der  verschiedenen  in  m  aufgehenden  Primzahlen 
bedeutet. 

Schliesslich  bemerken  wir,  dass  der  Satz  sich  bedeutend  ver- 
allgemeinern lässt,  wenn  man  statt  des  in  ihm  vorkommenden 
Jacobi'schen  Symbols  irgend  eine  Function  d(n)  einführt,  welche 
der  Bedingung  ß  (n')  6  (n")  ==  0  (n'  n")  genügt  und  nur  eine  end- 
Uche  Anzahl  verschiedener  Werthe  besitzt. 


§•  125. 

Nach  §.  123  zerfallen  die  sämmtlichen  (positiven)  Formen  von 
der  Determinante  D  und  von  der  öten  Art,  und  also  auch  die 
sämmtlichen  h  Formenclassen  in  höchstens  r  =  2^—^  verschiedene 
Geschlechter,  deren  Total-Charaktere  sämmtlich  der  Bedingung 

n  c  =  -h  1 

genügen,  und  die  wir  mit 

Gl,  G2  .  '  '  Gt 
bezeichnen  wollen;  die  Anzahl  der  Formen -Classen,  welche  diese 
Geschlechter  enthalten,  sollen  entsprechend  mit 

bezeichnet  werden,  so  dass  also,  wenn   eins   dieser  Geschlechter, 

z.  B.  Gr,  nicht  wirklich  vorhanden  sein  sollte,  ^^  =  0  zu  setzen 

ist.     Es  soll  nun  gerade  im  Folgenden  gezeigt  werden,  dass  dies 

niemals  eintritt,  dass  also  diese  r  Geschlechter  wirklich  existiren^ 

und  ausserdem,  dass  sie  alle  gleich  ^;^e/e  Formen-Classen  enthalten, 

dass  also 

h 
9i  =  92  =  9-6  •  •  •  "=  - 

ist. 

21* 
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Zu  diesem  Zweck  benutzen  wir  die  im  vorigen  Paragraphen 
bewiesene  Gleichung*),  indem  wir 

setzen,  wo  %(n)  irgend  eins  der  2^  =  2r  Glieder  der  Summe  be- 
deutet, welche  durch  die  Entwicklung  des  über  alle  A  Charaktere 
C  erstreckten  Productes 

n(i  +  c) 

entsteht;  der  Bedingung  z/;  (w)  1^  (^/)  =  i/^  (>^  w')  geschieht  offen- 
bar durch  jede  solche  Specialisirung  Genüge,  denn  alle  Factoren 
C.  aus  denen  eine  solche  Function  %  (n)  zusammengesetzt  ist, 
genügen  derselben  Bedingung.  Da  ausserdem  x(n)  für  jede  Zahl  w, 
die  relative  Primzahl  z\i  2  D  ist,  =  +  1  ist,  so  convergiren  die 
vier  in  der  Gleichung  vorkommenden  unendlichen  Reihen  unab- 
hängig von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  für  jeden  positiven  Werth 
s  >  1.  Es  ist  also  unter  dieser  Annahme,  da  x(n^)  =  %{n)  %{n) 
=  +  1  ist. 

Denken  wir  uns   nun  wieder  (wie  in  §.  88)  ein  vollständiges 
System  S  von  h  Formen 

■  (a,  &,  c),  (a\  b\  c')  .  .  . 
von  der  Determinante  D  und  von  der  öten  Art  aufgeschrieben, 
und  unterwerfen  wir  die  Variabelen  x^  y  jeder  Form  den  dort 
angegebenen  Bedingungen  I.,  II.,  III.,  so  wird  jede  Zahl  6m  im 
Ganzen  auf  %  .  2"  verschiedene  Arten  erzeugt,  wo  oc  die  ebenda- 
selbst festgesetzte,  nur  von  D  und  6  abhängige  Bedeutung  hat. 
Die  sämmtlichen  h  Formen  des  Systems  S  zerfallen  nun  in  zwei 
Gruppen,  nämlich  in  eine  Gruppe  von  H  Formen,  die  wir  mit 
(a,  ö,  c)  bezeichnen  wollen,  für  welche  %  (m)  =  -}-  1  ist ,  und  in 


*)  Auch  ohne  Hülfe  derselben  gelangt  man  auf  einem  etwas  kürzeren, 
wenn  auch  principiell  nicht  verschiedenen  Wege  zum  Ziele,  wenn  man  von 
der  aus  §.91  folgenden  Gleichung  x-2'Tn'/'(w)  =  •^»/'M  ausgeht,  wo  rp  eine 
willkürliche  Function,  und  ay  alle  die  Zahlen  bedeutet,  welche  durch  das 
System  der  Formen  {a,h,c)  unter  den  Bedingungen  I.,  II.  des  §.90  erzeugt 
werden.  Setzt  man  dann  \p{n)  =  n— «  n{l  -\-yrC),  wo  yr  den  Werth  des 
Charakters  C  im  Geschlechte  Gr  bedeutet,  so  wird  dies  letztere  rechts  so- 
fort isolirt,  während  der  Grenzprocess  auf  der  linken  Seite  für  jeden  Be- 
standtheil  Cr  '/  (n)  des  Productes  n{l-\-  yr  C)  einzeln  ausgeführt  werden  kann. 
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eine  zweite  Gruppe  von  H'  Formen,  die  wir  mit  {a\  b\  c')  bezeich- 
nen wollen ,  für  welche  %  (m)  =  —  1  ist.  Offenbar  werden  auf 
diese  Weise  alle  gr  Formen  des  Systems  5,  welche  einem  und  dem- 
selben Geschlecht  Gr  angehören,  auch  einer  und  derselben  dieser 
beiden  Gruppen  zugetheilt;  denn  für  alle  diese  Formen  hat  jeder 
Factor  C  von  x(m)  für  sich  genommen  und  folglich  auch  x(m) 
selbst  einen  und  denselben  Werth.  Und  umgekehrt  leuchtet  ein, 
dass  alle  Zahlen  öm,  denen  %(w)  =  -i-  1  entspricht,  ausschliess- 
lich durch  Formen  der  ersten  Gruppe,  und  alle  Zahlen  öm,  denen 
^  (m)  ==  —  1  entspricht,  ausschliesslich  durch  Formen  der  zweiten 
Gruppe  erzeugt  werden.     Mithin  ist 


_      ,'a'x^  +  1h' xy  +  c'«/2 


2'" 
%  Yii  (w)  —  = 


wo  auf  der  rechten  Seite  die  den  i?  Formen  (a,  &,  c)  der  ersten 
Gruppe  entsprechenden  Doppelsummen  mit  positivem  Vorzeichen, 
und  die  den  H'  Formen  {a\  b\  c')  der  zweiten  Gruppe  entsprechen- 
den Doppelsummen  mit  negativem  Vorzeichen  behaftet  sind. 

Multiplicirt   man  jetzt   die  Gleichung   mit   der   unendlichen 
Reihe 


n 


2s' 


so  erhält  man  links  zufolge  der  obigen*  Gleichung  das  Resultat 


^  2 


%{n)  „  /D\  %{n) 


^{") 


n^         \n  /    n 


führt  man  ferner  auf  der  rechten  Seite  die  Multiplication  wie  in 
§.  90  aus,  so  verändert  sich  äusserlich  ihre  Gestalt  nicht,  sondern 
es  fällt  allein  die  frühere  Bedingung  III.  fort,  nach  welcher  die  den 
Variabelen  x^  y  beigelegten  Werthe  relative  Primzahlen  zu  einander 
sein  mussten.     Man  erhält  daher 

^      ^,  /aa:^  -^  Ihxy  -\-  cißy 


"■   n^    "KnJ   n-'  1       ^_,  /a' ^r^  4- 2 6' ; 


_  V 


a'x'^-\-2b'xy-^c'y^- 


Setzen  wir  jetzt  s  =  1  -|-  (>,  und  multipliciren  wir  mit  q^  so 
nähert  sich  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  jedes  der  h 
Producte 
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p-( ^"^-^)     — «-^l v^ — -) 

einem  und  demselben  von  Null  verscliiedenen  Grenzwerth  W, 
welcher  für  eine  negative  Determinante  in  §.  95,  für  eine  positive 
in  §.  98  bestimmt  ist;  mithin  wird  der  Grenzwerth,  welchem  sich 
das  Product  aus  q  und  aus  der  rechten  Seite  der  vorstehenden 
Gleichimg  nähert,  gleich  {H — H')  W. 

Für  die  beiden  Fälle  nun,  in  welchen  für  x  W  entweder  das 
Anfangsglied  1  oder  das  Glied  fl  C'  der  Entwicklung  des  Pro- 
ductes  0(1  -f-  C)  genommen  wird,  ist  H ^=  h  und  ^'  =  0;  und 
die  obige  Gleichung  stimmt  genau  mit  der  in  §.  90  überein,  welche 
später  zur  Bestimmung  der  Classenanzahl  h  führte.  In  den  übrigen 
(2r  —  2)  Fällen,  d.  h.  also,  wenn  unter  %(n)  irgend  ein  Glied  des 
entwickelten  Ausdrucks 

n(i  +  c)-  i-nc" 

verstanden  wird,  nähert  sich  aber,  wie  im  folgenden  Paragraphen 
nachträglich  gezeigt  werden  soll,  jede  der  beiden  unendlichen 
Reihen 

S^^     und     ^f^\^^ 

mit  unendlich  abnehmendem  q  einem  endlichen  Grenzwerth,  und 
folglich  das  Product 


^     ^  n^  +  Q     ^  \nj  n^  +  (i 


dem  Grenzwerth  Null.  Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  ge- 
fundenen  Grenzwerth  (H —  H')  TF,  wo  W  eine  von  Null  verschie- 
dene Grösse  war,  so  ergiebt  sich 

H—  H'  =  0, 

d.  h.  jedem  dieser  (2r  —  2)  Fälle  entspricht  eine  Eintheilung  aller 
h  Formen  des  Systems  S  in  zwei  Gruppen,  deren  jede  eine  gleiche 
Anzahl  H  ^=  H'  ■=  1/2^  Formen  enthält. 

Zufolge  der  obigen  Bemerkung,  dass  die  g,.  Formen  des 
Systems  5,  welche  einem  und  demselben  Geschlecht  Gr  angehören, 
bei  jeder  einzelnen  Specialisirung  von  ;f(n)  entweder  alle  in  die 
erste,  oder  alle  in  die  zweite  Gruppe  fallen,  lässt  sich  jede  solche 
Gleichung  von  der  Form  H —  H'  =  0^  welche  einem  dieser  (2  r  —  2) 
Fälle  entspricht,  in  folgender  Weise  aufschreiben 
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•        ^1  ±  ^2  ±  <73  ±  •  •  •  ±  ^r  =  0,  {g) 

wo  die  Anzahl  g^  jedesmal  mit  positivem,  irgend  eine  andere  An- 
zahl gr  aber  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen  behaftet 
ist,  je  nachdem  in  diesem  Falle  die  Formen  des  Geschlechts  Gr 
derselben  Gruppe  angehören,  wie  die  Formen  des  Geschlechts  G^, 
oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem  die  Werthe,  welche  %(n)  in  dem 
Geschlecht  G^  und  in  dem  Geschlecht  Gr  erhält,  gleich  oder 
entgegengesetzt  sind.  Ist  z/  der  Ueberschuss  der  Anzahl  der 
Fälle,  in  w^elchen  das  Erstere  eintritt,  über  die  Anzahl  der  übri- 
gen, so  wird,  wenn  man  alle  Gleichungen  (g)  addirt,  die  den 
(2r  —  2)  verschiedenen  Fällen  entsprechen,  der  Coefficient  von 
g^  gleich  (2r  —  2),  und  der  von  gr  gleich  z/  werden.  Um  nun 
diesen  Ueberschuss  z/  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  mit  y^  und 
7r  die  bestimmten  Werthe  +  1 ,  welche  irgend  einer  der  A  Cha- 
raktere C  resp.  in  dem  Geschlecht  Gi  und  Gr  annimmt,  und 
unter  diesen  mit  yi  und  y/  diejenigen  Werthe,  welche  den 
Charakteren  C  entsprechen ;  man  überzeugt  sich  dann  leicht,  dass 

z/==n(i-hri}v)-  1  -  nn'yr 

ist;  denn  wenn  wir  das  erste,  aus  A  Factoren  von  der  Form 
(1  -j-  7i  yr)  bestehende  Product  rechter  Hand  entwickeln  und  die 
daraus  entstehenden  beiden  Glieder  1  und  Wyi'yr  gegen  die 
beiden  anderen  Glieder  fortheben,  so  bleiben  2^-  —  2  =  2r  —  2 
Glieder  zurück,  deren  jedes  einem  bestimmten  Gliede  des  ent- 
wickelten Ausdrucks 

n(H-o)-i-no', 

d.  h.  einer  bestimmten  Specialisirung  von  %  (n)  entspricht ,  und 
zwar  wird  ein  solches  Glied  =  -f-  1  oder  =  —  1  werden,  je 
nachdem  die  beiden  Werthe,  welche  das  correspondirende  x(n) 
im  Geschlecht  Gi  und  im  Geschlecht  Gr  annimmt,  gleich  oder 
entgegengesetzt  ausfallen;  die  algebraische  Summe  aller  dieser 
Glieder  ist  also  in  der  That  gleich  dem  Ueberschuss  z/,  was  zu 
beweisen  war.  Da  nun  die  beiden  Geschlechter  Gi  und  Gr  ver- 
schieden sind,  so  ist  mindestens  einer  der  k  Factoren  (1  -\-yiyr) 
gleich  Null,  und  da  ausserdem  H/i'  =  1,  Uyr  =  1  und  folglich 
auch  Uyi'y?'  =  1  ist,  so  erhalten  wir  z/ =  —  2.  Da  dieser 
Ueberschuss  z^  nun  für  alle  von  Gi  verschiedenen  Geschlechter 
gleich  gross  ist,  so  erhalten  wir  durch  Addition  sämmtlicher 
(2  r  —  2)  Gleichungen  (g)  das  Kesultat 

(2T-2)g,-2(g,-\-g,-h"--\-gr)  =  0, 
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und  da  ausserdem 

Ol  -V  92  ^-  9i  ^  '  '  '  -^  yt  =  h 


ist,  so  folgt 


2tg^  —  2h  =  0,    also     g^  =  -  z=  -^-^ 


r         2 

Da  endlich  für  jedes  andere  Geschlecht  G^,  G^  .  .  .  Gt  die 
Untersuchung  ebenso  geführt  werden  kann,  wie  für  das  Geschlecht 
6ri,  so  erhalten  wir  als  Endresultat  den  Satz*): 

Die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter  ist  gleich 
2^-""^,  und  alle  diese  Geschlechter  enthalten  gleich  viele  Formen- 
elassen. 


§.  126. 

Zur  Vervollständigung  des  vorstehenden  Beweises  haben  wir 
nun  noch  zu  zeigen,  dass  für  jede  der  2t  —  2  Specialisirungen 
von  %  ('^),  welche  den  Gliedern  des  obigen  entwickelten  Ausdrucks 
entsprechen,  jede  der  beiden  unendlichen  Reihen 


w^  +  s'  '     ^  \n  J  n^  +  '^' 

mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  sich  einem  endlichen 
Grenz werth  nähert.  Dies  kann  mit  Rücksicht  auf  frühere  Unter- 
suchungen (§.  101)  in  folgender  Weise  geschehen. 

Jede    der  beiden   in  Rede    stehenden    Summen   ist   von   der 
Form 

n'  '  \LJ  n'' 


*)  Gauss:  D.  A.  artt.  252,  261,  287.  —  Mit  Hülfe  des  Satzes  über  die 
arithmetische  Progression  (Supplement  VI.)  lässt  sich  der  obige  Satz  sehr 
kurz  beweisen.  Da  nämlich  alle  Zahlen  w,  für  welche  jeder  der  7.  Charak- 
tere C  einen  vorgeschriebenen  Werth  +  1  besitzt,  in  gewissen  arithmeti- 
schen Reihen  enthalten  sind,  deren  Differenz  4  2)  ist,  während  ihre  An- 
fangsglieder relative  Primzahlen  zu  4  D  sind  (vergl.  §.  52),  so  existiren 
unter  diesen  Zahlen  n  auch.  Prim^alilen  p;  genügen  nun  die  für  die  Charak- 
tere C  vorgeschriebenen  Werthe  +  1  der  Bedingung  /7  C"  =  -}-  1 ,  so  ist 
D  quadratischer  liest  von  p,  und  folglich  existirt  eine  (positive)  ursprüng- 
liche Form  erster  Art,  deren  erster  Coefficient  =  p  ist,  w^elche  mithin  den 
vorgeschriebenen  Total-Charakter  besitzt.  —  Vergl,  ferner  §§.  152 — 158. 
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woö2=l,  t?^=l,  und  L  irgend  ein  ungerader  Divisor  von  1) 
ist;  da  quadratische  Factoren  im  Nenner  eines  Jacobi'schen  Sym- 
bols fortgelassen  werden  dürfen,  so  können  wir  annehmen,  dass 
L  durch  keine  Quadratzahl  (ausser  1)  theilbar  ist.  Ferner  ist 
jedenfalls  nicht  gleichzeitig  Q  =  -\-  1,  7^=-}-  1,  L  =  \\  denn 
sonst  wäre  entweder  i{n)=.\^  oder  ;^(w)  =  []  (^\  gegen  unsere 
Voraussetzung. 

Bezeichnen  wir  mit  LL'  das  Product  aus  allen  von  einander 
verschiedenen  in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen,  so  ist  das 
System  der  Zahlen  n  identisch  mit  dem  System  aller  positiven 
ganzen  Zahlen,  welche  relative  Primzahlen  zu  SLL'  sind;  wir 
betrachten  zunächst  nur  die  ersten  (p(SLL')  Zahlen  n,  d.  h.  die- 
jenigen Zahlen  w,  welche  kleiner  als  8LL'  sind,  und  zeigen,  dass 
die  Summe  der  entsprechenden  Werthe  von  a„  gleich  Null  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  a  irgend  eine  der  vier  Zahlen 
1,  3,  5,  7;  mit  b  irgend  eine  der  cp  (L)  Zahlen,  welche  relative 
Primzahlen  zu  L  und  nicht  grösser  als  L  sind;  endlich  mit  h' 
irgend  eine  der  cp  (L')  Zahlen,  welche  relative  Primzahlen  zu  L' 
und  nicht  grösser  als  IJ  sind.  Es  wird  dann  (nach  §.  25)  durch 
die  drei  Congruenzen 

n  ^  a  (mod.  8),    n  ^  h  (mod.  L),    n  ^  b'  (mod.  L') 

eine  und  nur  eine  Zahl  n  bestimmt,  welche  relative  Primzahl  zu 
SLL'  und  zugleich  kleiner  als  SLL'  ist;  und  wenn  jede  der  drei 
Zahlen  a,  &,  b'  unabhängig  von  den  anderen  alle  ihr  zukommenden 
Werthe  durchläuft,  so  werden  auf  diese  Weise  auch  alle  (p(8  L  L') 
Zahlen  n  erzeugt,  die  relative  Primzahlen  zu  SLL'  und  kleiner 
als  SLL'  sind.     Da  nun  jedesmal 

ist,  so  wird  die  über  diese  Werthe  von  n  ausgedehnte  Summe 
nun  ist  aber  (nach  §.  .52,  I.) 

ausgenommen,  wenn  L  =  l  ist;  ausserdem  findet  man  leicht, 
dass  auch 

2    ö'/2(«-l)    t^VsC«^-!)  =:   0 
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ist,  ausgenommen,  wenn  ö  =  r?  =  -f  1  ist.  Da  nun,  wie  schon 
oben  bemerkt  ist,  diese  beiden  Ausnahmefälle  jedenfalls  nicht 
gleichzeitig  eintreten,  so  ist 

WO  das  Suramenzeichen  sich  auf  die  angegebenen  Werthe  von  n 
bezieht. 

Da  ferner,  sobald  n'  ^  n  (mod.  8LL'),    auch  ccn'  =  oCn  ist, 
so  wird  immer 

^  CCn  =  0 

sein,  wenn  die  Summation  auf  beliebige  q)  (S  L  L')  auf  einander 
folgende,  also  nach  dem  Modul  S  LL'  incongruente  Werthe  von 
n  ausgedehnt  wird.  Und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Summe 
aller  Werthe  von  «„,  die  beliebig  vielen  auf  einander  folgenden 
Werthen  von  n  entsprechen  (von  n  ^=  l  an  gerechnet)  stets 
unterhalb  einer  endlichen  angebbaren  Grenze  bleibt.  Nach 
einer  früheren  Untersuchung  (§.  101)  ist  daher  die  Reihe 

wenn  ihre  Glieder  nach  der  Grösse  der  Nenner  geordnet  werden, 
eine  für  jeden  positiven  Werth  von  s  endliche  und  stetige  Function 
von  s;  also  nähert  sich  auch  jede  der  beiden  obigen  Reihen  mit 
unendlich  abnehmendem  positiven  q  einem  endlichen  Grenzwerth, 
was  zu  beweisen  war. 


V.    Theorie  der  Potenzreste  für  zusammengesetzte 

Moduli. 


§.  127. 

Es  ist  in  §.  28  gezeigt,  dass,  wenn  die  Zahl  a  relative  Prim- 
zahl gegen  den  Modul  'k  ist,  stets  positive  ganze  Exponenten  n 
von  der  Beschaffenheit  existiren,  dass  a"  ^  1  (mod.  li)  ist;  diese 
Exponenten  n  sind  die  sämmtlichen  Vielfachen  des  kleinsten  unter 
ihnen;  bezeichnet  man  diesen  mit  d,  so  sagt  man,  die  Zahl  a 
gehöre  zum  Exponenten  8\  und  die  8  Zahlen 

1,  a,  «2  .  .  .  a^-i  (^A) 

sind  sämmtlich  incongruent.  Mit  Hülfe  des  verallgemeinerten 
Fermat'sclien  Satzes  ist  dort  ebenfalls  gezeigt,  dass  8  immer  ein 
Divisor  von  q)  (k)  ist ;  dies  Resultat  lässt  sich  aber  auch  ohne  Hülfe 
des  Fermat'schen  Satzes  ableiten  durch  eine  eigenthümliche 
Methode,  welche  sehr  häufig  zum  Nachweise  der  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  eine  andere  gebraucht  werden  kann.  In  unserem  Falle 
gestaltet  dieselbe  sich  folgendermaassen. 

Ist  a'  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  Ä;,  so  sind  (nach  §.  18) 
die  d  Zahlen 

«',  a'a,  a' a'^  .  .  .  a' a^-^  {Ä') 

sämmtlich  incongruent;  dasselbe  gilt  von  den  8  Zahlen 

a",a"a,  a"  a''  .  .  .  a"  a^-""  {A") 

sobald  a"  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  k  ist.  Jeder  solche  Com- 
plex,  wie  A'  oder  A'\  enthält  8  unter  einander  incongruente 
Zahlen,  die  sämmtlich  relative  Primzahlen  gegen  k  sind  und  also 
als  Repräsentanten  von  8  Zahlclassen  in  Bezug  auf  den  Modul  h 
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angesehen  werden  können.  Gesetzt  nun,  es  findet  sich  eine  und 
dieselbe  Zahlclasse  in  jedem  der  beiden  Complexe  Ä'  und  Ä" 
vertreten,  so  giebt  es  zwei  Exponenten  /w-',  ^"  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

a'  .  a"'  =  a"  .  et""  (mod.  h) 

ist;  nehmen  wir  an,  was  der  Symmetrie  wegen  erlaubt  ist,  dass 
/*"  ^  ^'1  so  erhält  man  durch  Division  mit  a"'  die  Congruenz 

a'  =  a"  .  a""-"'  (mod.  A;); 

und  hieraus  folgt  sogleich,  dass  jede  in  Ä'  enthaltene  Zahl  a'  .  a"* 
auch  einer  Zahl  von  der  Form  a"  .  a^,  d.  h.  einer  in  Ä"  enthal- 
tenen Zahl  congruent  ist.  Wir  können  hieraus  schliessen,  dass 
entweder  zwei  solche  Complexe  A\  A"  dieselben  8  Zahlclassen 
enthalten,  oder  dass  keine  einzige  Classe  in  beiden  gleichzeitig 
vertreten  ist. 

Bildet  man  nun  der  Reihe  nach  alle  solche  aus  8  Zahlclassen 
bestehenden  Complexe  von  der  Form  A',  A"  .  .  .^  und  zwar  nur 
solche,  welche  von  einander  verschieden  sind,  so  muss  endlich  jede 
der  (p  (k)  Zahlclassen ,  welche  relative  Primzahlen  zu  h  enthalten, 
in  einem  dieser  Complexe,  und  auch  nur  in  einem,  vertreten  sein, 
ist  daher  £  die  Anzahl  dieser  von  einander  verschiedenen  Complexe, 
so  muss  (p  (k)  =  6  d,  also  cp  (k)  theilbar  durch  d  sein,  was  zu  be- 
weisen war. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  Fermat'sche  Satz  ab  Folgerung; 
denn  erhebt  man  die  Congruenz 

tt^  ^  1  (mod.  Tc) 

zur  sten  Potenz,  so  erhält  man 

a/pw  =  1  (mod.  h). 


§.  128. 

Für  den  Fall,  dass  der  Modul  k  eine  Primzahl  p  ist,  wurde 
ferner  in  §.  29  bewiesen,  dass  zu  jedem  Divisor  d  von  cp  (p)=p  —  1 
genau  cp  (d)  Zahlen  gehören,  die  nach  dem  Modul  p  incongruent 
sind;  und  in  §.  30  sind  die  Eigenschaften  der  sogenannten  primi- 
tiven Wurzeln  von  ^  betrachtet,  d.  h.  derjenigen  (p(p  —  1)  incon- 
gruenten  Zahlen  ^,  welche  zum  Exponenten  p  —  1  selbst  gehören. 
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Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  ähnliche  Gesetze  auch  für  zu- 
sammengesetzte Moduln  gelten. 

Zunächst  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  in  welchem  der 
Modul  fc  eine  Potenz  von  einer  ungeraden  Primzahl  p  ist,  und  wir 
werden  der  Analogie  nach  unter  einer  primitiven  Wurzel  von  h 
jede  Zahl  g  verstehen,  welche  zum  Exponenten  cp  (k)  gehört.  Dem 
Beweise  der  wirklichen  Existenz  solcher  primitiven  Wurzeln 
schicken  wir  folgenden  Hülfssatz  voraus: 

Ist  h  irgend  eine  ganze  Zahl  und  %  eine  positive  ganze  Zahl., 
so  ist  stets 

(1  +  hp'^y  =  1  +  /ip^  +  i  (mod.p^  +  2). 

Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht  durch  die  Entwicklung 
der  linken  Seite  nach  dem  binomischen  Satze ;  man  findet  nämlich 
zunächst,  indem  man  sich  auf  die  drei  ersten  Glieder  beschränkt, 

(1  -I-  hp'^yp  ^  1  -f  /ij)^  +  i  -I-  i(p  —  I);j2p2;r  +  i  (mod.  p3«), 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  obige  Congruenz,  wenn  man  bedenkt, 
dass  ^  ungerade,  also  l(p  —  1)  eine  ganze  Zahl,  und  ferner,  dass 
sowohl  p2  7t  +  i  ^\^  auch  p^"^  durch  p^  +  ^  theilbar  ist. 

Nach  dieser  Vorbemerkung  gehen  wir  an  unsere  Unter- 
suchung und  nehmen  zunächst  einmal  an,  es  existire  für  den 
Modul  ^^  +  1,  wo  ;r  ^  1  ist,  wirklich  eine  primitive  Wurzel  g; 
dann  liegt  es  nahe,  zu  fragen:  zu  welchem  Exponenten  gehört 
eine  solche  Zahl  g  in  Bezug  auf  den  Modul  p^?  Es  sei  d  dieser 
Exponent,  also 

/  =  1  +  /*i5^ 

so  erhält  man  mit  Hülfe  des  soeben  bewiesenen  Satzes 

g'^p  ^  1  (mod.  i^^  +  i); 

da  nun  g  primitive  Wurzel  von  j)^  +  i  ist,  so  muss  Ö2)  durch 
(p(p'^  +  '^)  =  (p  —  l)p'^^  und  folglich  8  durch  (p  —  l)p'^-'^  theil- 
bar sein;  andererseits  muss  aber,  da  g  zum  Exponenten  ö  in  Bezug 
auf  den  Modul  p''  gehört,  nothwendig  (p(|)^)  =  (j) — l)p^-^ 
durch  d  theilbar  sein;  mithin  ist  8  =  (p(p'^)^  d.  h.  ^  ist  auch 
primitive  Wurzel  von  p"^.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  in  der 
Gleichung 

vorkommende  Zahl  h  nicht  durch  p  theilbar  sein  kann;  denn 
sonst  wäre 


334  Supplement  V.  §.  128. 


7t  — 1 


g(i>-i)P        ^1  (mod.  ^9^  +  1), 

also  g  keine  primitive  Wurzel  von  p^  +  ^ 

Setzt  man  diese  Schlüsse  weiter  fort,  so  erhält  man  zunächst 
das  Resultat: 

Jede  primitive  Wurzel  g  von  einer  höheren  Potenz  einer,  un- 
geraden Primzahl  p  ist  nothwendig  eine  primitive  Wurzel  der 
Zahl  p  selbst,  und  zwar  von  der  Beschaffenheit^  dass  g^~''^  —  1 
nicht  durch  p'^  theilbar  ist. 

Wir  wollen  nun  umgekehrt  annehmen,  es  sei  g  eine  primitive 
Wurzel  von  p"^^  und  zwar  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  in 
der  Gleichung 

g{p-l)p^~'^    —    1     -f     hp"" 

vorkommende  Zahl  h  nicht  durch  p  theilbar  ist;  und  wir  fragen 
jetzt:  zu  welchem  Exponenten  gehört  diese  Zahl  g  in  Bezug  auf 
den  Modul  p^^'^1    Ist  ö  dieser  Exponent,  also 

g^  ^  l  (mod.  j)^  +  i), 

so  ist  auch 

g^  ^  \  (mod.  p'^), 

und  folglich  8  theilbar  durch  9(2?"^);  da  aber  andererseits  8  ein 
Divisor  von  (p{p^^'^)  ^=^  p(p{p^)  sein  muss,  so  ist  8  entweder 
=  (p{p^\  oder  =  9^  (i^'^  +  Oj  ^^^  Erstere  ist  aber  nicht  der  Fall, 
weil  unserer  Voraussetzung  zufolge  die  Zahl  h  nicht  durch  p 
theilbar  ist;  also  ist  8  =  9>{p'^'^^)^  d.  h.  die  Zahl  g  ist  primitive 
Wurzel  von  p^  +  '^.    Zugleich  leuchtet  aus  der  Congruenz 

g(.v-'^)p'  =  (1  -|-  hp'^y  =  1  -f  /ii)^  +  i  (mod.  j}^  +  2j 
ein,  dass  die  in  der  Gleichung 

vorkommende  Zahl  h'  nicht  durch  p  theilbar  ist. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Schlussweise  erhalten  wir  das  zweite 
Resultat : 

Jede  primitive  Wurzel  g  einer  ungeraden  Primzahl  p^  für 
welche  die  Differenz  gP~'^  —  1  nicht  durch  p^  theilbar  ist^  ist  auch 
eine  primitive   Wurzel  aller  höheren  Potenzen  von  p. 

Um  also  die  Existenz  von  primitiven  Wurzeln  g  für  höhere 
Potenzen   von  p  nachzuweisen,  und  um   alle   diese  Zahlen  g  zu 
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finden,  haben  wir  nur  noch  zu  zeigen,  dass  in  der  That  primitive 
Wurzeln  g  von  p  existiren,  für  welche  gP~'^  —  1,  oder,  was  das- 
selbe sagt,  für  welche  g^  — g  nicht  durch  _p2  theilbar  ist.  Dies 
geschieht  leicht  auf  folgende  Weise.  Ist  /  irgend  eine  primitive 
Wurzel  von  p.  so  sind  alle  in  der  Form 

g=f-^px 

enthaltenen  Zahlen  g  ebenfalls  primitive  Wurzeln  von  p\  dann  ist 
nach  dem  binomischen  Satze 

gv=fP  (mod.p2); 

setzen  wir  daher 

/^=/+/Xmod.p2), 
so  -wird 

gp  —  g^p (f  —  x)  (mod.  p^), 

und  folglich  ist  g  =f  -{-  px  jedesmal  eine  primitive  Wurzel  aller 
Potenzen  von  p^  ausgenommen,  wenn  x^f  (mod.  ^),  also 

g  ^f^  (mod.  p^) 

ist.  Da  nun  cp  (p  —  1)  nach  dem  Modul  p  incongruente  Zahlen  / 
existiren,  und  aus  jeder  Zahl  /  genau  (p — 1)  in  Bezug  auf  den 
Modul  p^  incongruente  Zahlen  g  =  f  -\-  px  von  der  Beschaffenheit 
abgeleitet  werden  können,  dass  g^~'^  —  1  nicht  durch  p^-  theilbar 
wird,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  sämmtlichen  primitiven  Wurzeln  von  höheren  Potenzen 
einer  ungeraden  Primzahl  p  sind  die  sämmtlichen  Individuen  von 
(p  —  1)  cp  (p  —  1)  verschiedenen  Zahlclassen  in  Bezug  auf  den 
Modul  pK 

Beispiel :  Sämmtliche  primitive  Wurzeln  der  Primzahl  ^;  =  7 
sind  in  den  beiden  Reihen  7a;-]-3,  7a:-|-5  enthalten;  da  nun 

37=  31,     57=  19  (mod.  49) 

ist,  so  sind  alle  in  den  arithmetischen  Reihen  1  x  -\-  3,  Ix  -f-5 
enthaltenen  Zahlen,  mit  Ausnahme  derer,  welche  ^31  oder  ^19 
(mod.  49)  sind,  auch  primitive  Wurzeln  von  allen  höheren 
Potenzen  von  7. 
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Nachdem  im  Vorhergehenden  die  Existenz  von  primitiven 
Wurzeln  g  für  jeden  Modul  p"^  nachgewiesen  ist,  der  eine  Potenz 
einer  ungeraden  Primzahl  p  ist,  kann  man  leicht  die  übrigen 
elementaren  Fragen  über  die  Potenzreste  beantworten.  Setzt 
man  zur  Abkürzung 

so  sind  die  Potenzen 

g\  g\  g^  .  .  .  g'-^  (mod.  p^) 

sämmtlich  incongruent,  und  bilden  daher  ein  vollständiges  System 
incongruenter  Zahlen,  mit  Ausschluss  der  durch  p  theilbaren 
Zahlen.  Ist  daher  n  irgend  eine  durch  j?  nicht  theilbare  Zahl,  so 
existiren  stets  unendlich  viele  Exponenten  y,  die  aber  nach  dem 
Modul  c  sämmtlich  einander  congruent  sind,  von  der  Beschaffen- 
heit, dass 

n  ^  gy  (mod.  p^); 

man  nennt  dann  y  den  Index  der  Zahl  n  für  die  Basis  g^  und 
drückt  dies  in  Zeichen  so  aus 

■  * 

Ind.  n  ^  y  (mod.  c) ; 

durchläuft  y  ein  vollständiges  Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul 
c,  so  durchläuft  n  ein  vollständiges  System  von  Zahlen,  die  relative 
Primzahlen  zup^  und  unter  einander  nach  dem  Modul  _p^  incon- 
gruent sind.  Für  die  Rechnung  mit  diesen  Indices  gelten  dieselben 
Gesetze,  wie  die  (in  §.  30  angegebenen)  für  den  Fall  7t  ^  l.  Wir 
heben  hier  besonders  hervor,  dass 

Ind.  (1)  =  0,     Ind.  (—  1)  =  |c  (mod.  c), 

und  ferner,  dass  n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p"  ist, 
je  nachdem  Ind,  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Aus  dem  Index  einer  Zahl  n  lässt  sich  leicht  der  Exponent  t 
bestimmen,  zu  welchem  n  in  Bezug  auf  den  Modul  p"^  gehört;  aus 

n  ^  gind.n  (mod.  p"^) 
folgt  nämlich 
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soll  also  n*  ^  l  sein,  so  muss  ^  Ind.  n  durch  c  theilbar,  und 
folglich  t  ein  Multiplum  von  c  :  d  sein,  wo  d  den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Divisor  von  c  und  lnd.n  bedeutet;  die  kleinste 
aller  dieser  Zahlen  t,  d.  h.  der  Exponent,  zu  welchem  n  gehört, 
ist  daher  =  c  :  d. 

Hieraus  folgt,  dass  n  stets  und  nur  dann  eine  primitive 
Wurzel  von  p^  ist,  wenn  lnd.n  relative  Primzahl  zu  c  ist;  die 
Anzahl  aller  nach  dem  Modul  p^  incongruenten  primitiven  Wur- 
zeln von  p"^  ist  daher  gleich   der  Anzahl   derjenigen  der  Zahlen 

0,  1,  2  ...  c  —  1, 

welche  relative  Primzahlen  zu  c  sind,  also  gleich  (p  (c)  =  cp  g)  (p^\ 
Dasselbe  Resultat  ist  aber  auch  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem 
Schlusssatze  des  vorigen  Paragraphen. 


§.  130. 

Die  Primzahl  2  verhält  sich  anders  als  die  ungeraden  Prim- 
zahlen, welche  bisher  ausschliesslich  betrachtet  wurden. 

Für  den  Modul  2  kann  jede  ungerade  Zahl  als  primitive 
Wurzel  angesehen  werden. 

Für  den  Modul  2^  =  4  ist  3  ^  —  1  eine  primitive  Wurzel; 
zu  jeder  ungeraden  Zahl  n  giebt  es  einen  entsprechenden  Expo- 
nenten a  von  der  Beschaffenheit,  dass 

n  =  (— 1)«  (mod.  4) 

ist;  und  zwar  ist  a  ^  0  (mod.  2)  oder  ^  1  (mod.  2),  je  nachdem 
n  ^  1  oder  ^  3  (mod.  4)  ist. 

Bis  hierher  findet  also  noch  völlige  Analogie  mit  den  un- 
geraden Primzahlen  statt;  sobald  aber  ein  Modul  2^  betrachtet 
wird,  in  welchem  der  Exponent  A  ^  3  ist,  hört  dieselbe  auf  Es 
lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass,  wenn  n  irgend  eine  ungerade 
Zahl  bedeutet,  immer  schon 

^VäTCaS  =  n2^~^  =  1  (mod.  2^) 

ist.     In   der  That  ist  dieser   Satz  richtig  für   X  =  S;   denn  das 
Quadrat  jeder  ungeraden  Zahl  n  ist  =  1  (mod.  8).     Nehmen  wir 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  22 
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ferner  an,  der  Satz   sei  für   einen  beliebigen  Exponenten  A  ^  3 
schon  bewiesen,  es  sei  also 

^2         =  1  +  1i2\ 

so  folgt  hieraus  durch  Quadriren 

^2^'""'  =  1  +  h2^  +  ^  -\-  7^222^  =  l(mod.2^  +  i), 

d.  h.  .der  Satz  gilt  auch  für  den  nächstfolgenden  Exponenten  A  -}-  1. 
Er  gilt  mithin  allgemein,  da  er  für  X  =  3  gilt. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  es  in  diesen  Fällen  wenigstens  Zahlen 
giebt,  die  zu  dem  Exponenten  ^(p(2^)  =  2^~^  gehören;  man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Zahl  5  diese  Eigenschaft  für  jeden 
Modul  2''-  ^  8  besitzt.     Es  ist  nämlich 

5    =1-1-4  (mod.  8) 
52  =  1  +  8  (mod.  16) 
54  =  1  +  16  (mod.  32) 
58  =  1  -f  32  (mod.  64) 


allgemein 
also 


/    ^  =  1  -f  2^-1  (mod.  2^), 


52        niemals  ^  1  (mod.  2''), 


woraus  unmittelbar  folgt,  dass  der  Exponent^  zu  welchem  die  Zahl 
5  nach  dem  Modul  2^  gehört,  kein  Divisor  von  2^~^  sein  kann 
und  also,  da  er  doch  Divisor  von  2^~^^  sein  muss,  nothwendig 
=  2^-2  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  zur  Abkürzung 

19,(2^  =  2^-2  =  6 

setzt,  dass  die  h  Zahlen 

50,     51,     52  .  .  .  .5^-1 

sämmtlich  nach  dem  Modul  2^-  incongruent  sind;  dasselbe  gilt  von 
den  Zahlen 

—  50,     —51,    —52...— 5^-1; 

da  ferner  die  ersteren  sämmtlich  ^  1  (mod.  4),  die  letzteren 
sämmtlich  ^  3  (mod.  4)  sind,  so  bilden  sie  zusammengenommen 
ein  System  von  <p  (2^)  nach  dem  Modul  2^  incongruenten  un- 
geraden Zahlen.  Ist  daher  n  irgend  eine  ungerade  Zahl,  so  kann 
man  stets 
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n  =  (— 1)«5^  (mod.  2^) 

setzen,  wo  a  nach  dem  Modul  2  und  ß  nach  dem  Modul  h  voll- 
ständig bestimmt  ist.  Durchläuft  a  ein  vollständiges  Restsystem 
in  Bezug  auf  den  Modul  2,  und  ß  unabhängig  von  a  ein  vollstän- 
diges Restsystem  in  Bezug  auf  den  Modul  &,  so  durchläuft  n  ein 
vollständiges  System  von  Zahlen,  die  in  Bezug  auf  den  Modul  2^ 
incongruent  und  relative  Primzahlen  zu  2^^,  d.  h.  ungerade  sind. 
Diese  beiden  Zahlen  a  und  ß  kann  man  die  Indices  der  Zahl  n 
nennen ;  sie  befolgen  ganz  ähnliche  G  esetze ,  wie  die  Indices  für 
die  früher  betrachteten  Moduli.  Wir  heben  noch  besonders  her- 
vor, dass  w  ^  4:  1  oder  ^  +  3  (mod.  8)  ist,  je  nachdem  ß  gerade 
oder  ungerade. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  vorstehende  Form, 
in  welche  jede  ungerade  Zahl  n  gebracht  werden  kann,  auch  noch 
für  den  Fall  1  =  2  gilt;  die  Anzahl  b  der  Werthe  von  ß  reducirt 
sich  nämlich  auf  1 ,  und  da  5  ^  1  (mod.  4) ,  so  geht  die  obige 
Form  in  die  frühere  n  ^  ( —  1)"  (mod.  4)  über.  Für  eine  spätere 
Untersuchung  ist  es  sogar  zweckmässig,  dieselbe  Form  der  Dar- 
stellung aller  relativen  Primzahlen  zu  einem  Modul  von  der  Form 
2^  auf  die  Fälle  X  =  0  und  X  =  l  auszudehnen;  da  in  denselben 
nur  eine  einzige  Zahlclasse  darzustellen  ist,  so  wird  man  a  und  ß 
auch  nur  einen  einzigen  Werth  beizulegen  haben;  setzen  wir 
daher  a  =^  b  =  1,  wenn  k  =  0  oder  /l  =  1  ist,  in  allen  anderen 
Fällen  (A  ^  2)  aber  a=  2,  6  =  |g)  (2^^),  so  können  wir  sagen, 
dass  der  Ausdruck 

^  =  (_!)«  5^(mod.  2^^) 

alle  incongruenten  relativen  Primzahlen  zum  Modul  durchläuft, 
wenn  w  und  ß  resp.  vollständige  Restsysteme  in  Bezug  auf  a 
und  b  durchlaufen,  und  stets  ist  9^(2''')  :=  ab. 


§.  131. 

Es  sei  nun  der  Modul  eine  beliebige  zusammengesetzte  Zahl 
Ic  =  2^p''p''''  .  .  ., 

wo  jp,  p' . .  .  von  einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen,  und 
l,  7c,  7i'  .  .  .  ganze  positive  Exponenten  bedeuten,  deren  erster,  A, 

22* 
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auch  =  0  sein  kann.  Ist  n  irgend  eine  relative  Primzahl  zu  Ic, 
so  kann  man  stets 

^  =  (_l)«5/5  (mod.  2^) 
n  ^  gy  (mod.  p^) 
n  ^  g'y'  (mod.  j)'^') 

setzen,  wo  g^  g'  .  ,  .  primitive  Wurzeln  resp.  von  p^,  p'^  .  .  .  be- 
deuten. Geben  wir  den  Zahlen  a,  b  die  im  vorigen  Paragraphen 
festgesetzte  Bedeutung  und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

(p(p^)  =  c,     (pip'"")  =  c'  .  .  ., 
so  sind  die  Exponenten  oder  Indices 

«,    /5,    r,    y'  . . . 
vollständig  bestimmt  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Moduli 

a,     &,     c,    c'  .  .  ., 

und  umgekehrt  entspricht  jedem  solchen  Systeme  von  Indices 
(nach  §.  25)  eine  bestimmte  Classe  von  Zahlen  n  nach  dem  Modul 
Tu,  die  relative  Primzahlen  zu  Zj  sind.  Durchlaufen  die  Indices 
a,  ß,  y,  y'  .  .  .  unabhängig  von  einander  ihre  a,  h,  c,  c'  .  .  .  Werthe, 
so  durchläuft  n  sämmtliche 

ahcc'  .  .  .  =  cp(k) 

Zahlclassen  in  Bezug  auf  den  Modul  Ä,  welche  relative  Primzahlen 
zu  h  enthalten. 

Sind  die  Indices  a,  ß-,  y^  y'  .  -  .  einer  Zahl  n  bekannt,  so  ist 
es  leicht,  den  Exponenten  d  zu  bestimmen,  zu  welchem  die  Zahl 
n  gehört;  denn  offenbar  ist  d  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Multiplum  aller  derjenigen  Exponenten,  zu  welchen  die  Zahl  n  in 
Bezug  auf  die  einzelnen  Moduli  2''-,  p"^^  p'"^'  ...  gehört.  Dieser 
Exponent  8  ist  daher  immer  ein  Divisor  von  dem  kleinsten  ge- 
meinschaftlichen Vielfachen  ft  der  Zahlen  a,  b^  c^  c'  .  . .  Es  können 
daher  primitive  Wurzeln  von  k,  d.  h.  Zahlen,  die  zum  Exponenten 
(p  (h)  gehören,  nur  dann  existiren,  wenn  ^  =  cp  (k)  ist;  man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  der 
Modul  Ä:  =  1,  oder  ==  2,  oder  =  4,  oder  eine  Potenz  einer  un- 
geraden Primzahl,  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  ist; 
und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  in  diesen  Fällen  immer  primi- 
tive Wurzeln  existiren. 
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Da  ferner  die  Möglichkeit  einer  binomisclien  Congruenz  von 
der  Form 

x"^  -^  n  (mod.  h) 

und  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  nur  von  der  Möglichkeit  derselben 
Congruenz  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Moduli  2^^p"^  p'^'  .  .  .  ab- 
hängt (nach  §.  37),  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  zur  Beur- 
theilung  dieser  Frage  und  zur  Auffindung  der  Wurzeln  der  Con- 
gruenz die  Kenntniss  der  Indices  der  Zahl  n  vollständig  ausreicht. 
Die  wirkliche  Ausführung  dieser  Untersuchung  unterdrücken  wir 
hier,  weil  sie  sich  ganz  ebenso  gestaltet  wie  in  §.  31.  Der  Fall 
m  =  2  würde  auf  diese  Weise  behandelt  auf  das  in  §.  37  ge- 
wonnene Eesultat  zurückführen.  Ebenso  leicht  ist  es,  den  ver- 
allgemeinerten Wilson'schen  Satz  (§.  38)  von  Neuem  zu  beweisen. 


VI.    Beweis   des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  arith- 
metische  Progression,  deren  erstes  Glied  und  Differenz 
ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor  sind,  un- 
endlich viele  Primzahlen  enthält. 


§.  132. 

Der  allgemeine  Beweis   dieses   Satzes*)  stützt  sich  auf  die 
Betrachtung  einer  Classe  von  unendlichen  Reihen  von  der  Form 

wo  der  Buchstabe  n  alle  ganzen  positiven  Zahlen  durchlaufen 
muss,  und  die  reelle  oder  complexe  Function  'il;(n)  der  Bedin- 
gung 

^  (n)  1^  (n')  =  il;(n  n') 

genügt.  Hieraus  folgt  für  ^  ==  n'  =  1,  dass  i^  (1)  =  1  oder  =  0 
ist;  da  aber  im  letzteren  Falle  i\){n)  =  i/'(l)  i/^(w)  für  alleWerthe 
von  n  verschwinden  würde,  so  nehmen  wir  immer  an,  dass  i^  (1) 
=  1  ist.  Wir  nehmen  ferner  an,  die  Function  ip(n)  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  Summe  der  analytischen  Moduln  aller  Werthe 
il)(n)  endlich  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  L  einen  von  der 
Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängigen  endlichen  Werth  besitzt. 
Man  überzeugt  sich  dann  leicht  von  der  Richtigkeit  der  folgenden 
Gleichung 

ny^^  =  E.^w,  (I) 


*)   Dirichlet:    Abhandlungen   der   Berliner   Akademie    aus    dem   Jahre 
1837. 
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wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle,  in  beliebiger  Ordnung  auf 
einander  folgenden  Primzahlen  g  bezieht*). 

Zunächst  leuchtet  ein,  da  die  Reihe  L  die  Glieder 

1/;  (1)  =  1,     1/^  {q)  ==  z,     ilj(q^)  =  ^^  .  .  . 

enthält,  und  die  Summe  derselben  für  sich  einen  endlichen  Werth 
hat,  dass  der  Modulus  von  ^(g)  <  1,  und  folglich 

ist.  Sind  ferner  ^i,  ^2?  23  •  •  •  die  sämmtlichen  Primzahlen  q,  wie 
sie  in  dem  Producte  linker  Hand  aufeinander  folgen,  so  wird  das 
Product  Q  der  ersten  m  Factoren 

1  1  1 


wenn  man  jeden  derselben  nach  der  vorstehenden  Gleichung  in 
eine  unendliche  Reihe  entwickelt  und  die  Multiplication  ausführt? 
gleich  S  ^  (0  5  wo  die  Summation  über  alle  die  ganzen  positiven 
Zahlen  l  auszudehnen  ist,  in  welchen  keine  anderen  als  die  Prim- 
zahlen qi-,  q^  .  *  '  qm  aufgehen.  Ist  daher  li  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl,  und  nimmt  man  m  so  gross,  dass  unter  den  Primzahlen 
^11  Q.2  '  •  '  2m sich  alle  diejenigen  finden,  welche  <  h  sind,  so  ent- 
hält 2  ^  (l)  alle  Glieder  der  Reihe  S  ^  W ,  in  welchen  n  <  h 
ist,  und  ausserdem  noch  unendlich  viele  andere,  in  denen  n  >  h 
ist.  Mithin  unterscheidet  sich  das  Product  Q  von  der  Summe 
2  ^  (^)  um  eine  Summe  von  der  Form  ^i}^(n')^  in  welche  aber 
nur  noch  Zahlen  n'  eingehen ,  welche  ^  h  sind.  Da  nun  die 
Summe  der  Moduln  aller  Glieder  ^(n)  endlich  ist,  so  kann  man 
/i,  und  also  auch  m  so  gross  wählen,  dass  die  Summe  der  Mo- 
duln aller  Glieder  ^  (^'),  und  folglich  auch  der  Modul  der  Diffe- 
renz Q  ~  ^il^(n)  kleiner  wird,  als  jede  vorher  gegebene  Grösse; 
d.  h.  mit  unbegrenzt  wachsendem  m  nähert  sich  Q  dem  Grenz- 
werth  2  ^  (>^),  was  zu  beweisen  war. 

Ausser  diesen  Reihen  von  der  Form  X  =  S  ^  (w)  haben  wir 
noch  diejenigen  Reihen  zu  betrachten,   welche  durch  die  Ent- 


*)  Unter  dieser  Classe  von  Reihen  sind  auch  diejenigen  enthalten, 
welche  im  fünften  Abschnitt  betrachtet  sind.  Vergl.  §§.  124,  135.  Der 
Werth  einer  solchen  Function  xp  ist  offenbar  für  alle  Zahlen  vollständig 
bestimmt,  sobald  er  für  alle  Primzahlen  willkürlich  angenommen  ist.  Die 
ältesten  Untersuchungen  über  solche  Reihen  und  Producte  finden  sich  bei 
Euler:  Introductio  in  analysin  infinitorum.     Cap.  XV. 
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Wicklung  ihrer  natürlichen  Logarithmen   entstehen.     Wenn   der 
Modulus  von  z  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  bekanntlich 

^    _|_   1^2    +    1^3    +    1^4    4_    .   .   .  :=  log  -i-, 


und  zwar  ist  der  imaginäre  Bestandtheil  des  Logarithmen  rechter 
Hand  stets  zwischen  den  Grenzen  —  -ici  und  -\-\71i  zu  nehmen. 
Setzt  man  hierin^  =  ip  {q)  und  für  q  alle  Primzahlen,  so  erhält 
man  zufolge  der  Gleichheit  (I) 

S^ö)  +  iS^ö^)  +  i^^'ö^)  +  •  •  •  =  logA        (II) 

und  offenbar  hat  die  aus  unendlich  vielen  unendlichen  Keihen 
bestehende  linke  Seite  einen  von  der  Anordnung  der  Summationen 
unabhängigen  endlichen  Werth,  weil  selbst  die  Summe  der  Moduln 
aller  ihrer  Glieder  einen  endlichen  Werth  besitzt.  Der  imaginäre 
Theil  des  Logarithmen  rechter  Hand  ist  die  Summe  aller  imaginären 
Theile  der  Logarithmen  der  einzelnen  Factoren,  aus  denen  das 
obige  unendliche  Product  besteht. 

Wir  fügen  zu  diesem  Resultat  noch  einige  Bemerkungen  hinzu. 
Ist  zunächst  1^  {n)  eine  reelle  Function,  so  sind  alle  Factoren  des 
unendlichen  Productes  positiv,  also  ist  logL  reell,  und  da  die 
Reihe  logZ  einen  endlichen  Werth  hat,  so  ist  L  ein  positiver  von 
Null  verschiedener  Werth.  Ist  aber  i/^(w)  imaginär,  und  i\)' {n) 
der  jedesmal  mit  il){n)  conjugirte  complexe  Werth,  so  ist  auch 
tl)'  {n)  ^'  (n')  ==  i/^'  (nn')^  und  die  über  alle  ganzen  positiven  Zahlen 
n  ausgedehnte  Summe  L'  ^=  ^i\}'  {n)  ist  die  mit  L  =  i^  (n)  con- 
jugirte Zahl.     Zugleich  wird 

1  t'iq)  +  ^,li^'{q')  -f  i^^'iq')  +  •  •  •  =  logL', 

und  zwar  ist  logX'  conjugirt  mit  logZ,  so  dass  die  Summe 
logZ/  -j-  logL'  =  log(LL')  reell  wird. 

Ist  endlich  der  Werth  der  Function  ^  für  alle  in  einer 
bestimmten  Zahl  k  aufgehenden  Primzahlen  =  0,  so  ist  ^(n) 
jedesmal  =  0,  wenn  n  keine  relative  Primzahl  zu  Ic  ist,  und  die 
Gleichungen  (I)  und  (II)  bleiben  richtig,  wenn  man  n  alle  rela- 
tiven Primzahlen  zu  h,  und  q  alle  in  h  nicht  aufgehenden  Prim- 
zahlen durchlaufen  lässt. 
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§.  133. 

^  Es  sei  nun  (wie  in  §.  131)  1c  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 

und  zwar 

h  =  2^p'^p''^'  .  .  ., 

wo  _p,  y  .  .  .  von  einander  verschiedene  ungerade  Primzahlen  be- 
deuten; wir  geben  ferner  den  Buchstaben 

a,     J,     c,    d  .  .  . 

ihre  frühere  Bedeutung  (§.  131)  und  bezeichnen  entsprechend  mit 

ö,     %     03,     ca'  .  .  . 

irgend  welche  Wurzeln  der  Gleichungen 

ö«  =1,      t^^  ==   1,       CJ'^  —  1,       05'«'  =   1   .  .  . 

Ist  nun  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  und  zugleich  relative 
Primzahl  zu  fc,  und  sind  ihre  Indices 

«  (mod.  a),     ^  (mod.  &),     y  (mod.  c),     y'  (mod.  c')  .  .  ., 

so  genügt,  wie  man  leicht  sieht,  der  Ausdruck 

^  (n)  ==  ^ ; 

der  Bedingung  i^  (n)  i/^  (^•')  =  i/^  (w  w')  *) ;  wenn  ferner  der  Exponent 
s  >  1  ist,  was  wir  im  Folgenden  annehmen  wollen,  so  ist  die 
Summe  der  Moduln  n—^  aller  Glieder  i^  (n)  endlich  (§.  117),  und 
folglich  gelten  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  des  vorigen  Para- 
graphen 

nr=:Vöy  =  ^^^"^^'^ 

l^(q)  -f  ll^(q')  -h  lltiq')  +  •  •  •  =  log  L 

in  welchen  q  alle  in  h  nicht  aufgehenden  Primzahlen,  n  alle 
relativen  Primzahlen  zu  h  durchlaufen  muss;  beide  Reihen  haben, 


*)  Der  Zähler  /(n)  =  d  rj  w  w'  ...  besitzt  die  charakteristischen 
Eigenschaften  /(n) /  {n')  =:/  [nn')  und,  wenn  n'=  n"  (mod.  k) ist,  /  (n')  =  / (w"). 
Umgekehrt,  wenn  eine  Function  /  (n)  die  erste  Eigenschaft  hat,  und  wenn 
sie  ausserdem  nur  eine  endliche  Anzahl  m  (von  Null  verschiedener)  Werthe 
tü|,  0*2  ...  wm  besitzt,  so  sind  diese  letzteren  nothwendig  die  sämmtlichen 
Wurzeln  der  Gleichung  w«*  =  1. 
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so  lange  s  >  1  ist,  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder 
unabhängige  Summen.  Wir  können  hinzufügen,  dass  beide  Reihen 
auch  stetige  Functionen  von  s  sind,  so  lange  s  >  1  ist;  wir  be- 
weisen diese  Behauptung  für  alle  Werthe  von  s,  welche  grösser 
als  ein  beliebiger  unechter  Bruch  0  sind,  weil  hieraus  offenbar 
die  Stetigkeit  dieser  Reihen  für  alle  Werthe  von  s  >  1  (excl.  1) 
folgt. 

Jede  der  beiden  Reihen  L  und  logL  ist  von  der  Form 


1«  "^  2«  ''    3«  "^ 


w^o  die  Moduln  der  Coefficienten  a^ ,  «2 ,  «3  .  .  .  sämmtlich  eine 
endliche  Grösse  Ä  (=  1)  nicht  übertreffen.  Um  die  Stetigkeit 
einer  Function  von  s  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  (s  ^  ö) 
zu  beweisen,  genügt  es  darzuthun,  dass,  wie  klein  auch  eine 
positive  gegebene  Grösse  d  sein  mag,  die  Function  jedesmal  in 
einen  ersten  und  zwar  stetigen,  und  in  einen  zweiten  Bestandtheil 
zerlegt  werden  kann,  dessen  Modulus  innerhalb  des  ganzen  Inter- 
valls (s  ^  ö)  <  ö  ist;  denn  hieraus  folgt,  dass  der  Modulus  einer 
plötzlichen  Werthänderung  der  Function,  die  doch  nur  von  dem 
zweiten  Bestandtheil  herrühren  kann,  kleiner  als  2  d,  und  folglich, 
da  die  gegebene  Grösse  ö  beliebig  klein  sein  darf,  noth wendig 
=  0  sein  muss  (vergl.  §§.  101,  143).  In  unserem  Falle  ergiebt 
sich  die  Möglichkeit  einer  solchen  Zerlegung  auf  folgende  Weise; 
ist  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  ist  die  Summender  ersten 
n  Glieder 

X.  -T  2.  -r  •  •  •  -h  ^, 

eine  stetige  Function;  der  Modulus  der  Summe  aller  folgenden 
Glieder  ist  kleiner  als 


Ä  (  '    +  -J—  + . .  .^ 


und  folglich  für  alle  Werthe  s  ^  0  auch  kleiner  als 


da  nun  ö  ein  unechter  Bruch  ist,  und  folglich  (nach  §.  117)  die 
Reihe 

L+J-  +  1  +  ... 
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O' 


convergirt,  so  kann  für  jede   gegebene  Grösse  d  entsprechend  n 
so  gross  gewählt  werden,  dass 


wird;  hiermit  ist  für  jede  gegebene  Grösse  8  die  Möglichkeit  einer 
Zerlegung  unserer  Reihe  in  zwei  Bestandtheile  von  der  obigen  Art, 
und  also  auch  die  Stetigkeit  der  Reihen  L  und  logX  für  jeden 
Werth  s  >  1  nachgewiesen. 

Der  Beweis  des  Satzes  über  die  arithmetische  Progression 
gründet  sich  nun  auf  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Reihen 
L  und  logL  bei  unbegrenzter  Annäherung  des  Exponenten  s  an 
den  Werth  1.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  diese  Reihen  je  nach 
der  Wahl  der  in  dem  Ausdrucke  il^(n)  vorkommenden  Einheits- 
wurzeln ö,  7}^  C3,  o'  .  .  .  ein  ganz  verschiedenes  Verhalten  zeigen; 
da  diese  Wurzeln  resp.  a,  h^  c,  c'  .  .  .  verschiedene  Werthe  haben 
können,  so  sind  in  der  Form  L  im  Ganzen 

ab  c  c'  •  '  '  =  (p(k) 

verschiedene  besondere  Reihen  enthalten ;  wir  theilen  diese  Reihen 
L  in  drei  Classen  ein: 

In  die  erste  Classe  nehmen  wir  nur  eine  einzige  Reihe  Li  auf, 
und  zwar  diejenige,  in  welcher  alle  Einheitswurzeln  ß,  'i^,  oj,  o' .  .  . 
den  Werth  -|-  1  haben. 

In  die  ziveite  Classe  nehmen  Wir  alle  übrigen  Reihen  L^  auf, 
in  welchen  alle  Einheitswurzeln  reelle  Werthe,  also  die  Werthe 
+  1  haben. 

In  die  dritte  Classe  nehmen  wir  alle  übrigen  Reihen  ig  auf, 
d.  h.  alle  diejenigen,  in  welchen  wenigstens  eine  der  Einheits- 
wurzeln imaginär  ist.  Die  Anzahl  dieser  Reihen  ist  jedenfalls 
gerade,  und  sie  sind  paarweise  mit  einander  conjugirt;  denn 
entspricht  eine  solche  Reihe  L^  den  Wurzeln  6,  rj^  cd^  (o'  .  .  .  ^  so 
entspricht  immer  eine  zweite  solche  Reihe  L'^  den  Wurzeln  d~^, 
r}-\  G5-1,  ö'-i  .  .  .,  und  diese  beiden  Systeme  von  Wurzeln  sind 
nicht  identisch. 

Wir  wollen  nun  das  Verhalten  aller  dieser  Reihen  genau 
untersuchen,  wenn  der  Exponent  s  =  1  -f  (>  sich  dem  Werthe  1 
nähert,  d.  h.  also,  wenn  die  positive  Grösse  q  unendlich  klein 
wird. 
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§•  134. 
Betrachten  wir  zunächst  das  Verhalten  der  ersten  Reihe 


in  welcher  n  alle  relativen  Primzahlen  zu  Iz  durchlaufen  muss,  so 
leuchtet  ein,  dass  dieselbe  als  ein  Aggregat  von  g)  (ä)  Partialreihen 
von  der  Form 

-L.^. ^__  + L ,  ... 

angesehen  werden  kann,  wo  v  relative  Primzahl  zu  Iz  und  ^  Ä  ist. 
Da  nun  (nach  §.  117)  das  Product  aus  einer  solchen  Reihe  und 
aus  ^  mit  unendlich  abnehmendem  9  sich  einem  endlichen  posi- 
tiven, von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  fc— ^  nähert,  so  können  wir 

9 

setzen,  wo  l  mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  ebenfalls  einem 
endlichen,  positiven,  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  nähert. 

Ganz  anders  verhalten  sich  aber  die  Reihen  L  der  zweiten  und 
dritten  Classe;  wir  haben  gesehen,  dass  alle  diese  Reihen,  so  lange 
s  >  1  ist,  bestimmte  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängige 
Werthe  besitzen;  von  jetzt  an  wollen  wir  aber  ihre  Glieder  i^(;n) 
so  anordnen,  dass  die  Zahlen  n  ihrer  Grösse  nach  wachsend  auf 
einander  folgen;  die  so  geordneten  Reihen  L  der  zweiten  und 
dritten  Classe  convergiren  dann  für  alle  positiven  Werthe  von  s  und 
sind  nebst  ihren  Derivirten  auch  stetige  Functionen  des  positiven 
Exponenten  s. 

Um  dies  nachzuweisen,  betrachten  wir  zunächst  die  ganze 
rationale  Function 

der  Variabelen  x^  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  diejenigen  fp{li) 
positiven  ganzen  Zahlen  v  bezieht,  die  relative  Primzahlen  zu  Iz 
und  <  li  sind,  und  wo  oc,  ß,  y^  y'  .  ^  .  die  Indices  der  Zahl  v  be- 
deuten.    Setzt  man  5;  =  1,  so  erhält  man 

/(l)  =  2  d^rißayco'v'  .  .  ., 
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wo  die  Indices  oc,  /3,  y,  y' .  ,  .  unabhängig  von  einander  vollständige 
Restsysteme  resp.  in  Bezug  auf  die  Moduln  a,  &,  c,  c'  .  .  .  durch- 
laufen müssen ;  es  ist  daher 

/  (1)  =  S  ö«  .  2  ^^  .  2  »^  .  S  «'>"  .  .  . 

Da  nun  nach  unserer  Voraussetzung  die  Reihe  L  eine  Reihe  der 
zweiten  oder  dritten  Classe,  und  folglich  mindestens  eine  der 
Einheitswurzeln  0,1?,«,«'...  nicht  ==  -)-  1  ist,  so  ist  auch 
mindestens  eine  der  Summen 

2Ö«,    2t?^    vojy,    Scö'y'... 

gleich  Null,  und  hieraus  folgt 

/a)  =  o. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates  kann  man  nun  die  oben  be- 
haupteten Eigenschaften  der  Reihen  L  auf  verschiedene  Arten 
nachweisen.  Die  eine  besteht  darin,  dass  man  die  Reihe  L  in 
ein  bestimmtes  Integral  verwandelt.  Nach  der  von  Legendre  ein- 
geführten Bezeichnung  ist 

1 

r(.s)=/(iogiy-^d. 

0 

eine  für  alle  positiven  Werthe  von  s  endliche  und  stetige  Function 
von  s;  bedeutet  ferner  n  irgend  einen  positiven  Werth,  und  er- 
setzt man  x  durch  x^,  so  ergiebt  sich 


r 

n 


1 

iÜ  =    /^n-ihog— )       dx: 
i'         J  \    ""   xj 


und  hieraus  folgt  leicht  (ähnlich  wie  in  den  §§.  103,  105),  dass 
die  Summe  der  ersten  m(p(k)  Glieder  der  Reihe  L  gleich 
1 

^  -^  0 
ist.     Da  nun  /  {x)   eine  durch  x  theilbare   ganze  Function  von  x 
ist,  welche  für  ^  =  1  verschwindet,  so  bleibt  innerhalb  des  ganzen 
Integrationsgebietes  der  Modulus  der  Function 

1  /(«) 

X  1— «"■ 
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unterhalb  einer  angebbaren  endlichen  Grösse,   und  hieraus  folgt 
leicht,  wenn  man  ni  unendlich  wachsen  lässt,  dass 


L  = 


r(s) 


/iÄ(iogiy-^.. 

J     X    l—X^  \  X  J 


ist.  Es  zeigt  sich  also  in  der  That,  dass  die  unendliche  Reihe  L 
der  zweiten  oder  dritten  Classe ,  wenn  ihre  Glieder  in  der  an- 
gegebenen Weise  geordnet  sind,  für  jeden  positiven  Werth  von  s 
convergirt\  beachtet  man  ferner,  dass  r{s)  für  alle  positiven  Werthe 
von  s  ebenfalls  positiv  und  von  Null  verschieden,  sowie,  dass  die 
Derivirte  von  r{s)  eine  stetige  Function  von  s  ist,  so  folgt  aus 
dem  vorstehenden  geschlossenen  Ausdruck  für  die  Reihe  Z,  dass 
dieselbe  nebst  ihrer  Derivirten  eine  stetige  Function  von  s  ist, 
so  lange  s  positiv  bleibt. 

Zu,  demselben  Resultate  gelangt  man  aber  auch  auf  anderem 
Wege,  nämlich  mit  Hülfe  des  weiter  unten  in  §.  143  bewiesenen 
allgemeinen  Satzes.  Denn  da  zufolge  der  Gleichung /(l)  =  0  die 
Summe  der  Coefficienten 

d'^rjß  cjyco'y'  ... 

von  je  9)  (Je)  auf  einander  folgenden  Gliedern  der  Reihe  L  den  Werth 
Null  hat,  so  bildet  die  Reihe  L  eine  solche  unendliche  Reihe,  wie 
sie  in  §.  143  betrachtet  wird;  man  braucht  dort  nur  unter 
^1,  ^2»  ^3  •  •  •  die  Werthe  der  successiven  Zahlen  n  zu  verstehen, 
so  ergeben  sich  unmittelbar  unsere  obigen  Behauptungen  über 
die  Convergenz  und  Stetigkeit  der  Reihe  L  und  ihrer  Derivirten. 
Aus  diesem  Resultat  ergiebt  sich  nun,  dass  jede  Reihe  L  der 
zweiten  oder  dritten  Classe,  wenn  der  Exponent  s  =  1  -[-  ^  ab- 
nehmend dem  Werth  1  unendlich  nahe  kommt,  sich  einem  völlig 
bestimmten  endlichen  Grenzwerth,  nämlich  dem  Werth 

J     X  1  —x^ 

0 

nähert,  welchen  die  Reihe  L  bei  der  oben  angegebenen  Anordnung 
ihrer  Glieder  für  s  =  1  annimmt. 
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135. 


Es  hat  nun  zwar  gar  keine  Schwierigkeit,  den  Werth  des 
vorstehenden  Integrals  mit  Hülfe  von  Logarithmen  und  Kreis- 
functionen  darzustellen*);  dass  aber  dieser  endliche  Grenzwerth 
einer  Reihe  L  der  zweiten  oder  dritten  Classe  von  Null  ver- 
schieden ist  —  und  gerade  hierin  besteht  der  Hauptpunct  der 
ganzen  nachfolgenden  Untersuchung  —  würde  sich  aus  diesem 
Ausdrucke  schwer  oder  gar  nicht  erkennen  lassen.  Es  ist  nun 
von  dem  höchsten  Interesse,  dass  dieser  Nachweis  für  die  Reihen 
L^  der  zweiten  Classe  sich  mit  Hülfe  der  Untersuchungen  des 
fünften  Abschnitts  über  die  Classenanzahl  der  quadratischen 
Formen  führen  lässt;  ja  wir  können  hinzufügen,  dass  historisch 
jene  Untersuchungen  ihren  Ausgangspunct  an  dieser  Stelle  ge- 
nommen haben. 

Wir  betrachten  eine  bestimmte  Reihe  L^  der  zweiten  Classe, 
welche  den  Wurzeln 

ö  =  ±l,     ri  =  ±l,     03  =  4:1,     o'  =  ±\  .  .  , 

entspricht;  es  sei  P  das  Product  aller  der  verschiedenen  in  lo 
aufgehenden  ungeraden  Primzahlen  p^  denen  eine  negative  Wurzel 
09=  —  1  entspricht,  und  S  das  Product  der  übrigen  in  h  auf- 
gehenden ungeraden  Primzahlen  (falls  in  der  einen  oder  anderen 
dieser  beiden  Gruppen  gar  keine  Primzahl  enthalten  sein  sollte, 
ist  P  oder  /S  =  1  zu  setzen);  da  nun  eine  Zahl  n  quadratischer 
Rest  oder  Nichtrest  einer  Primzahl  p  ist,  je  nachdem  ihr  Index  / 
gerade  oder  ungerade  ist  (§.  129),  so  leuchtet  ein,  dass 


aya'y' 


=  (t) 


ist;   wenn  ferner  ö  =  —  1,  also  a  =  2,  und  fc  ^  0  (mod.  4)  ist, 
so  sind  alle  Zahlen  n  ungerade,  und  es  ist  (nach  §.  130) 

Qa  ^  (_  ly  ^  (_  1)V2(»-1); 


*)  Bei  der  wirklichen  Ausführung  der  Rechnung  durch  Zerlegung  in 
Partialbrüche  (ähnlich  wie  in  den  §§.  103,  105)  würde  man  auf  die  in  der 
Theorie  der  Kreisth eilung  vorkommenden  Summen  f{r)  stossen,  wo  r  irgend 
eine  Wurzel  der  Gleichung  r^  =  1  bedeutet. 
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ebenso,  wenn  rj  ^  —  1,  also  &  >  1,  und  h  ^  0  (mod.  8)  ist,  so 
sind  alle  Zahlen  n  ungerade,  und  es  ist  (nach  §.  130) 

r}>^  =  (—  1)/*  =r  (_  l)*/8(«*-i). 

Diese  Bemerkungen  veranlassen  uns  (vergl.  §§.  JOl,  123),  je  nach 
den  vier  verschiedenen  Zeichencombinationen  ö,  rj  vier  verschiedene 
Determinanten  D  zu  betrachten ;  wir  setzen  nämlich,  mit  gehöriger 
Rücksicht  auf  das  Zeichen  +  1 : 

D  =  ±  FS^  =  1  (mod.  4),  wenn  6  =  -\-l,  tj  =  -\- l 

Z)  =  ±  P/S2  =  3  (mod.  4),  wenn  ö  =  —  1,  1?  =  -f  1 

Z)  =  ±2P/S2=  2  (mod.  8),  wenn  ß  = -\- l,  r]  =  —  l 

B  =  ±2PS'^=  6  (mod.  8),  wenn  ö  =  —  1,  ??  ==  —  1. 

Nun  sind  alle  ungeraden  Zahlen  n  auch  relative  Primzahlen  zu 
2  D,  und  umgekehrt,  alle  relativen  Primzahlen  zu  2  D  sind  auch 
ungerade  Zahlen  n  und  gleichzeitig  ist 

d'^ri^ayco'y'  .  .  .  =r  6V2("-i)  t^VsCn^-D  (^)=  (— ); 

ist  daher  Ä;  gerade,  so  stimmen  die  sämmtlichen  Zahlen  n  mit 
den  sämmtlichen  relativen  Primzahlen  zu  2i)  überein,  und  es  ist 


L,  =  2*W  =  2(|)^; 


ist  aber  A;  ungerade,  so  sind  unter  den  Zahlen  n  auch  gerade 
Zahlen;  da  in  diesem  Falle  aber  nothwendig  0=4*1,  ^  =  +15 
also  D  ^  l  (mod.  4)  ist,  so  ist  (vergl.  §.  102) 

VP/2« 

wo  in  der  letzten  Summe  rechter  Hand  der  Buchstabe  n  nur 
noch  alle  ungeraden  relativen  Primzahlen  zu  fc,  d.  h.  alle  relativen 
Primzahlen  zu  2  D  zu  durchlaufen  hat. 

Um  daher  zu  beweisen,  dass  die  Reihe  L^  sich  einem  von 
Null  verschiedenen  Grenzwerth  nähert,  braucht  man  dasselbe  nur 
von  der  Reihe 

n  J  n^ 

nachzuweisen.  Nun  leuchtet  ein,  dass  die  Zahl  B  nie  eine  Quadrat- 
zalil  sein  kann;  denn  da  eine  Quadratzahl  niemals  ^  3  (mod.  4), 
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oder  ^  2  (mod.  8)  oder  ^  6  (mod.  8)  ist,  so  bleibt  nur  die  einzige 
Möghchkeit  7)  ^  1  (mod.  4);  da  aber  in  diesem  Falle  ()=-]-  1, 
7/  =  -}~  1  ist,  so  miiss,  da  L2  eine  Reihe  der  zweiten  Classe  ist, 
wenigstens  eine  der  Wurzeln  w,  co'  .  .  .  =  —  1  sein,  und  folglich 
P  mindestens  durch  eine  ungerade  Primzahl  p  theilbar,  also  nicht 
=  1  sein;  mithin  ist  D  in  keinem  Falle  eine  Quadratzahl.  Wir 
haben  nun  (in  §§.  96  und  98)  gesehen,  dass  für  eine  solche 
Determinante  D  die  Classenanzahl  h  der  quadratischen  Formen 
ein  Product  aus  mehreren  Factoren  ist,  von  denen  der  eine  der 
Grenzwerth  der  obigen  Reihe 

\n  J  n-' 

ist;  da  nun  immer  mindestens  eine  Form  (1,  0,  —  D)  existirt,  also 
Ji  niemals  ==  0  ist.  und  da  ferner  die  übrigen  in  dem  Ausdruck 
von  h  vorkommenden  Factoren  nicht  unendlich  gross  sind,  so  ist 
auch  dieser  Grenzwerth  von  Null  verschieden.  Und  hieraus  folgt, 
dass  auch  der  Grenzwerth  einer  jeden  Reihe  L2  der  zweiten  Classe 
ein  von  Null  verschiedener  und  folglich  positiver  Werth  ist,  was 
zu  beweisen  war. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wo  Je  eine  Potenz  einer  ungeraden 
Primzahl  p  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz  ist,  existirt 
nur  eine  Reihe 

\p  J  ^^ 

der  zweiten  Classe;  in  diesem  Falle  bedarf  es  nicht  der  Zuziehung 
der  Theorie  der  quadratischen  Formen,  um  nachzuweisen,  dass 
der  Grenzwerth 


dieser  Reihe  von  Null  verschieden  ist;  für  diese  Summe  haben 
wir  nämhch  in  §.  103  einen  Ausdruck  gefunden,  welcher  neben 
solchen  Factoren,  die  offenbar  von  Null  verschieden  sind,  noch 
den  Factor 

X  (  —  I  yn    oder     1  (  —  )  l^g  sm  — 
\pj  \PJ  P 

enthält,  je  nachdem  jJ  =  3  oder  =  1  (mod.  4)  ist,  und  wo  m  alle 
Zahlen  1,  2,  ?>  .  .  .  {p  —  l)  durchlaufen  muss.  Im  ersten  Falle  ist 
aber  ^  m  und  folglich  auch 

Diriohlet,    Zahlentlieorie.  23 
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ungerade,  also  von  Null  verschieden;  im  zweiten  Falle  ist  f§.  107) 


^(f) 


,        .     ruTt       ,      y  -\-  z\  p 

log  sm  —  =  log  - — ■ T-^ , 

p  y  —  ^V  p 


wo  die  ganzen  Zahlen  ^,  ^  der  Gleichung  y'^  —  i)z^=z4:p  genügen; 
es  kann  folglich  ^,  und  also  auch  der  vorstehende  Ausdruck 
nicht  =  0  sein. 


§.  13C. 

Um  nun  dasselbe  auch  für  jede  Reihe  L-.  der  dritten  Classe 
zu  beweisen,  addiren  wir  alle  cpQc)  Gleichungen  von  der  Form 

Si/'to)  +  il.n^(q')  +  ll^{q')  -f  .--^logL,   . 

welche  den  verschiedenen  Wurzel -Systemen   (j^  rj,  co,  co'  .  .  .  ent 
sprechen.  Bedeutet  q  irgend  eine  in  h  nicht  aufgehende  Primzahl, 
und  ft  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  liefert  die  linke  Seite 
einer  jeden  solchen  Gleichung  ein  Glied 


in  welchem 


mit  dem  Coefficienten 


ii  q 


US 


behaftet  ist,  wo  a,  /?,  /,  7'  .  .  .  die  Indices  von  q  bedeuten.  Die 
Summe  aller  dieser  den  verschiedenen  Wurzelsystemen  h,  rj^ 
üj,  co'  .  .  .  entsprechenden  Coefficienten  wird  daher  gleich  dem 
Product 

wo  die  Summenzeichen  sich  der  Reihe  nach  auf  die  a,  b,  c,  e'  .  .  . 
verschiedenen  Werthe  von  Ö,  t^,  w,  «'  .  .  .  beziehen.  Bekanntlich 
ist  nun  die  Summe  aller  gleich  hohen  Potenzen  der  Wurzeln  von 
einer  Gleichung  der  Form  x'"=l  nur  dann  von  Null  verschieden, 
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und  zwar  =  ni^  wenn  der  Exponent  dieser  Potenzen  durch  m 
theilbar  ist;  mithin  ist  das  vorstehende  Product  nur  dann  von  Null 
verschieden,  und  zwar  z=  ahcc'  . . .  z^(p(k),  wenn  die  Exponenten 
o«|[A,  /5ft,  7^a,  /ft  .  .  .  resp.  durch  a^  b^  c,  c'  .  .  .  theilbar  sind;  da 
nun  a/i,  /3/Lt,  }^ft,  /^  .  .  .  die  Indices  von  q^'  sind,  so  wird  dies 
nur  dann  und  immer  dann  eintreten,  wenn 

q''  =  1  (mod.  2^),     q^'  =  1  (mod.  p^),     q^"  ^  1  (mod.  p'"")  .  .  ., 

d.  h.  also,  wenn 

qf"  =  1  (mod.  /;) 

ist.  Mithin  wird  die  Summe  aller  jener  Grleichungen  folgende 
Form  annehmen 

g^  (/o  h  —  +  i  :i:  —  +  •  •  •  -h  —  X  —  H —  l 

=  logLi  +  1  \ogL,  -f  V  log(L,L',), 

wo  auf  der  linken  Seite  das  erste,  zweite  Summenzeichen  u.  s.  f. 
sich  auf  alle  die  in  Ic  nicht  aufgehenden  Primzahlen  q  bezieht, 
welche  resp.  den  Bedingungen  ^  ^  1 ,  q^  ^  l  (mod.  h)  u.  s.  f. 
Genüge  leisten;  auf  der  rechten  Seite  bezieht  sich  das  erste 
Summenzeichen  auf  alle  Reihen  Lg  der  zweiten  Classe,  das  zweite 
auf  alle  verschiedenen  Paare  L^  L'-.  conjugirter  Reihen  dritter 
Classe.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  sind  wir  im  Stande,  zu  be- 
weisen, dass  der  endliche  Grenzwerth,  welchem  sich  irgend  eine 
Reihe  L-^  der  dritten  Classe  nähert,  von  Null  verschieden  ist. 

Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  das  schon  früher  (§.  134)  er- 
haltene Resultat,  dass  jede  solche  Reihe  L^  für  alle  positiven 
Werthe  von  s  eine  stetige  Function  von  s  ist,  und  dass  dasselbe 
auch  von  ihrer  Derivirten  gilt.    Wir  können  daher 

L,  =f(s)  +  iF(s) 
L',  =  f(s)-iF(s) 

setzen,  wo  /  (s),  F{s)  und  die  Derivirten /'(s),  F' (s)  stetige  Func- 
tionen von  s  sind,  so  lange  s  positiv  bleibt;  da  also  der  Grenz- 
werth von  L;r=/(1)  -|-  i  F{1)  ist,  so  muss,  falls  derselbe  =  0  ist, 
nothwendig/(l)  =  0  und  jF(l)  =  0  sein;  hieraus  folgt  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Differentialrechnung,  dass  für  jeden  Werth 
s  =  i  4-  Q^  welcher  >  1  ist, 

23* 
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L,=Q    (/'(l+d»    +    iF'(\+SQ)] 
L',:=Q\f'(l+SQ)-iF'a+l:Q)\ 

sein  wird,  wo  d  und  s  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  liegen; 
mithin  wird 

wo  E  (in  Folge  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Derivirten 
/'  (s),  F'  (s)  mit  unendlich  ahnehmendem  positiven  q  sich  einem 
endlichen  (nicht  negativen)  Grenzwerth 

/'(ly  +  F'(iy 

nähert.     Hieraus  folgt  nun 

log(L,L',)  =  -  2log  ^  +  logE, 

WO  log  II  mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  entweder  einem  end- 
lichen Grenzwerth  nähert  oder  negativ  über  alle  Grenzen  wächst, 
falls  R  unendlich  klein  wird. 

Sind  im.  Ganzen  m  solche  Paare  von  Reihen  dritter  Classe 
vorhanden,  welche  gleichzeitig  mit  q  unendlich  klein  werden,  so 
ist  folglich 

S  log(L3L'3)  =  —  2  m  log  —  -h  t, 

Q 

wo  t  jedenfalls  nicht  positiv  über  alle  Grenzen  wachsen  kann, 
sondern  entweder  endlich  bleibt,  oder  negativ  über  alle  Grrenzen 
wächst;  denn  jedes  andere  Product  L^  L\  nähert  sich  einem 
endlichen  positiven  Werth,  und  folglich  bleibt  das  entsprechende 
Glied  log(L;^L';j)  endlich  bei  abnehmendem  q. 

Da  ferner  schon  gezeigt  ist,  dass  der  Grenzwerth  einer  jeden 
Pteihe  L^  der  zweiten  Classe  von  Null  verschieden  ist,  so  nähert 
sich  die  Summe 

^  log  La 

der  (jedenfalls  reellen)  Reihen  logL^  einem  endlichen  Grenz- 
werth. 

Ausserdem  ist  schon  bewiesen,  dass  das  Product  q  L^  sich 
einem  endlichen  positiven  Werth  nähert;  mithin  ist 

logLi  =  log h  ^', 
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wo  t'  endlich  bleibt;  folglich  ist  die  ganze  rechte  Seite  der  obigen 
Gleichung  von  der  Form 

—  (2  m  —  1)  log  —  4-  ^, 

wo  T  mit  unendlich  abnehmendem  q  jedenfalls  nicht  positiv  über 
alle  Grenzen  wachsen  kann.  Existirte  also  mindestens  eine  Reihe 
Lg  dritter  Classe,  welche  mit  q  unendlich  klein  würde,  d.  h.  wäre 
m  mindestens  =  1,  so  würde  die  ganze  rechte  Seite  unserer 
Gleichung  mit  unendlich  abnehmendem  positiven  q  negativ  unend- 
lich wachsen.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  linke  Seite  für  alle 
Werthe  von  q  positiv  bleibt.  Mithin  ist  m  =  0,  d.  h.  jede  Reihe 
der  dritten  Classe  nähert  sich  einem  von  Null  verschiedenen 
Grenzwerth,  was  zu  beweisen  war. 

Hieraus  folgt  endlich  noch,  dass  auch  jede  der  Reihen  log  L^ 
einen  endlichen  Grenzwerth  haben  muss,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  nach  dem  früher  Bewiesenen  (§.  133)  jede  solche  Reihe  sich 
stetig  mit  s  ändert,  so  lange  s  >  1  ist. 


§■  137. 

Das  Resultat  der  vorhergehenden  Untersuchungen  besteht 
darin,  dass  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  der  positiven  Grösse 
Q  ^=  s  —  1  die  Reihe  logJ^i  positiv  über  alle  Grenzen  wächst, 
während  alle  übrigen  Reihen  logX  sich  endlichen  Grenzwerthen 
nähern.  Mit  Hülfe  desselben  sind  wir  im  Stande,  den  Satz  über 
die  arithmetische  Progression  vollständig  zu  beweisen. 

Es  sei  nämlich  m  eine  bestimmte  relative  Primzahl  zu  Iv^  so 
multipliciren  wir  jede  der  (p{y)  Reihen  von  der  Form 

^  ^(^)  +  \^^{q:')  +  i:^  ^ö-')  +  •••==  log  A 

welche  einem  bestimmten  System  von  Einheitswurzeln  fi,  rj,  «, 
w'  .  .  .  entspricht,  mit  dem  correspondirenden  Werth 

(j-'^i  rj-ßi  cj-vi  o)'-/'i'  .  .  .  z=  X, 

wo  Wi,  /3i,  yi.yi  ...  die  Indices  der  Zahl  m  bedeuten,  undaddiren 
alle  Producte;  dann  wird,  wenn  wieder  a,  ß,  y,  y'  .  .  ,  die  Indices 
einer  bestimmten  Primzahl  q  sind,  das  Glied 
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den  Coefticienten 

erhalten,  wo  sich  das  Sumnienzeichen  auf  alle  <jp  (k)  Wurzelsysteme 
bezieht;  dieser  Coefficient  ist  daher  auch  gleich  dem  Product  aus 
den  einzelnen  Summen 

\ßau-ui^     \^ßix.-ß,^     \^yfl-y,^     V    oj'/'u-/x'    .    .    ., 

in  welchen  die  Buchstaben  Ö,  i?,  w,  w'  .  .  .  resp.  ihre  a,  b,  c,  c'  .  .  . 
verschiedenen  Werthe  durchlaufen  müssen ;  dieser  Coefficient  wird 
folglich  nur  dann  von  Null  verschieden,  und  zwar  =  ahcc'  .  .  . 
==  (fß)  sein,  wenn  die  Exponenten  a^  —  ocj,  ßa  —  ^i,  y^i  —  y^, 
y'  ß  —  7i'  ♦  •  •  resp.  durch  a,  b^  c,  c'  .  ,  .  theilbar  sind,  d.  h.  wenn 

qu  ^  ^^  (mod.  Ä) 

ist.  Die  Summation  aller  Producte  %  log  L.  giebt  daher  das 
Resultat 

^  (/c)  I V  _L  4.  1  V  „  L  4-  i  V  JL  +  .  .  .  I 

wo  auf  der  linken  Seite  das  erste,  zweite,  dritte  Summenzeichen 
u.  s.  f.  sich  auf  alle  Primzahlen  q  bezieht,  welche  resp.  den  Be- 
dingungen q  ^E  »i,  ^2  ^  ^yi^  ^3  ^  .))i  (mod.  1c)  u.  s.  f.  genügen, 
während  das  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  die 
sämmtlichen  (p(h)  verschiedenen  Wurzelsysteme  0;  rj^  a^  co'  .  .  , 
bezieht.     Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

und  bezeichnet  mit  i?  alle  positiven  ganzen  Zahlen  mit  Ausnahme 
von  1,  so  ist  offenbar 

wo  in  jeder  Summe  ^  alle  seine  Werthe  durchläuft;  da  nun,  sobald 
^  ^  2,  immer 

;s'^  =    2    ^'^  '     ■;?*■  =  T  i2  '     ^  =    8    "^  '  '  ' 
ist,  so  ergiebt  sich 


i  V L  1  V'  — -   4-  i  V  _—  4-  .  .  .  —  0 
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es  bleibt  daher,  während  s  abnehmend  sich  dem  Werthe  1  nähert, 
Q  fortwährend  unterhalb  einer  endlichen  Grösse.  Da  ferner  in 
der  Gleichung 

alle  Glieder  i  logL  sich  endlichen  Grenzwerthen  nähern,  mit  Aus- 
nahme des  einzigen  Gliedes  log  Li,  welches  über  alle  Grenzen 
wächst,  so  muss  auch  die  Summe 

über  alle  Grenzen  wachsen;  dies  wäre  aber  nicht  möglich,  wenn 
diese  Summe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestände, 
und  folglich  muss  es  unendlich  viele  Primzahlen  q^  geben,  welche 
^  m  (mod.  V)  sind;  d.  h.  also: 

Jede  unbegrenzte  arithmetische  Progression  lex  -{-  m,  deren 
Anfangsglied  m  und  Differenz  Ic  relative  Primzahlen  sind.,  enthält 
unendlich  viele  positive  Primzahlen  q^). 

*)  lieber  die  Ausdehnung  dieses  Satzes  auf  Linearformen  mit  com- 
plexen  Coefficienten,  sowie  auf  quadratische  Formen  siehe  DiricJilet:  Unter- 
suchungen i'iber  die  Theorie  der  complexen  Zahlen^  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  aus  dem  Jahre  1841;  Monatsbericht  der  Berliner  Aka- 
demie (März  1840)  oder  Crelle's  Journal,  Bd.  21;  Comptes  rendus  der  Pariser 
Akademie  1849,  T.  X,  p.  285.  —  H.  Weher:  Beweis  des  Satzes^  dass  jede 
eigentlich  primitive  quadratische  Form  unendlich  viele  Primzahlen  darzu- 
stellen fähig  ist  (Math.  Annalen,  Bd.  20).  —  A.  Meyer:  Ueber  einen  Satz 
von  Dirichlet  (Crelle's  Journal,  Bd.  103). 


VII.   Ueber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kreis- 

theilung. 

§.  188. 

Sind  p^  p\  p"  .  .  .  positive  und  von  einander  verschiedene 
Primzahlen,  so  stimmen  (nach  §.  9)  die  Glieder  des  entwickelten 
Productes 

(p  +  1)  ip'  +  1)  ip"  4-  Ij  .  •  . 

mit  den  sämmtlichen  Divisoren  des  Productes 

p  =  ^tp'p" ... 

überein;  dieselben  Divisoren  entstehen  offenbar  auch  durch  die 
Entwickelung  des  Productes 

(i>--l)(i/- 1)0'"- !)•••, 
aber  die  eine  Hälfte  derselben  wird  mit  positivem,  die  andere  mit 
negativem  Zeichen  behaftet  sein ;  wir  wollen  die  ersteren  mit  d^, 
die  letzteren  mit  ^2  bezeichnen,  so  dass 

(i^-i)  (/-i)  0'"-i)  •  •  •  =  :i  d\-v  s, 

wird,  und  wir  bemerken,  dass  die  Zahl  P  selbst  zu  der  Classe  der 
ersteren  gebort.  Ist  nun  Ö  irgend  ein  Divisor  von  P,  aber  <  P, 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Anzahl  der  durch  8  theilbaren 
Zahlen  8^  genau  gleich  der  Anzahl  der  durch  &  theilbaren  Zahlen 
Ö2  ist.  Denn  setzt  man  P  =::  öqq' q"  .  .  .,  wo  q-,  q'-,  q"  -  .  ■  alle 
diejenigen  Primfactoren  von  P  bedeuten,  welche  nicht  in  Ö  auf- 
gehen ,  so  stimmen  die  durch  d  theilbaren  Zahlen  ö^  und  —  Öj 
resp.  mit  den  positiven  und  negativen  Gliedern  des  entwickelten 
Productes 
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S(q-l)(q'-l)(>l"-l)... 

überein,  und  da  d  <  P  ist,  also  mindestens  eine  solche  Primzahl 
q  vorhanden  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  positiven  Glieder  dieses 
Productes  genau  gleich  der  Anzahl  der  negativen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  verallgemeinern.  Bedeutet  m 
irgend  eine  positive  ganze  Zahl  >  1,  und  sind  }),  p\  jj"  ...  die 
sämmtlichen  von  einander  verschiedenen,  in  m  aufgehenden  posi- 
tiven Primzahlen,  so  kann  man 


m 


(■-7)('-7)('-?)-  =  ^"-^- 


setzen,  wo  mit  ftj  und  — ,«2  i'esp.  alle  positiven  und  negativen 
Glieder  des  entwickelten  Productes  linker  Hand  bezeichnet  sind; 
alle  diese  Zahlen  ^i  und  ^^  sind  Divisoren  der  Zahl  m,  welche 
selbst  eine  der  Zahlen  ^i  ist,  und  es  gilt  folgender  Satz*):^ 

Ist  ^  irgend  ein  Divisor  von  m,  cä)er  <  w,  so  ist  die  Anzahl 
der  durch  ^  theilharen  Zahlen  ^i  genau  gleich  der  Anzahl  der 
durch  ^  theilharen  Zahlen  ^2' 

Um  dies  zu  beweisen,  behalten  wir  die  obige  Bedeutung  von 
P,  d\,  d^  bei  und  setzen  m  =  nF',  dann  ist  n  eine  ganze  Zahl,  und 
es  leuchtet  ein,  dass  die  Zahlen  ^1,  ^2  resp.  mit  den  Producten 
nöj,  nÖ2  übereinstimmen.  Nun  sei  ^  irgend  ein  Divisor  von  m^ 
und  V  der  grösste  gemeinschaftliche  Tlieiler  der  beiden  Zahlen 
^  =  vd  und  n.  =  v  s^  so  ist  ö  gewiss  ein  Divisor  von  P,  weil 

m fP 

/LI  d 

eine  ganze  Zahl,  und  weil  d',  6  relative  Primzahlen  sind.  Ist  ^  =  w«, 
so  ist  offenbar  8=^1  und  d  =  P;  umgekehrt,  wenn  Ö  =  F  ist 
und  folglich  alle  in  m  aufgellenden  Primzahlen  als  Factoren  ent- 
hält, so  muss  die  Zahl  f,  weil  sie  Divisor  von  m  und  zugleich 
relative  Primzahl  zu  d  ist,  nothwendig  =  1  sein,  und  folglich  ist 
^a=  m.  Schliessen  wir  daher  diesen  Fall  ^  =  m  aus,  so  ist  immer 
ö  <  P,  und  es  giebt  folglich  unter  den  Zählen  öi  ebenso  viele 
durch  8  theilbare,  wie  unter  den  Zahlen  ö.,;  da  ferner  eine  Zahl 
|Ui  =  nöi  =veöi  oder  eine  Zahl  fi^  =  nd.2  =  vsd.2  stets  und  nur 
dann  durch  die  Zahl  ^  =  v8  theilbar  ist,  wenn  dj  oder  d._,  durch 
ö  theilbar  ist,  so  folgt,  dass  ebenso  viele  Zahlen  fti  wie  Zahlen  1^2 
durch  a  theilbar  sind,  was  zu  beweisen  war. 


*)  Vergl.  ij.  22  meiner  ai^f  S.  61  citirten  Abhandlung. 
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Von  dieser  Eigenschaft  der  Zahlen  ^^  und  /i^  kann  man 
vielfache  Anwendungen  machen.  Hängen  z.  B.  zwei  Functionen 
f  (m)  und  F  (m)  einer  beliebigen  ganzen  Zahl  w  durch  eine  der 
beiden  Relationen 

oder 

n  f(p}  =  F{m) 

zusammen,  wo  das  Summen-  oder  Productzeichen  sich  jedesmal 
auf  alle  Divisoren  ^  (incl.  m)  der  Zahl  m  bezieht,  so  folgt  daraus 
resp.  die  Umkehrung 

f(m)  =  V  F(ti,)  -  V  F(fi,) 
oder 

wo  die  Summen-  oder  Productzeichen  sich  auf  alle  Werthe  von"  ^^ 
oder  auf  alle  Werthe  von  ^2  beziehen;  denn  ersetzt  man  rechts 
jeden  Werth  F(^^)  und  Fi^i^)  durch  die  Summe  oder  das  Product 
der  Werthey'  (ft),  die  den  sämmtlichen  Divisoren  {i  von  /ii  oder  ^i^ 
entsprechen,  so  werden  zufolge  der  obigen  Eigenschaft  der  Zahlen 
üj,  |«2  9'lle  Werthe /(/Lt)  sich  aufheben,  in  welchen  fi  <m  ist,  und 
es  wird  allein  der  Werth  f{m)  zurückbleiben*). 

Als  Beispiel  wählen  wir  die  Aufgabe ,  die  Anzahl  cp  {m)  der 
ganzen  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  relative  Primzahlen  zu  m 
und  nicht  grösser  als  m  sind;  aus  dieser  Definition  der  Function 
(p{ni)  ist  in  §.  13  ohne  alle  Ptechnung  der  Satz  abgeleitet,   dass 

ist,  wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  fi  von  m  be- 
zieht; setzen  wir  daher  F(ni)  =  m,  so  ergiebt  sich  umgekehrt 

(p(m)  =  V|^j  _  v^2, 


also 


„(«)  =  «(!  --l)(l-i.)(l-l) 


diese  Function   ist  daher  durch  den  Satz   des  §.13   schon   voll- 
ständig charakterisirt. 


*)  Dies  bleibt  auch  für  den  in  dem  früheren  Satze  ausgeschlosseneu 
Fall  m  =  1  gültig,  wenn  man  annimmt,  dass  es  dann  nur  eine  einzige 
Zahl  fJi  =  1  und  gar  keine  Zahl  ^t/g  giebt. 


§.139.  Theorie  der  Kreistheilung.  363 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.  Ist  der  Werth  der  Func- 
tion f(ni)  =  p^  sobald  die  Zahl  m  eine  Potenz  einer  Primzahl  j) 
ist,  dagegen  =r  1,  so  oft  m  =  1  oder  durch  mehrere  verschiedene 
Primzahlen  theilbar  ist,  so  leuchtet  ein,  dass 

ist,  wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  fi  von  m  be- 
zieht; hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze,  dass  umgekehrt  der 
Quotient 

11   iW2 

also  nur  dann  von  1  verschieden  ist,  wenn  m  eine  Potenz  einer 
Primzahl  ist ;  und  zwar  ist  dieser  Quotient  dann  gleich  dieser 
Primzahl. 

Aus  der  Definition  der  Divisoren  ^i  und  fij  folgt  endlich 
auch,  dass  stets 

1^  (n)  (t/;  (p)  -  \)  (tp  {p')  -\)(tp  (ij")  -  1)  . . .  z=  V  ^  (^^)  _  V  ^  (^^) 

ist,  wenn  die  Function  lA  die  Eigenschaft  ^ (z) tp (^')  =  ip (^ /) 
besitzt. 


§.  139. 

Die  sämmtlichen  Wurzeln  q  der  Gleichung 

^»'  =1  (1) 

sind  bekanntlich  in  der  Form  enthalten 

2h7t    ,     .    .     2h7i 
Q  =  COS h  ^  sm , 

WO  h  irgend  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  m)  durchlaufen 
muss. 

Ist  h  relative  Primzahl  zu  m,  so  sind  die  Potenzen 

\,   Q,   Q^  .   .  .   ()'«-l 

sämmtlich  ungleich,  und  sie  bilden  die  sämmtlichen  Wurzeln  der 
obigen  Gleichung  (1);  q  heisst  in  diesem  Falle  eine  primitive  Wurzel 
dieser  Gleichung,  und  die  Anzahl  dieser  primitiven  Wurzeln  ist 
offenbar  =  (p  (m).    Ist  allgemeiner  ]c  der  grösste  gemeinschaftliche 
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Divisor  von  h  und  m  =  ^it^,  so  ist  ^  eine  primitive  Wurzel  der 
Gleichung 

^."  =z  1,  (2) 

und  da  umgekehrt  jede  Wurzel  der  letzteren  Gleichung  (2)  auch 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (1)  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  identisch  sind  mit  allen  primi- 
tiven Wurzeln  aller  der  Gleichungen  (2) ,  die  den  sämmtlichen 
Divisoren  ^  der  Zahl  m  entsprechen.  Bezeichnet  man  daher  mit  q' 
alle  q)  (ft)  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  (2),  und  setzt 

/«  =  n  (X  -  e'), 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Wurzeln  q'  bezieht,  so  ist 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  Divisoren  ft  der  Zahl  m 
bezieht;  durch  Umkehrung  dieser  für  jede  Zahl  m  geltenden  Re- 
lation erhält  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

/•/    ,  __1I  (^"^-D 

woraus  folgt,  dass  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  /(;«) 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Von  jetzt  an  betrachten  wir  nur  noch  den  Fall,  in  welchem 
m  =  P  =  pp' p"  '  '  .  eine  ungerade,  durch  kein  Quadrat  theilbare 
ganze  Zahl  und  >  1  ist.     Dann  wird 

9)  (P)  =  (p  -  1)  0/  -  1)  (p"  -  1)  •  •  •  =  II  ft  -  II  ft, 

eine  gerade  Zahl ,  die  wir  mit  2  r  bezeichnen  wollen ,  und  die 
sämmtlichen  2  v  relativen  Primzahlen  zu  P,  welche  <  F  sind, 
zerfallen  in  r  Zahlen  a  und  in  r  Zahlen  b  von  der  Beschaifen- 
heit,  dass 

!)=+!,    ©  =  -1  . 

ist  (§.  52,  I.  oder  Supplemente  §.  116).     Setzen  wir  daher 

2  71* 

2;r    .    .    .    2;r  ~F 

0  z=  cos  -jy  -]-  i  sin  —  =  e 

und 

Ä  (X)  =  n(x-  (P%    B  (x)  =  11  (x  —  Ö'O, 

so  wird 
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und  wir  wollen  im  Folgenden  die  allgemeine  Form  der  Coefficienten 
der  Functionen  Ä  (x\  B  {x)  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  zunächst  an  die  Newton  sehen 
Formeln,  Vielehe  dazu  dienen,  aus  den  Coefficienten  einer  Gleichung 
die  Summe  gleich  hoher  Potenzen  ihrer  Wurzeln  und  umgekehrt 
aus  diesen  jene  abzuleiten.     Es  seien 

%Vi ,  «;.2  .  .  .  ir«, 

die  Wurzeln  einer  Gleichung 

X'''  -f  Cirz*'»-!  -f-  c.2^*"-2  4-  •  •  •  +  c„i  =  0, 
und 

/Sfc  =  iv^  -f  w\  -\-  '  •  •  ■\-  iv^ , 

"■  1      '  2      '  '  »i ' 

so  lauten  diese  Formeln  folgen dermaassen : 
S-,  -{-  CiS.2  i-  C2S1 A-  3  c,  =  0 


Sm.  +  Ci  Sm-i  -\-  €.2  Sm-2-{-    '   '   '    -\-    Cm  —  1  Si  +  mC^  =  0. 

Aus  der  Form  derselben  geht  hervor,  dass  Si^  S2  •  -  -  S„i  ganze 
rationale  Zahlen  sein  werden,  sobald  die  Coefficienten  c^,  C2  .  .  .  c„, 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Wenden  wir  dies  auf  die 
Gleichung 

n  (^"^  - 1)  ^  0 
n(.T^-i) 

an,  so  ergiebt  sich,  dass 

für  jeden  Werth   7.'  =  1,  2,  3  .  .  .  eine  ganze  Zahl   ist.    Anderer- 
seits ist  nun  (Supplemente  §.  116) 

und  folglicli 
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hiermit  sind  die  Summen  der  7rten  Potenzen  der  Wurzeln  von  jeder 
der  beiden  Gleichungen 

Ä(x)=^0,    B{x)=:0 

gefunden,  und  da  dieselben  keine  andere  Irrationalität  enthalten 
als  die  Quadratwurzel 

so  gilt  zufolge  der  Newton'schen  Formeln  dasselbe  von  sämmt- 
lichen  Coefficienten  dieser  beiden  Gleichungen,  und  zwar  werden 
zwei  gleich  hohe  Coefficienten  in  beiden  Gleichungen  sich  nur 
durch  das  Vorzeichen  dieser  Quadratwurzel  von  einander  unter- 
scheiden, d.  h.  zwei  solche  Coefficienten  werden  die  Formen 

ij  —  ^iViiP-iy^yp    und     y  -\-  ^i'/^iP-'^y'yP 

haben,  wo  y  und  js  rationale  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  ferner 
behaupten,-  dass  y  und  ^  entweder  ganze  Zahlen  oder  Brüche  mit 
dem  Nenner  2  sind,  obgleich  dies  aus  den  Newton'schen  Formeln 
nicht  unmittelbar  hervorgeht;  um  den  Beweis  dieser  Behauptung 
anzudeuten,  wollen  wir  jede  Gleichung,  deren  höchster  Coefficient 
=  1,  und  deren  übrige  Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
eine  primäre  Gleichung  nennen;  dann  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  die  Summe  und  Differenz  zweier  Wurzeln  von  primären 
Gleichungen  (und  ebenso  ihr  Product)  wieder  Wurzeln  von  pri- 
mären Gleichungen  sind"^);  da  nun  Ö  die  Wurzel  einer  primären 
Gleichung  ist,  so  gilt  dasselbe  von  jedem  Coefficienten  der  Func- 
tionen Ä{x)  und  B(x)  und  folglich  auch  von 
2y    und     2  ^  i  V^p- D^  y  p, 

und  hieraus  folgt  sogleich,  dass  die  rationalen  Zahlen  2y  und  2  z 
ganze  Zahlen  sein  müssen. 

Fasst  man  dies  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass  man  gleich- 
zeitig 

2Ä{x)  =  Y(x)  —  Z(^)iV4(P-i>-^VP 

2B(x)  =  Y{x)  -\-  Z{x)i'MP-'y'  VF 

setzen  kann,  wo  Y  (x)  und  Z(x)  ganze  Functionen  bedeuten, 
deren  sämmtliche  Coefficienten   ganze   rationale   Zahlen    sind'^"''). 


*)  Dieser  Satz  wird  in  §.  173  bewiesen  und  so  ausgesprochen,  dass  die 
Suramen,  Differenzen  und  Producte  von  gmizen  aloel)raisc]ien  Zahlen  eben- 
falls solche  Zahlen  sind. 

**)  Vergl.   Gauss:  D.  A.  art.  357. 
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Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält 


man 


w-(^)^^(.).=.|-i|S5if 


§.  140. 

Wir  bemerken  nun  noch,  dass  man  immer  nur  die  Hälfte  der 
Coefficienten  von  Y(x)  und  Z{x)  zu  berechnen  braucht.  Es  ist 
nämlich 

x'Ä  (^)=  n  (l-6"x)  =  (—\yo^^  Yi(x~H-'^) 

nun  ist,  je  nachdem  P  ^  1,  oder  P  ^  3  (mod.  4)  ist, 

=  H-  1,     oder    i^j-)  ==  —  1, 


P  J  —    '    ^'  V  P 

und  folglich     ; 

11  {x  —  H-^)  =  Ä  (x),     n  (^  -  0-'')  =  B  (x) 
oder 

Y[(x-0-")  =  B(x%     U(x-0-^)^  Ä(x); 

ist  ferner  P  nicht  =  3,  so  existirt  unter  den  Zahlen  a  eine  Zahl 
a'  von  der  Beschaffenheit,  dass  (a'  —  1)  relative  Primzahl  zu  P 
ist*),  und  da  die  Reste  der  Producte  aa'  mit  den  Zahlen  a,  und 
die  Reste  der  Producte  ha'  mit  den  Zahlen  b  im  Complex  über- 
einstimmen, so  ist 


*)  Ist  nämlich  P  >  3,  so  giebt  es  auch  eine  in  P  aufgehende  Prim- 
zahl j9  >>  3,  und  da  mindestens  zwei  incongruente  quadratische  Reste  von 
2)  existiren,  so  kann  man,  wenn  P  =:  pq  gesetzt  wird,  eine  Zahl  h  immer 
so  wählen,  dass 

©  =  (l> 

aber  h  nicht  =  1  (mod.  2^)  wird;  dann,  genügt  die  durch  die  Congruenzeu 

n'  —  h  (mod.  2^),     a'  =  2  (mod.  q) 
bestimmte  Zahl  a'  offenbar  den  oben  gestellten  Forderungen. 
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a'  ^  a  =  2  a,     a'  ^  h  =  ^  h  (mod.  P) 


§.  14(V. 


und  folglich 


also 


,  wenn  P  ^  1  (mod.  4) 


V  a  =  0,     V  /;  ^  0  (mod.  Pj, 

Mithin  ergiebt  sich  (da  t  gerade,  sobald  P  ^  1  (mod.  4)) 

> 

.    und,  mit  Ausnahme  von  P  =  3, 
A{x)  =  (- xr  B  (^^'J 

und  hieraus 

Y(x)  =  x^  r(i) 

Z(x)  =  x'Z(^'J 
und,  mit  Ausnahme  von  P  =  3, 


,  wenn  P  ^  3  (mod.  4) 


,  wenn  P  ^  1  (mod.  4) 


-Z(x)  =  (—xyz(^ 


,  wenn  P  ^  3  (mod.  4). 


Diese  Gleichungen  enthalten  Relationen  zwischen  je  zwei  gleich 
weit  vom  Anfang  und  Ende  abstehenden  Coefficienten  der  Func- 
tionen Y(x)  und  Z  (x). 

Die  wirkliche  Berechnung  der  Coefficienten  der  beiden  Func- 
tionen 

Y{x)  =  yQX^ -^  y^x^-''  ^  '  •  •  ^ijt 

Z  {X)  =  SqX"^   -\-   ZiX^-'^    +    •  •  •    +    -^r 

geschieht  nun  auf  folgende  Art.  Zuerst  bildet  man  die  Potenz- 
summen 
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für  Z:  =  1,  2,  3  .  .  .  bis  zu  ^t  oder  |(r  —  1),  je  nachdem  r  gerade 
oder  ungerade  ist;  dies  kann  nach  dem  Obigen  dadurch  geschehen, 
dass  man  ebenso  viele  Coefficienten  der  ganzen  Function 

n  (^"^  —  1) 
11  (;r"2  — 1) 

vom  höchsten  an  gerechnet  durch  wirkliche  Division  bestimmt, 
und  dann  die  Newton'schen  Formeln  anwendet;  indessen  hält  es 
nicht  schwer,  durch  Betrachtungen,  welche  ebenfalls  auf  der  im 
§.  138  bewiesenen  Haupteigenschaft  der  Zahlen  ^i  und  ^2  be- 
ruhen, folgende  Regel  abzuleiten:  es  sei  Q  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  Ic  und  P  =  QB^  und  r  die  Anzahl  der 
in  R  aufgehenden  Primzahlen,  so  ist*) 

Nachdem  diese  Werthe  Su  gefunden  sind,  erhält  man  die  Coeffi- 
cienten der  Functionen  Y  (x)  und  Z  (x)  durch  die  beiden  aus 
den  Newton'schen  Formeln  abgeleiteten  Recursionsgleichungen 


2^2/fc  =• 


— |>S^fe2/o  4-  Sk-iiji  +  •  •  •  +  ^i1/fc-ij 


2Ä;^fe  = 


4- 


-1- 


h—l 


2/1  + 


«1  + 


+  ,i 


2/fc 


wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass 


+  ^S'i^fc. 


]) 


ist. 


2/0  =  2, 


^0 


=  0 


Beispiel  1 :     P  =  3 ;  r  =  1 ;  in   diesem  Falle   müssen  alle 
Coefficienten  berechnet  werden;  da 


*)  Allgemeiner  lautet  diese  Regel  so:  ist  m  =  m'  P  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl,  P  das  Product  aus  allen  von  einander  verschiedenen  in 
m  aufgellenden  Primzahlen,  und  Sh  die  Summe  der  jfcten  Potenzen  aller 
primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  x»^  =  l,  so  ist  Sk]  =  0,  so  oft  7c  nicht 
durch  m'  theilbar  ist;  ist  aber  k  =  m' K,  ferner  Q  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  von  iC  und  P  =  Q  M,  und  r  die  Anzahl  der  in  B  auf- 
gehenden Primzahlen,  so  ist 

[Sk=  i—iym'  ^{Q). 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  24 
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ist,  so  erhält  man 

und  folglich 

.  Y(x)==  2x  +  1,    Z(x)=  1. 

Beispiel  2:    Pr=r5;r  =  2;da  wieder 

Si  =  -  1,    (p)  =  1 

ist,  so  erhält  man  auch  wieder 

2/i  =  1 ,    ^1  =  1 
und  folglich 

Y(x)  —  2 «2  _|_  ^  _^  2,    Z(rr)  r=  X. 

Beispiel  3:     P  =  15  =  3  .5;  ir  =  4;  hier  ist 
S,  =  S,  =  \;    (1)  =  (!)  =  !;     (^^^  =  -1; 

und  folglich  erhält  man  successive 

2/1  =  —  1,    ^1  =  1 
und 

2/2  =  — 4,    ^2  =  0; 
also  ist 

Y{x)  =  2x^  —  x^  —  ^x'^  —  X  +  2,    Z(;r)  =  ^3  _  X. 


VIII.   Ueber  die  Peirsche  Gleichung. 


§.  141. 

Bedeutet  D  eine  positive  ganze  Zahl,  die  aber  kein  voll- 
ständiges Quadrat  ist,  so  ist  in  §.  83  durch  die  Betrachtung  der 
Perioden  von  reducirten  quadratischen  Formen,  die  zur  De- 
terminante D  gehören,  nachgewiesen,  dass  die  Pell'sche  oder 
Fermat'sche  Gleichung 

P  —  Du^  =  1 

immer  unendlich  viele  Lösungen  in  ganzen  positiven  Zahlen  t,  u 
besitzt,  und  es  ist  dort  auch  eine  Methode  gegeben,  durch  welche 
alle  diese  Lösungen  gefunden  werden  können.  Es  hat  durchaus 
keine  Schwierigkeit,  den  Zusammenhang  zwischen  allen  diesen 
Lösungen  zu  finden,  sobald  nur  erst  der  Hauptpunct  bewiesen 
ist,  dass  wirklich  eine  Lösung  existirt,  in  welcher  u  von  Null 
verschieden  ist  (§.  85);  Lagrange  gebührt  das  Verdienst,  durch 
Einführung  neuer  Principien  in  die  Zahlentheorie  diese  Schwierig- 
keit zuerst  vollständig  überwunden  zu  haben,  und  diese  Princi- 
pien sind  später  von  Dirichlet*)  in  hohem  Grade  verallgemeinert. 
Wir  wollen  deshalb  hier  noch   einen  Beweis  der  Lösbarkeit  der 


*)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  October  1841,  April  1842, 
März  1846 ;  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  1840,  T.  X,  p.  286—288. 
—  Vergl.  Supplement  XI,  §.  183  und  P.  Bachmann:  De  unitatum  com- 
plexarum  theoria.    1864. 

24* 
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Peirschen  Gleichung  mittheilen ,  welcher  im  Wesentlichen  auf 
derselben  Grundlage  beruht. 

Das  Fundament  dieses  Beweises  beruht  auf  der  Thatsache, 
dass  immer  unendlich  viele  Paare  von  ganzen  Zahlen  x^  y  existiren, 
für  welche,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

^2  _  j)y^  <\  -\-  2\ B 

ist;  man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man  aus  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  den  Satz  entlehnt,  dass  jeder  Näherungswerth 
X  :  y,  den  man  durch  Entwickelung  einer  Grösse  o  in  einen 
Kettenbruch  erhält,  um  weniger  als  y~^  von  co  verschieden  ist; 
nimmt  man  also  (0  =  1/1),  so  giebt  es,  da  VZ)  irrational  ist, 
unendlich  viele  solche  Zahlenpaare  x^  y  von  der  Beschaffenheit, 
dass,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  , 

Vi)<— -,     also     X  —  yy  D  =  ~ 

y  y  -^  y 

ist,  wo  8  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet; 
hieraus  folgt 

y 


und  durch  Multiplication 

y 


x^  —  By^  =  :::?+  2dyi)  <  1  -1-  2yz>. 


Um  aber  Nichts  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche  zu  ent- 
lehnen, wollen  wir  diesen  Satz  noch  auf  einem  anderen  und  zwar 
ganz  einfachen  Wege  beweisen.  Es  sei  m  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  legen  wir  der  Zahl  y  der  Reihe  nach  die  m  +  1 
Werthe 

0,  1,  2  ...  (m  —  1),  m 

bei,  und  bestimmen  für  jeden  dieser  Werthe  die  zugehörige  ganze 
Zahl  X  durch  die  Bedingung 

0  ^  x  —  yVB  <  1, 

welche  offenbar  jedesmal  durch  eine,  und  nur  durch  eine  ganze 
Zahl  X  erfüllt  wird.  Theilen  wir  nun  das  Intervall  von  0  bis  1  in 
m  gleiche  Intervalle,  welche  durch  die  Werthe 
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0        1        2  m — Im 


m  '     m  '    m  m    '     m 


begrenzt  werden,  so  muss,  da  die  Anzahl  m  -f  1  der  Zahlenpaare 
X,  y  grösser  ist  als  die  Anzahl  m  dieser  Intervalle,  wenigstens 
eines  dieser  Intervalle  mehr  als  einen,  also  mindestens  zwei  von 
den  Werthen  x  —  yV D  enthalten,  die  zwei  verschiedenen  Wer- 
then  von  y  entsprechen.  Wir  bezeichnen  diese  beiden  Werthe 
mit  x'  —  y'YB  undi  x"  —  y" y D \  dann  ist,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, ihr  Unterschied 

{x'  —  x")  —  {y'  —  y")V  B  =  X  —  yyD<—, 

tu 

und  da  y\  y"  ungleich,  nicht  negativ  und  <  m  sind,  so  ist 
(abgesehen  vom  Vorzeichen)  auch  y  ■=  y'  —  y"  -^  m  und  von 
Null  verschieden;  mithin  wird  x  —  yVB  auch  <y~'^  und  von 
Null  verschieden,  weil  VD  irrational  ist.  Hieraus  folgt  aber 
wie  oben,  dass 

x^  —  Dy^  <  1  +  2yj) 

und  von  Null  verschieden  wird. 

Dass  nun  aber  auch  unendlich  viele  solche  Zahlenpaare  x^  y 
existiren,  ergiebt  sich  leicht;  sind  nämlich  schon  beliebig  viele 
solche  Zahlenpaare  x,  y  gefunden,  so  kann  man  immer  die  ganze 
Zahl  m  so  gross  nehmen,  dass  m-^  kleiner  wird  als  der  kleinste 
der  bisher  gefundenen  Werthe  x  —  yVI);  für  diese  Zahl  w 
erhält  man  aber  auf  die  angegebene  Weise  wieder  ein  Zahlen- 
paar x^  y  von  der  Beschaffenheit,  dass  x — y  V D  <m~^  und 
folglich  auch  kleiner  als  alle  früher  gefundenen  Werthe  x  —  yV D 
wird,  woraus  folgt,  dass  dieses  Zahlenpaar  x^  y  von  den  früheren 
verschieden  ist;  mithin  ist  die  Anzahl  dieser  Zahlenpaare  un- 
begrenzt. 


§.  142. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultates,  dass  immer  unendlich  viele 
Paare  von  ganzen  Zahlen  x^  y  existiren,  für  welche  der  absolute 
Werth  von  x'^  —  Biß  <\  -f-  2Vi)  und  von  Null  verschieden 
wird,  lässt  sich  nun  leicht  beweisen,  dass  die  Gleichung 
P —  Bu'^  =  1  immer  in  ganzen  Zahlen  ^,  u  lösbar  ist,  und  zwar 
so,  dass  it  von  Null  verschieden  ausfällt. 
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Da  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen,  welche  abgesehen  vom 
Vorzeichen  <  1  -}-  21/7)  sind,  endlich  ist,  so  muss  der  Ausdruck 
^-  —  Dy'^  für  unendlich  viele  Zahlenpaare  x^  y  einer  und  derselben 
(von  Null  verschiedenen)  Zahl  li  gleich  werden;  da  ferner  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Paare  von  Resten  a,  /3,  welche  zwei  Zahlen 
ic,  y  (mod.  Ic)  lassen  können,  endlich,  nämlich  =  Iz^  ist,  so  leuchtet 
ebenso  ein,  dass  mindestens  ein  solches  Restsystem  «,  ß  unendlich 
oft  auftreten  muss,  dass  also  unter  den  unendlich  vielen  Zahlen- 
paaren ^,  2/,  für  welche  x"^ —  Dy'^  =  ^  wird,  auch  wieder  un- 
endlich viele  Paare  x^  y  sich  finden  müssen,  in  welchen  x  =  a, 
y  ^  ß  (mod.  h)  ist,  wo  a,  ß  zwei  bestimmte  Reste  bedeuten.  Sind 
nun  x\  y'  und  x'\  y"  irgend  zwei  solche  Zahlenpaare,  d.  h.  ist 
gleichzeitig 


und 


x'  ^  x'\    y'  ^  y"  (mod.  Ä;), 


so  kann  man 

{x'  —  y'  VD)  {x"  +  y"VD)  =  h  (t  -}-  uVD) 

setzen,  wo  ^,  u  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  offenbar  der  Gleichung 

P  —  Du^  —  1 

genügen;  und  zwar  dürfen  wir  annehmen,  dass  %i  von  Null  ver- 
schieden ist ;  denn  aus  w  =  0,  ^  =  H^  1  ergiebt  sich  vermöge  der 
obigen  Gleichung  x'  —  i/'VD  =  +  {x"  —  y"  VD);  da  aber  un- 
endlich viele  solche  Zahlenpaare  x\  y'  und  x'\  y"  existiren,  so 
können  wir  auch  immer  zwei  solche  auswählen,  dass  x",  y"  ver- 
schieden von  +  x',  +  y,  und  folglich  u  von  Null  verschieden 
ausfällt. 

Hiermit  ist  also  in  der  That  bewiesen,  dass  immer  eine 
Lösung  f,  u  der  vorstehenden  Pell'schen  Gleichung  existirt,  in 
welcher  u  von  Null  verschieden  ist. 

Hieraus  lässt  sich  dann  (wie  in  §.  85),  ebenfalls  ohne  Hülfe 
der  Theorie  der  reducirten  Formen,  zeigen,  dass  alle  Auflösungen 
t,  u  sich  aus  der  Gleichung 

ergeben,  wo  T,  ü  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  bedeuten, 
die   der  Gleichung  genügen,  und   der  Exponent  n  alle  positiven 
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und  negativen  ganzen  Zahlen  durchläuft.  Nur  in  der  einen  Be- 
ziehung bleibt  diese  Theorie  der  PelFschen  Gleichung  unvoll- 
ständig, dass  aus  ihr  keine  directe  Methode  fiiesst,  diese  kleinste 
positive  Auflösung  T,  U  unmittelbar  zu  finden.  Hierzu  und 
ebenso  zur  Beurtheilung  der  Aequivalenz  zweier  Formen  und 
also  auch  der  Darstellbarkeit  einer  Zahl  durch  eine  Form  bleibt 
die  Theorie  der  reducirten  Formen  unentbehrlich. 


IX.    lieber  die  Converg-enz  und  Stetigkeit  einiger 
unendlichen  Reihen. 


§.  143. 

Die  von  AheV'^)  herrührende  Methode  der  theilweisen  Summa- 
tion,  welche  in  §.  101  bei  der  Untersuchung  der  Convergenz  und 
Stetigkeit  einer  unendlichen  Reihe  angewendet  ist,  führt  zu  dem 
Beweise  des  folgenden  allgemeinen  Satzes,  in  welchem  aus  gewissen, 
von  einander  unabhängigen  Voraussetzungen  über  zwei  Reihen 
von  reellen  oder  complexen  Grössen 

«1,  «2,  «3  .  .  .  (a) 

&i,  &2,  h  •  •  •  W 

Schlüsse  auf  die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Grösseiireihe 

üil^,    a-ih,    a-ih-i  ... 
gezogen  werden. 

Wenn  hei  imhegrenzt  ivacJisendem  n  der  analytische  Moduhis 
der  Summe 

An  =  ai    -|-    «2    +    •   •   •    +    «n 

endlich  hleiht,  wenn  ferner  die  aus  den  Moduln  der  Differenzen 
h  —  h,     h  —  h,     h  —  h  .  .  . 

gebildete  Summe  ß  endlich  ist,  und  ausserdem  hn  mit  wachsendem 
n  unendlich  Idein  tvird,  so  convergirt  die  Reihe 

y  =  aih^  -{-  a^h-i  -f  «3  ^3  +  •  *  • ; 


*)  JRecJierches  sur   la  serie  etc.,  (Euvres    comx)leteSj    1839,  T.  I,  p.  66; 
Crelle's  Journal,  Bd.  1,  S.  311. 
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und  ivenn  die  Grössen  der  Reihe  (h)  sich  stetig  so  ändern  i  dass 
auch  ß  sich  stetig  ändert,  so  gilt  dasselbe  von  y. 

Denn  aus  der  Annahme,  dass  der  Modulus  von  An  stets  kleiner 
als  eme  angebbare  Constante  H  bleibt,  und  dass  die  Summe  ß 
einen  endlichen  Werth  besitzt ,  folgt  zunächst'  die  unbedingte 
Convergenz  der  Reihe 

weil  selbst  die  Moduln  ihrer  Glieder  eine  convergente  Reihe  bilden, 
deren  Summe  <  Hß  ist.  Bezeichnet  man  nun  die  Summen  der 
ersten  n  Glieder  der  Reihen  y,  8  resp.  mit  (7„ ,  Dn ,  so  ist 

C„  =  Jjn  —  1    -j-    An  bn  , 

und  da  bn  mit  wachsendem  n  unendlich  klein  wird,  so  convergirt 
auch  die  Reihe  y,  und  ihr  Werth  ist  gleich  dem  der  Reihe  8. 

Es  genügt  daher,  den  letzten  Theil  des  Satzes  für  die  Reihe 
8  nachzuweisen,  und  dies  geschieht  in  noch  etwas  erweitertem 
Umfange  auf  folgende  Weise.  Setzt  man  ö  ^=  Bn  -\-  8n  und 
ß  =  Bn  -\-  ßn^  WO  Bn  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe  ß  bedeutet,  so  ist  der  Modulus  des  Restes  d„  offenbar 
<  Hßn;  bezeichnet  man  ferner  mit  d\  Bnyß'  .  .  .  diejenigen  be- 
stimmten Werthe  von  ^,  Z)„,  j3  .  .  .,  welche  einem  bestimmten 
Grössensystem  (b')  entsprechen,  so  wird,  wenn  die  veränderhchen 
Grössen  bn  des  Systems  (6)  sich  den  Grössen  b'n  des  Systems  (b') 
unbegrenzt  und  zwar  der  Art  annähern,  dass  ß  sich  dem  Werthe 
ß'  nähert,  auch  ßn  ^=  ß  —  -B„  sich  dem  Grenzwerthe  ß'n  nähern, 
weil  die  aus  einer  endhchen  Anzahl  von  Gliedern  bestehende 
Summe  Bn  gewiss  den  Werth  B'n  zum  Grenzwerth  hat.  Nun 
kann  man,  wie  klein  auch  eine  gegebene  positive  Grösse  £  sein 
mag,  immer  n  so  gross  wählen,  dass  Hß'n  <  f  ist;  mithin  wird 
im  Verlaufe  der  Annäherung  auch  Bßn.  und  folglich  auch  der 
Modulus  des  Restes  d„  definitiv  <  s  werden,  während  der  andere 
in  d  enthaltene  Bestandtheil  Z)„  sich  seinem  Grenzwerthe  B'n 
nähert;  da  aber  ö  —  ö'  =  (Bn  —  -Dl,)  -|-  ö„  —  ö^  ist,  so  wird 
folghch  der  Modulus  der  Differenz  d  —  ö'  schliesslich  unter  2  a 
herabsinken,  also  wird  8  sich  dem  Grenzwerthe  8'  nähern,  was 
zu  beweisen  war*). 

*)  Offenbar  bleibt  tT,  also  auch  y  selbst  dann  noch  stetig,  wenn  die 
oben  als  constant  vorausgesetzten  Grössen  des  Systems  (a)  sich  zugleich 
stetig  und  so  ändern,  dass  das  Maximum  H  der  Moduln  von  An  auch 
während  der  Aenderung  endlich  bleibt. 
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Dem  vorstehenden  Beweise  des  obigen  Satzes  fügen  wir  noch 
folgende  Bemerkungen  hinzu.  Die  zweite  Voraussetzung,  dass  die 
Summe  ß  endlich  ist,  hat  für  sich  allein  genommen  zur  Folge, 
4ass  die  unendliche  Reihe 

b  =  h,  i-  (b,-b,)  -f  (b,  —  h,)  -f  (b,-b,)  -f  .  .  . 

ebenfalls  convergirt,  dass  also  die  Summe  &„  ihrer  ersten  n  Glieder 
mit  wachsendem  n  sich  einem  bestimmten  Grenzwerth  b  annähert, 
welcher  aber  sehr  wohl  von  Null  verschieden  sein  kann.  Immerhin 
ergiebt  sich  hieraus  in  Verbindung  mit  der  ersten  Voraussetzung 
über  An  die  unbedingte  Convergenz  der  Reihe  ö;  lässt  man  aber 
die  dritte  Voraussetzung,  nach  welcher  b  =  0  war,  jetzt  fallen,  so 
leuchtet  ein,  dass  die  Convergenz  der  Reihe  y,  weil  Cn  =  D„_i 
-|-  An  bn  ist,  nur  dann  mit  Sicherheit  gefolgert  werden  kann,  wenn 
die  erste  Annahme  über  A»  dahin  verschärft  wird,  dass  die  un- 
endliche Reihe 

ci  =  ai  -\-  a2  4-  a^  -\-  tti  -{-  '  •  ' 

ebenfalls  convergirt,  und  zwar  ist  dann 

y  =  d  -|-  ab', 

zugleich  ergiebt  sich,  dass,  wenn  cc  =  ^„  -f  a„,  also  a„  =  c«„_i  —  a„ 
gesetzt  wird, 

y  =  ccbi  +  «1  (b^  —  bi)  -f-  «2  (b^—h)  -f  •  •  • 

ist;  denn  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  Reihe  rechter  Hand 
ist  =  Cn-\-  o^'nbn-,  uud  mit  wachsendem  n  wird  «„,  also  auch  a„^„ 
unendlich  klein.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  nun  die  Bemer- 
kung, dass  unter  den  jetzigen  Annahmen  die  Grösse  y  sich  schon 
dann  stetig  mit  den  Grössen  des  Systems  {b)  ändert,  sobald  ß  im 
Verlaufe  der  Aenderung  endlich  bleibt,  während  8  mit  ß  und  b 
auch  unstetig  werden  kann.  Ist  nämlich  eine  beliebig  kleine  posi- 
tive Grösse  s  gegeben,  so  giebt  es  einen  bestimmten  Index  v  von 
der  Beschaffenheit,  dass  für  alle  Werthe  von  w,  welche  ^  v  sind, 
der  Modulus  von  ccn  <  s   ist*);  während   daher  die  Summe  der 


*)  Ist  das  System  (a)  ebenfalls  veränderlich,  so  verliert  der  obige  Be- 
weis für  die  Stetigkeit  von  y  seine  Kraft,  selbst  wenn  man  voraussetzt, 
dass  «  sich  stetig  mit  den  Grössen  des  Systems  (a)  ändert;  denn  hieraus 
folgt  noch  nicht  die  Möglichkeit,  für  jedes  gegebene  e  einen  bestimmten 
Index  y  so  zu  wählen,  dass  für  alle  Werthe  n  ^v  der  Modulus  von  «n 
auch  während  der  Aenderung  von  (a)  stets  <  e  bleibt.  Dass  in  der  That  y 
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ersten  v  Glieder  in  dem  vorstehenden  Ausdruck  für  y  sich  stetig 
mit  den  Grössen  des  Systems  (b)  ändert,  bleibt  der  Modulus  des 
Restes  <  eß  und  kann  folglich,  wenn  ß  während  der  Aenderung 
endlich,  d.  h.  kleiner  als  eine  angebbare  Constante  bleibt,  durch  s 
so  klein  gemacht  werden,  wie  man  will;  mithin  ändert  sich  y 
stetig,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Principien  auf  die  DiricMef  sehen 
Reihen  anwenden;  unter  dieser  Benennung  verstehen  wir  Reihen 
von  folgender  Form  *) : 

^^^       hl  ^  Tc^  ^  k^  ^ 

wo  Jci ,  Ä-g ,  A'3  .  .  .  positive  Constanten  von  der  Art  bedeuten,  dass 
kn  ^  kn  +  i  ist,  und  dass  h»  mit  n  über  alle  Grenzen  wächst;  die 
Constanten  %,  «2?  %  ...  sind  beliebige  reelle  oder  complexe 
Grössen;  ebenso  kann  die  Variabele  s  beliebige  reelle  oder  com- 
plexe Werthe  annehmen,  doch  wollen  wir  uns  hier  der  Einfachheit 
halber  auf  7'eelle  Werthe  s  beschränken.     Setzen  wir,  wie  oben, 

An  =  dl    +    «2    H"   •   •   •    ~h    <^ni 

SO  ergiebt  sich  folgender  Satz: 


unstetig  werden  kann  trotz  der  Stetig-keit  von  «  und  der  Endlichkeit  von  /3, 
lehrt  die  genaue  Prüfung  des  folgenden  Beispiels.  Es  sei  ifj  (x)  eine  stetige 
Function,  welche  sowohl  für  unendlich  grosse  als  auch  für  unendlich  kleine 
Werthe  x  unendlich  klein  wird,  wie  z.  B. 

es  seien  ferner  die  in  den  Systemen  (a)  und  (b)  enthaltenen  Grössen  als 
stetige  Functionen  einer  Variabelen  h  ^0  definirt  durch  die  Gleichungen 

an  =  V  (^  ^)  —  ^[^{nh  —  h) 

fen  =  1  —  n  h,    wenn  /i  <  — 

n 

hn  =  0,  wenn  h  ^  —  ^ 

so  nähert  sich  y,  wenn  h  unendlich  klein  wird,  nicht  dem  Werthe  Null, 
welcher  dem  Werthe  /t  =  0  entspricht,  sondern  dem  Werthe 

1 

J  xp  {x)d  X, 

0 

obgleich  «  stetig  =  0,  und  ß  zwar  nicht  stetig,  aber  doch  endlich  bleibt. 
*)  Sie  nehmen  die  Gestalt  von  Potenzreihen  an,  wenn  mau  s=^  —  log  x 


JL^ 


380  Supplement  IX.  §.  U3. 

JBleibt  An  endlich  hei  tvachsendem  n,  so  convergirt  die  Reihe 
f(s)  für  alle  positiven  Werthe  s  und  sie  ist  nebst  ihren  sämmtlichen 
Derivirten  stetig;  convergirt  die  Reihe  noch  für  s  =  0,  so  ist  sie 
auch  an  dieser  Stelle  stetig. 

Die  Behauptungen,  welche  sich  auf  f(s)  beziehen,  folgen 
unmittelbar  aus  der  vorhergehenden  allgemeinen  Untersuchung, 
wenn  man  &„  =  Zj~*  setzt,  wodurch  y  =r/(s)  wird;  in  der  That 
wird  hierdurch  ßz='kj'^  oder  =  0,  je  nachdem  s  >  0  oder  =  0 
ist.  Die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Derivirten /' (s)  ergiebt 
sich  aber  durch  eine  andere  Specialisirung;  bedeutet  s  einen  festen 
positiven  Werth,  und  s  eine  sehr  kleine  (positive  oder  negative) 
Grösse,  so  setzen  wir 


6 


wodurch 

..^f(s)-f(s-\-  s) 

wird.     Wählt  man  nun  v  so  gross,  dass   s  log  hy  >  1,  und   6  so 
klein,  dass 


7  ^°s  ( 


IH — )  <  s  log  hy 


wird,    so    ist    &v  ^  ^v+i  ^  ^v  +  2  •  .  •,    weil    die    Derivirte    der 
Function 

1/1  1 


für  alle  Werthe  x  ^  Icv  negativ  ist;  ausserdem  ist  &  =  0,  also 
ßv-i  =  bv.  Wird  nun  £  unendlich  klein,  so  nähert  sich  bn  dem 
Grenzwerthe 

hn 

und  äsi  bv  ^  bv  + 1  ^  b'v  +  2 •  '  '  ^  ferner  b'  =  0,  also  ß'v-i  =  b\ 
ist,  so  geht  ßv—\  stetig  in  den  Grenzwerth  ßv-i-,  und  folglich 
auch  ß  stetig  in  den  Werth  ß'  über.  Mithin  nähert  sich  auch  y 
dem  Grenzwerthe  y',  d.  h.  es  ist 

ai  log  \        a.2  log  Z:^ 
—  /  (s)  =  — —s ^ TS r  •  •  • » 

Kl  tv2 
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und  da  diese  Reihe  wieder  von  derselben  Beschafienheit  ist,  so  ist 
f'(s)  auch  eine  stetige  Function  der  positiven  Grösse  s.  Ganz 
ähnlich  lässt  sich  der  Beweis  für  die  Derivirten  höherer  Ordnung 
führen. 


§.  144. 

Der  wahre  Charakter  des  zuletzt  bewiesenen  Satzes  besteht 
darin,  dass  aus  dem  Verhalten  einer  Dirichlet'schen  Reihe  /(s)  für 
s  =  0  ein  Schluss  auf  ihr  Verhalten  für  alle  positiven  Werthe  s 
gezogen  wird  (man  kann  ihn  leicht  so  umformen,  dass  von  dem 
beliebigen  Werthe  s  =  6  auf  alle  Werthe  s  >  ö  geschlossen  wird). 
Unter  diesem  Gesichtspuncte  erscheint  von  besonderem  Interesse 
eine  Vergleichung  dieses  Satzes  mit  dem  allgemeinen  Princip  des 
§.118;  beachtet  man  nämlich,  dass,  wenn  die  dort  mit  t  bezeichnete 
Grösse  zwischen  Jcn  und  'kn  +  i>kn  liegt,  die  entsprechende  Grösse 
T  =  n  nichts  Anderes  ist,  als  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der 
Reihe 

1^       ,   1    J_  o         1         ,14-.«         1 


^r^     ici^'    ici+' 

für  s  =  —  1,  so  erkennt  man,  dass  dort  aus  dem  Verhalten  der 
Reihe  für  s  =  —  1  ein  Schluss  auf  ihr  Verhalten  für  alle  positiven 
Werthe  s,  und  namentlich  auf  ihr  Verhalten  an  der  Stelle  s  ==  0 
gezogen  wird.  Eine  genauere,  auf  die  Vereinigung  und  Verall- 
gemeinerung beider  Sätze  hinzielende  Untersuchung  führt  zu  den 
nachstehenden  Resultaten,  in  welchen  zur  Abkürzung 

o     _^      I     ^    J_  I     ^n 

**  7.»  7.*  '   *   '      '      L« 

iCi  n/2  1^  n 

gesetzt  ist,  während  An  seine  frühere  Bedeutung  behält. 

1.  Bleibt  Snl^n  fö'^  einen  bestimmten  negativen  Werth  s  end- 
lich bei  wachsendem  w,  so  gilt  dasselbe  für  jeden  negativen  Werth 
s,  und  ebenso  bleibt  An'-  loghn  endlich. 

2.  Bleibt  An  :  loglin  endlich  bei  wachsendem  w,  so  convergirt 
die  Eeihe  f(s)  für  jeden  positiven  Werth  s. 

3.  Nähern  sich  s  5„ ^^  und  sSnK  +  i  fi^r  einen  bestimmten 
negativen  Werth  s  bei  wachsendem  n  einem  gemeinschaftlichen 
Grenziverthe  —  co ,  so  gilt  Dasselbe  für  jeden  negativen  Werth  s, 
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und  ebenso  nähern  sich  An  :  log  Icn  und  An  :  log  hn  +  i  dem  gemein- 
Bchaftlichen  Grenzwerthe  -\-  co. 

4.  Nähern  sich  An  :  loglin  und  An'.Joghn  +  i  hei  wachsendem 
n  einem  gemeinschaftlichen  Grenzwerthe  o,  so  nähert  sich  s/(s), 
wenn  s  positiv  unendlich  Mein  wird^  demselben  Grenzwerthe  o. 

Offenbar  entspringt  der  Satz  des  vorigen  Paragraphen  aus  2., 
und  der  Satz  des  §.  118  aus  3.  und  4.;  um  die  Beweise  kurz  zu 
führen,  bemerken  wir,  dass,  wenn 

" 7^    "•      17      '      *   *   *      '      7,»- 

gesetzt  wird, 

Sn Unl^n        =  -ßl  («^1         — ^2       )   4"    '  *  *    4"  -^n  — 1  Q^n—l  —  '^n      ) 

ist;  zerlegt  man  die  Summe  rechter  Hand  in  zwei  Bestandtheile, 
von  denen  der  eine  die  ersten  (m  —  1)  Glieder,  der  andere  die 
übrigen  (n  —  m)  Glieder  enthält,  und  berücksichtigt,  dass  man 
allgemein 

h  k 


fCy  Ih 


\  J  J  s 


k    ,  k    , 

r  +  l  v-\-l 


setzen  kann,  wo  hv  ^  hv  <  hv  +  i  ist,  so  erhält  man 

Sn  I^nl^n        = \M(Jc,n^  Iv  i   ^)    ■}-    N  (Jc  n     —  l^  m    )  f  •> 

von  Jf  und  JV"  Mittelwerthe*)  aus  den  Grössen  Bvhl  resp.  von 
V  =  1  hh  V  =:  m  —  1,  und  von  v  =  m  his  v=  n —  1  bedeuten. 
Nimmt  man  nun,  wie  im  dritten  Satze  an,  dass  es  einen  (negativen) 
Werth  r  giebt,  für  welchen  die  Grössen  rRvlc^^^  rl?v^r  +  i5  ^Iso 
auch  die  Grössen  rByhl  mit  wachsendem  v  sich  einem  Grenz- 
werthe —  03  nähern ,  und  lässt  man  m  mit  n ,  doch  so  langsam 
über  alle  Grenzen  wachsen,  dass  hm  :  hn  unendlich  klein  wdrd,  so 
nähert  sich  r  N  dem  Grenzwerthe  —  o,  während  M  endlich  bleibt, 


*)  Unter  einem  Mittelwerthe  aus  complexen  Grössen  z  ist  jeder  com- 
plexe  Werth  C  von  der  Beschaffenheit  zu  verstehen,  dass  die  reellen  Be- 
standtheile von  C  und  C  *  resp.  Mittelwerthe  aus  den  reellen  Bestandtheilen 
der  Grössen  z  und  der  Grössen  z  i  sind. 
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und  folglich  wird,  wenn  s  negativ  ist,  s  SnK  sich  ebenfalls  dem 
Grenzwerthe  —  co  nähern.    Ist  aber  s  =  0,  so  folgt 

An    -   BnK  =  r    JMlog  {^\    +    ^^  log    Q^\ 

und  wenn  man  m  der  Art  mit  n  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt, 
dass  log'k.n  :  logÄ:«  unendlich  klein  wird,  so  ergiebt  sich,  dass 
A  :  logln  sich  demWerthe  -f-  o  nähert.  Die  Behauptungen  über 
sSn  %i  und  ^„:logÄ;„^.i  ergeben  sich  von  selbst,  weil  aus  der 
Annahme  hervorgeht,  dass,  wenn  co  von  Null  verschieden  ist, 
noth wendig /i:n:Ä;n  +  i  sich  dem  Werthe  1  nähert.  Zugleich  leuchtet 
ein,  dass  der  Beweis  des  ersten  Satzes  auf  dieselbe  Weise  geführt 
werden  kann,  und  zwar  viel  einfacher,  weil  es  gar  keiner  Zer- 
legung der  obigen  Summe  in  zwei  Bestandtheile  bedarf*). 

Der  Beweis  des  mveiten  und  vierten  Satzes  lässt  sich  in  ähn- 
licher Weise  führen;  setzt  man  nämlich,  wenn  s  einen  positiven 
Werth  hat, 

s  \ogxdx       1  4-  s  log  hn 


^'^'  sK 


so  ist 


"«  + 1 

/s  losr  oc  d  X 
— — ^-p^^ —  =  log  hn(K^  —  ^'iT+i); 


*)  Die  Sätze  1.  und  3.  sind  aus  einem  leicht  erkennbaren  Grunde  so 
gefasst,  dass  der  in  der  Prämisse  auftretende  bestimmte  Werth  s  als 
negativ  vorausgesetzt  wird,  obgleich  der  obige  Beweis,  \in  welchem  dieser 
Werth  s  mit  r  bezeichnet  ist,  auch  dann  seine  Kraft  bewahrt,  wenn  r 
positiv  ist.  Diese  auf  den  ersten  Blick  auffallende  Erscheinung  hängt 
damit  zusammen,  dass  den  obigen  Sätzen  eine  Reihe  von  ähnlichen  Sätzen 
entspricht,  welche  von  dem  Verschwinden  des  Restes  S^  =  f{s)  —  Sn  für 
positive  Werthe  s  bei  wachsendem  n  handeln  ;  von  diesen  Sätzen  (die  sich  wie 
die  obigen  Sätze  auch  auf  gewisse  Integrale  übertragen  lassen)  wollen  wir 
beispielsweise  den  folgenden  erwähnen:  Convergirt  die  Reihe  f{s)  für 
einen  bestimmten  positiven  Werth  s,  wird  also  der  Rest  S'n  mit  wachsen- 
dem n  unendlich  klein  und  zwar  in  der  Art,  dass  die  Producte  s S^k^^  und 
^'^M^n  +  i  ^^^^  einem  gemeinschaftlichen  Grenzwerthe  w  nähern,  so  nähern 

sich  für  jeden  negativen  Werth  s  die  Producte  s  S^k^  und  sS^k^,^^  dem 
Grenzwerthe  —  lo. 
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nimmt  man  daher  an,  dass  An  :  logÄ;„  endlich  bleibt,  so  folgt 
hieraus  leicht*),  dass  die  unendliche  Reihe 

convergirt,  und  dass  ihre  Summe  mit  /  (s)  übereinstimmt,  womit 
der  zweite  Satz  bewiesen  ist.  Bezeichnet  man  ferner  mit  M  und 
M'  Mittelwerthe  aus  den  Grössen  An  :  log /in  resp.  von  ?i  =  1  bis 
n  =  m  —  1,  und  von  n  =  m  his  n=  cc^  so  kann  man 

f(s)  =  M(K,-K^)  +  M'K„ 

setzen;  nimmt  man  nun  (wie  im  vierten  Satze)  an,  dass  die  Grössen 
An'AoglCn  und  ^„ilogA'n^.!  sich  einem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe  cj  nähern,  so  gilt  Dasselbe  von  ^„:log/^„;  lässt  man  daher, 
während  s  positiv  unendlich  klein  wird,  gleichzeitig  m  über  alle 
Grenzen,  doch  so  langsam  wachsen,  dass  s  log  hm  unendlich  klein 
wird,  so  nähert  sich  M'  dem  Grenzwerthe  cj,  während  M  endlich 
bleibt,  und  da  s  K^  und  s  K^  sich  dem  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werthe 1  nähern,  so  nähert  sich  sf(s)  dem  Grenzwerthe  «,  was 
zu  beweisen  war"^*). 

Nachdem  die  obigen  Sätze  bewiesen  sind,  führen  wir  einige 
Beispiele  an,  hauptsächlich  um  zu  zeigen,  dass  sie  nicht  ohne 
Weiteres  umgekehrt  werden  dürfen. 

Beispiel  1.     Ist  c  >  1,  und  s  >  0,  so  ist 
für  jeden  negativen  Werth  s  ist  bei  wachsendem  n 

also  schwankt  Bn^n^  und  nur,  wenn  h  =  a  ist,  wird 

lim  Snhn=  -j — : ; 

1  —  c* 

trotzdem  ist,  auch  wenn  a  und  b  ungleich  sind. 


*)  Offenbar  darf  man,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Sätze  zu  beeinträch- 
tigen, bei  ihrem  Beweise  annehmen,  dass  schon  k\  >  1  ist. 

**)  Weitere  Untersuchungen  findet  man  in  der  Abhandlung  von  Frings- 
heim:  Zur  Theorie  der  DiriclüeV sehen  Reihen  (Math.  Annalen,  ßd.  37). 
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1  •  An  1 .  An  a  -\-h 

hm  -, — ^  =  hm  = — ~ —  =r  ^,  '       , 
logA;«  logÄ;„  +  i        21ogc 

und    wirkhcli   nähert   sich   sf{s)   für  unendhch   kleine   positive 
Werthe  von  s  demselben  Grenz werth. 

Beispiel  2.    Ist  wieder  c  >  1,  und  s  >  0,  so  ist 


C«  C^«      '      C^*  C*«  (c«-f  1)2' 

da  .42  n  ^=  —  ^?,  Ä2n-i  =  -^n  ist,  so  schwankt  .4„ :  log  Icn]  dennoch 
nähert  sich  sf(s)  dem  bestimmten  Grenzwerth  Null,  wenn  s  positiv 
unendlich  klein  wird. 

Beispiel  3.    Von  grösserem  Interesse  ist  die  folgende  Reihe 
/(s)  =  e-^  -f  ce-^'  -j-  cH-^'^  -\-  c^e-'''  -f-  •  •  •, 
wo  c  wieder  >  1  ist;  da  logÄ;^  =  c"-^,  und 

^n  ==  1  +  c  +  c2  -f  .  .  .  -f  .c"-i  =  ^^^, 
so  ergiebt  sich  bei  wachsendem  n 

lini  -A_  =  -^,  lim       ^"  -^ 


log  lin        c  —  1 '  log  Ä;„  +  1         c 1  ' 

und  es  zeigt  sich,  dass  sf(s)  für  unendlich  kleine  positive  Werthe 
von  s  sich  keinem  Grenzwerthe  nähert,  sondern  hin  und  her 
schwankt.  Ist  nämlich  r  ein  bestimmter  positiver  Werth,  und 
lässt  man  s  =  rc-Q  dadurch  unendlich  klein  werden,  dass  q 
wachsend  alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchläuft,  so  nähert  sich 
sf{s)  dem  bestimmten,  aber  von  r  abhängigen  Grenzwerth 

wo  n  alle  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -f-  oc  durchlaufen  muss. 
Offenbar  ist  t^  (r)  eine  periodische  Function  von  log  r,  welche 
sich  in  die  Fourier'sche  Reihe 


J_  V  .»  n  {^I^\ 
logc  "^    1'  \\ogcJ 


verwandeln  lässt ,  wo  log  ^  log  c  =  —  2jri  log  r  ist,  fl  das  Euler- 
sche  Integral  zweiter  Art  bedeutet,  und  n  alle  ganzen  Zahlen 
von  —  00   bis  -|-  oc  durchläuft;  sie  convergirt  für  jeden  complexen 

Dirichlet,    Zahlentlieorie.  25 
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Werth  r,  dessen  reeller  Bestancltheil  positiv  ist;  sie  ist  zugleich 
der  Grenzwerth  des  Integrals 

-j-  00 

u;  ^      sin  (2  n  4-1)  7t  X 


y- 


^\T171X 


für  iinendlicli  grosse  Werthe  der  positiven  ganzen  Zahl  n.  Wird 
s  stetig  positiv  unendlich  klein,  so  schwankt  sf{s)  um  den  mitt- 
leren Werth  1  :  log  c,  welcher  auch  zwischen  den  Grenzwerthen 
von  An :  log  ^'„  und  An '-  log  Ä'„  + 1  liegt. 


X.    lieber  die  Composition  der  binären  quadratischen 

Formen. 


§.  145. 

Unserer  Darstellung  der  von  Gauss'^)  gegründeten  Theorie 
der  Composition  scliicken  wir  zwei  Hülfssätze  aus  der  Lehre  von 
den  Congruenzen  voraus,  deren  erster  eine  auch  sonst  nützliche 
Verallgemeinerung  der  in  §.  25  behandelten  Aufgabe  enthält, 
während  der  daraus  folgende  zweite  die  Grundlage  für  die  ge- 
nannte Theorie  bilden  wird. 


n 


1.  Hat  der  Modul  m  mit  den  ganzen  Zahlen  pi-,  p^  -  -  >  p 
keinen  gemeinsamen  Theiler,  und  sind  alle  aus  ihnen  und  den 
ganzen  Zahlen  Sn  ^2  •  •  •  ^n  gebildeten  Determinanten  pr^s  —  grPs 
theilhar  durch  m,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Classe  von  Zahlen 
B  (mod.  m\  die  den  gleichzeitigen  linearen  Congruenzen 

p^B  =  ^1,    PiB  =  g'2  •  •  •  PnB  =  qn  (mod.  m)  (1) 

genügen'^*). 

Zum  Beweise  wählen  wir  (nach  §.  24)  ein  bestimmtes  System 
von  ganzen  Zahlen  h^  \^  h^  .  .  ,  hn^  die  der  Bedingung 

mh  -f  2hh  +  P-ih  -\-  '  '  '  +  Pnhn  =  l, 
also  der  Congruenz 

Ipshs  =  pi  K  +  i>2  ^^2  4-  •  •  •  4-  Pnhn  =  1  (mod. m) 
genügen,  und  setzen 

S  qshs  =  qi  hl  -f-  q.2  hz  -\-  -  -  -  -{-  qnhn  =  Bq. 


*)  D.  A.  art.  234.  seqq.   —   Vergl.  Lejeune  Dirichlet:  De  formarum  hi- 
nariarum  secuncU  gradus  compositione.    1851. 

**)  Man  überzeugt  sich  leicht,   dass  auch    die  Umkehrung  dieses  Satzes 
gilt 

25* 
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Giebt  es  nun  eine  Zahl  B^  welche  den  Congruenzen  (1)  genügt, 
so  folgt  durch  Multiplication  der  letzteren  mit  h-^.  h^  .  .  .  hn  und 
Addition,  dass  B  ^  Bq  (mod.  m)  sein  muss;  und  umgekehrt,  wenn 
B  irgend  eine  Zahl  der  durch  ^o  repräsentirten  Classe  bedeutet, 
so  folgt  aus  pr  qs  ^  Q.rPs  (mod.  w),  dass 

PrS^Pr^qshs  =  ^Prqsh^^qrPshs=^qr  Si^s /^s  =^r (mod.m) 

ist;  also  genügt  B  den  Congruenzen  (1),  was  zu  beweisen  war. 

2.    Ist 

hb  =  D (mod.  a),    h' h'  =  D  (mod.  a')  (2) 

und  haben  die  drei  Zahlen  a,  a',  b  -]-  b'  Iceinen  gemeinschaftlichen 
Theiler^  so  existirt  in  Bezug  auf  den  Modulus  aa'  eine  und  nur 
eine  Classe  von  Zahlen  B^  welche  den  drei  Bedingungen 

B  =  b  (mod.  a),    B  ^  b'  (mod.  a'),    BB  =  B  (mod.  aa')    (3) 

genügen^  und  die  Zahlen  a,  a\  2  B  haben  ebenfalls  licinen  gemein- 
schaftlichen Theiler. 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satze; 
da  nämlich 

{B  —  b){B  —  b')  =  BB  —  {b-{-  b')B^bb' 

ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Bedingungen  (3)  mit  den  linearen 
Congruenzen 

a'B  =  a'b,    aB=ab\    (b -^  b')  B  =  bb' ^  D  (mod.  aa') 

völlig  gleichbedeutend  sind;  da  nun  die  Coefficienten  a',  a,  b  -\-  b' 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  und  die  Determinanten 

a'  .ab'  —  a'b  .a  =  aa'  (b'  —  b) 

a'  (b b'  +  D)  —  a'b(b+  b')  =  a'{D-bb) 

a(bb'  +D)  —  ab'(b  -^  b')  •=  a  (D —  b' b') 

zufolge  (2)  alle  durch  den  Modul  aa'  theilbar  sind,  so  ist  der 
erste  Theil  unseres  Satzes  bewiesen. 

Ist  ferner  d  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  a,  «',  2  J5,  so 
folgt  aus  (3),  dass  B  =  b  =  b'  (mod.  d),  also  b  -^b'=2B=0 
(mod.  ö)  ist ;  mithin  ist  ö  auch  ein  gemeinschaftlicher  Theiler 
von  a,  a',  b  -\-  b'  und  folglich  =  1,  was  zu  beweisen  war*). 


*)  Fasst  man  die  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  nur  als 
einen  speciellen  Fall  der  allgemeinen  Theorie  der  ganzen  algebraischen 
Zahlen  auf  (Supplement  XL),  so  sprechen  manche  Gründe   dafür,  statt  der 
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§.  146. 

Zwei  binäre  quadratische  Formen  (a,  &,  c),  {a\  h\  c')  von 
gleicher  Determinante  B  sollen  einig"^)  heissen,  wenn  die  Zahlen 
a,  a',  h-^V  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben.  Da  &&  ^7) 
(mod.  «),  y  y  ^B  (mod.  a')  ist,  so  folgt  aus  dem  vorhergehenden 
Lemma  unmittelbar  die  Existenz  von  unendlich  vielen  parallelen 
(nach  §.  .56  äquivalenten)  Formen  (aa\B,  C)  derselben  Determi- 
nante B,  deren  mittlere  Coefficienten  B  den  Bedingungen  B  =  h 
(mod.  a),  B  ^y  (mod.  a')  genügen;  jede  solche  Form  (aa\B^  C) 
heisse  susammengesetzt-^'^)  (composita)  aus  (a,  &,  c)  und  («/,  &',  c'). 

Wir  benierken  zunächst,  dass  (nach  §.  56)  die  Formen  (a^b^c)^ 
(a\  &',  c')  resp.  den  Formen  (a,  jB,  a'C),  («',  .B,  aC)  äquivalent 
sind;  diese  letzteren  sind  ebenfalls  einig,  weil  die  Zahlen  a^a\2B 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben  (§.  145),  und  aus  ihnen 
ist  ebenfalls  die  Form  {aa\  J5,  (7)  zusammengesetzt.  Bedeuten 
nun  x^  1/,  x\  y'  variabele  Grössen,  und  setzt  man 

X  =  xx'  -  Cyy',     Y  =  (ax  +  By)  y'  +  (a'x'  +  By')  y,    (1) 
so  wird 

(ax-{-(B  -^y  B)y)(a'  x'  -^(B-^y  B)y')=aa'  X^(B  i-yB)^,  (2) 

ersetzt  man  hierin  y  B  durch  —  y  B  und  multiplicirt  die  so 
entstehende  Gleichung  mit  der  vorstehenden,  so  ergiebt  sich  nach 
Wegjverfung  des  beiden  Seiten  gemeinschaftlichen  Factors  aa' 
die  Gleichung 

{ax'--}-2Bxy+  a'aif)(a'x"^^2Bx'y'  +  aCij'^)  .  . 

=  aa'X^  i-2BXY-^CY\  ^^ 


von  Gauss  und  Dirichlet  zu  Grunde  gelegten  P'orm  ax^  -f-  2b xy  -\-  cy^, 
in  welcher  der  Coefficient  von  xy  immer  eine  gerade  Zahl  ist,  die  all- 
gemeinere Form  ax^  -|-  bxy  -j-  cy^  zu  wählen  und  unter  deren  Discri- 
minante  immer  die  Grösse  d  =  hh  —  4ac  zu  verstehen.  Das  obige 
Lemma  ist  dann  durch  das  folgende,  etwas  umfassendere  zu  ersetzen: 
Ist  hh  ^  d  (mod.  4  a),  h' h'  =  d  (mod.  4  «')>  ^^^  haben  die  drei  Zahlen 
a,  a',  \  [h -\- h')  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  existirt  in  Bezug  auf 
den  Modulus  2  aa'  eine  und  nur  eine  Classe  von  Zahlen  B ,  welche  den 
drei  Bedingungen  jB=  6  (mod.  2a),  B=h'  (mod.  2  a'),  BB  =  d  (mod.  4  aa') 
genügen ;  und  die  Zahlen  a,  a',  B  haben  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler. 
*)  Diese  Benennung  soll  an  die  radices  concordantes  von  Dirichlet 
erinnern. 

**)  Vergl.   Gauss:  J).  A.  artt.  235,  242,  243,  244. 
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d.  h.  die  Form  (aa\  JB,  C)  geht  durch  die  bilineare  Substitution  (1) 
in  das  Product  aus  den  beiden  Formen  (a,  5,  a'  C),  (a\  jB,  a  C) 
über. 

Auf  dem  vorstehenden  Resultate  beruht  zugleich  der  Beweis 
des  folgenden  Fundamentalsatzes*): 

Sind  die  beiden  einigen  Formen  (a,  &,  c),  (a',  &',  c')  resp,  äqui- 
valent den  beiden  einigen  Formen  (m,  n^  Q,  (m\  n\  l'\  so  ist  auch 
die  aus  den  beiden  ersteren  zusammengesetzte  Form  (aa\  JB^  C) 
äquivalent  der  aus  den  beiden  letzteren  zusammengesetzten  Form 
(mm'j  iV,  L). 

Aus  den  Voraussetzungen  folgt  zunächst,  dass  die  Formen 
(a,  5,  a'  C\  (a\B,aC)  resp.  den  Formen  (m,  iV",  m'L),  (m\N,  mL) 
äquivalent  sind,  und  hieraus  (nach  §.  60,  Anmerkung)  die  Existenz 
von  vier  ganzen  Zahlen  ^,  y^  x\  y\  welche  den  folgenden  Bedin- 
gungen genügen 

ax^-]-2Bxy^a'  Ctf-=m,  a' x"^  ^2Bx' y' -^  aCy'^  =  m'    (4) 

ax  4-  {B-\-N)y  =0,  {B—  N)x  -f  a'  Cy=  0  (mod.  m)  (5) 

a' x'  -^(B  -{-N)y'  =  0,(B  —  N)x'  +  aCy'~0 (mod.  m'),    (6) 

und  ebenso  braucht  man,  um  die  Aequivalenz  der  beiden  Formen 
(aa\  B^C)^  (mm',  N^L)  darzuthun,  nur  die  Existenz  von  zwei 
ganzen  Zahlen  X,  Y  nachzuweisen,  welche  die  Forderungen 

aa'X^-{-2BXY-\-  CY^  =  mm'  (7) 

aa' X^  (B  i-  N)Y=0  (mod.  mm')     ^,  (8) 

(B— N)X+CY  =  0  (mod.  mm')     '  (9) 

befriedigen.  Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  die  beiden 
(offenbar  ganzen)  Zahlen  X,  Y,  welche  nach  (1)  aus  den  vier 
ganzen  Zahlen  x^  i/,  x'^  y'  gebildet  sind,  in  der  That  den  vor- 
stehenden Bedingungen  genügen.  Zunächst  folgt  (7)  unmittelbar 
aus  (3)  und  (4).    Da  ferner  aus  jeder  Gleichung  von  der  Form 

(t  -\-uyD)  (f  +  u'VB)  =  (t"  +  u"VB)  (t"'  -f  u"'VD\ 

wo  ^,  u^  t'  u.  s.  w.  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  in  Bezug  auf  die 
Variabele  z  identische  Gleichung 

(t^uz)  (f  -f  u'z)  =  (t"  -h  u"  z) (t"'  4-  u'" z)  ^(uu'-  u" u'") (zz  —  D), 

und  hieraus,  da  NN  ^  D  (mod.  m  m')  ist,  auch  die  Congruenz 

(t  +  uN)  (f  ^u'N)  =  (t"  +  u" N)  (t'"  +  u'"  N)  (mod.  mm') 

*)  Gauss:  D.  A.  art.  239.  —  JMrichlet  a.  a.  0. 
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hervorgellt,  so  folgt  (8)  uiimittelbar  aus  (2)  unter  Berücksichtigung 
Von  (5)  und  (6).  Dieselbe  Gleichung  (2)  lässt  sich  endlich  durch 
Multiplication  mit  5  —  V  D,  oder  mit  (7,  und  durch  Division  mit  a 
oder  mit  a'  auf  die  folgenden  vier  Formen  bringen 

{{B-'VI))x^  o!  Cy)  (a'x'  -h  (B  +  V^)^/)  =  a'  U 
(ax^  (B-^VD)ij)((B-yi))x'  +  aCy')  =  aU 
{{B-VB)x  +  a'  Cy)  {{B-VD)x'  +  a  C^')r={B  —  VB)  U 
C{ax  i-(B  -h  yB)y)  (a'x'  +  (5  -f  VB^y')  =  (B -{-  VB)  U, 
wo  zur  Abkürzung 

(B  —  yB)X^CY^U 

gesetzt  ist;  ersetzt  man  überall  VD  durch  iV,  so  gehen  nach  dem 
oben  angeführten  Princip  diese  Gleichungen  wieder  in  Congruenzen 
nach  dem  Modulus  mm'  über;  bezeichnet  man  den  aus  Z7  hervor- 
gehenden Ausdruck,  d.  h.  die  linke  Seite  der  zu  beweisenden  Con- 
gruenz  (9),  mit  F,  so  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (5) 
und  (6),  dass  die  Producte  a'V,  aV,  (B  —  N)  F,  (B  \-  N)  F,  mit- 
hin auch  2BV  durch  mm'  theilbar  sind;  da  aber  die  Factoren  a, 
a',  2  jB  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  muss  der 
andere  Factor  F  für  sich  allein  durch  mm'  theilbar  sein,  also 
die  Congruenz  (9)  wirklich  Statt  finden. 

Mithin  genügen  die  beiden  ganzen  Zahlen  X,  Y  den  Bedin- 
gungen (7),  (8),  (9),  und  hieraus  folgt  (nach  §.  60.  Anmerkung) 
die  Aequivalenz  der  Formen  (aa',  J5,  0),  {mm\  N^L)\  was  zu  be- 
weisen war, 

§.  147. 

Um  den  Charakter  des  eben  bewiesenen  Fundamentalsatzes 
in  das  rechte  Licht  zu  setzen,  bemerken  wir  zunächst  Folgendes : 
Sind  (a,  &,  c),  (a',  h',  c')  zwei  einige  Formen^  so  sind  ihre  Theiler 
ö,  ö'  (§.  61)  relative  Primzahlen,  und  6  6'  ist  der  Theiler  der  aus 
ihnen  zusammengesetzten  Form  (aa'^  J5,  C).  Denn  da  die  Formen 
(a,  h,  c),  (a',  ö',  c')  resp.  den  Formen  (a,  B,  a'  C),  (a',  B,  aC)  äqui- 
valent sind,  so  ist  (nach  §.61)  6  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a,  2  J5,  a'  0,  und  ö'  ist  der  grösste  gemeinschaftliche 
Divisor  von  a',  2B^aC;  da  nun  a,  a',  2B  keinen  gemeinschaftlichen 
Divisor  haben,  so  muss  die  in  a  und  2  B  aufgehende  Zahl  6  rela- 
tive Primzahl  zu  a'  (und  also  auch  zu  der  in  a'  aufgehenden  Zahl  ö') 
sein;  und  da  6  in  a' C  aufgeht,  so  muss  6  auch  in  C  aufgehen; 
ebenso  muss  ö'  relative  Primzahl  zu  a  sein  und  folglich  auch  in  C 
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aufgehen.  Da  ferner  schon  gezeigt  ist,  dass  6  und  ö'  relative 
Primzahlen  sind,  und  da  beide  sowohl  in  2  JB,  als  auch  in  C 
aufgehen,  so  ist  öö'  offenbar  gemeinschaftlicher  Divisor  der  drei 
Zahlen  a  a\  2  ^,  G.  Wollte  man  nun  annehmen,  6  ö'  wäre  nicht 
ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor,  sondern  sie  Hessen  sich 
nach  der  Division  mit  6ö'  noch  durch  eine  Primzahl  2^  theilen, 
so  müsste  p  wenigstens  in  einer  der  beiden  Zahlen  a :  ö  oder 
a':6'  aufgehen;  gesetzt  aber,  p  ginge  in  a:6  auf,  so  hätten  die 
drei  Zahlen  a,  2  jB,  a'  C  den  gemeinschaftlichen  Divisor  j?  ö,  wäh- 
rend doch  6  ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  ist.  Ebenso 
wenig  kann  ^)  in  a' :  ö'  aufgehen,  und  folglich  ist  6  ö'  der  grÖsste 
gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen  aa',  2  5,(7,  d.  h.  66'  ist  der 
Theiler  der  Form  (a  a\  jB,  (7),  was  zu  beweisen  war. 

Umgekehrt:  hat  man  2wei  Formenclassen  K^  K'  von  gleicher 
Determinante  D,  deren  Theiler  6^6'  relative  Frimzahlen  sind,  so 
Icann  man  stets  zwei  einige  Formen  (a,  &,  c),  (a\  h\  c')  resp.  aus 
den  Classen  K,  K'  auswählen.  Denn  man  kann  (na€h  §.  93)  den 
Repräsentanten  (a,  h,  c)  der  Classe  K  zunächst  so  wählen,  dass  a 
relative  Primzahl  zu  6'  wird,  worauf  der  Repräsentant  (a',  &',  c') 
der  Classe  K'  so  gewählt  werden  kann,  dass  a'  relative  Primzahl 
zu  a  wird;  dann  sind  aber  (a,  h,  c),  {a\  h\  c')  gewiss  zwei  einige 
Formen.  Zwei  solche  Classen  jST,  K'  sollen  daher  ebenfalls  einig 
heissen.  Wie  nun  auch  zwei  einige  Formen  aus  den  Classen  K^  K' 
ausgewählt  sein  mögen,  so  wird  zufolge  des  bewiesenen  Funda- 
mentalsatzes die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Form  -stets  einer 
und  derselben  Formenclasse  L  von  derselben  Determinante  D 
angehören,  deren  Theiler  nach  dem  Obigen  =6  6'  ist.  Wir 
werden  daher  sagen,  dass  diese  Classe  L  aus  den  beiden  einigen 
Classen  K^K'  zusammengesetzt  ist,  und  werden  dies  durch  die 
symbolische  Gleichung*) 

L  =  KK'  =  K'  K 

ausdrücken. 

Sind  ferner  je  zwei  der  drei  Classen  K^K\K"  einig,  so  lassen 
sie  sich  successive  zu  einer  Classe  zusammensetzen,  und  zwar  wird 
diese  resultirende  Classe  von  der  Anordnung  der  beiden  successiven 
Compositionen  völlig  unabhängig  sein**);  d.  h.  symbolisch  ausge- 
drückt, es  wird 


*)  Gauss  bezeichnet  die  aus  K  und  K'   zusammengesetzte   Classe  mit 
K  -{-  K'  (D.  A.  art.  249). 

**)   Gauss:  D.  A.  artt.  240,  241. 
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{KK')K"  r=  {KK")K'  =  (K'K")K 

sein.     Man  kann  nämlich  die  Repräsentanten  (a,  ?>,  c),  (a\  h\  c') 
(a",  h'\  c")  der  drei  Classen  K,K\  K"  (nach  g.  93)  so  wählen,  dass 
a,  a\  a"  relative  Primzahlen  sind;  bestimmt  man  nun  (nach  §.  25) 
B  durch  die  Congruenzen 

B  =  h  (mod.  a),  B  =  V  (mod.  o!\  B  =  l"  (mod.  a"), 

so  wird  von  selbst  i?l?^i)  (mod.  aa'a"),  also  D=BB  —  aa'a"  C, 
wo  C  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Dann  enthält 

die  Classe  K         die  Form  (a,  B^  a'a"  C) 

.       ^          .  ,,       (a',5,aa"C) 

„       /C"         „  ,,       {a'\B,aa'C) 

,,         „       KK'      „  „       (aa\B,a"C) 

„         „       7t  ^"     „  „       {aa'\B,a'C) 

„       ^'ä:"    „  „       {a'a"B,aC) 

und  jede  der  Classen  (KK')K'\  (KK")K\  {K' K")  K  enthält 
folglich  dieselbe  Form  {aa' a'\B^  C)\  mithin  sind  diese  drei  Classeii 
identisch.  Diese  eine  Classe  kann  daher  einfach  durch  das  Symbol 
KK'  K"  bezeichnet  werden,  wobei  die  Stellung  der  drei  Symbole 
K,  K\  K"  gleichgültig  ist. 

Wendet  man  nun  dieselbe  Schlussfolgerung  an,  wie  in  §.  2,  so 
ergiebt  sich,  dass  auch  für  jede  grössere  Anzahl  von  Classen 
Kj  K'  .  .  .  die  durch  ihre  successive  Composition  entstehende 
Classe  völlig  bestimmt,  und  von  der  Anordnung  der  Composition 
gänzlich  unabhängig  ist.  Erforderlich  bleibt  aber  die  Bedingung, 
dass  diese  Classen  K,  K'  ,  .  .  zu  derselben  Determinante  gehören, 
und  dass  ihre  Theiler  ö,  ö'  .  .  .  relative  Primzahlen  sind,  w^eil  nur 
dann  die  Composition  in  der  oben  angegebenen  Art  ausgeführt 
werden  kann;  für  unsere  Zwecke  reicht  aber  dieser  specielle  Fall 
der  allgemeineren  Theorie  der  Composition  völlig  aus. 

§•  148. 

Wir  betrachten  zunächst  einige  besonders  wichtige  specielle 
Fälle  der  Classencomposition  *). 

1.  Die  Hauptform  (1,  0,  —  D)  ist  offenbar  einig  mit  jeder 
Form  (a,  &,  c)  derselben  Determinante,  und  die  Composition  beider 

*)  Gauss:  D.  A.  artt.  243,  250. 
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Formen  giebt  als  Resultat  dieselbe  Form  (a,  h,  c),  also:  Durch 
Cotnposition  irgend  einer  Classe  K  mit  der  Hauptcla^se  entsteht 
immer  die  Classe  K.  Bezeiclmet  man  daher  die  Hauptclasse 
durch  das  Symbol  1,  so  ist  immer  1  K  =  K^  wo  K  eine  beliebige 
Classe  bedeutet. 

2.  Ist  (a^  &,  c)  eine  ursprüngliche  Form  der  ersten  Art,  so  ist  sie 
einig  mit  der  Form  (c,  &,  a),  und  aus  beiden  ist  die  Form  (ac^  &,  1) 
zusammengesetzt.  Da  nun  (c,  b,  a)  mit  (a,  —  /;,  c),  und  ebenso 
(ac,  6,  1)  mit  (1,  —  &,  ac)  und  folglich  auch  mit  der  Hauptform 
(1,  0,  —  D)  äquivalent  ist  (§.  56),  so  kann  man  dies  Resultat  kurz 
so  aussprechen:  Die  Composition  von  zwei  entgegengesetzten  ur- 
sprünglichen Classen  der  ersten  Art  H^  H'  gieht  stets  die  Haupt- 
classe HH'  =  1. 

Hieraus  ziehen  wir  eine  wichtige  Folgerung,  von  welcher  sehr 
häufig  Gebrauch  gemacht  wird:  Dedeutet  H  eine  ursprüngliche 
Classe  erster  Art^  so  folgt  aus  HK  =  HL  auch  stets  K=L.  Ist 
nämlich  H'  der  Classe  H  entgegengesetzt,  also  HH'  =  1,  so  folgt 
Sius  HK  =  HL  zunächst  (HK)H'  =  (HL)H',  und  hieraus 
(HH')  K  =  (HH')  L,  also  K=  L. 

3.  Ist  K  eine  Classe  vom  Theiler  ö,  so  kann  man  (nach  §.  93) 
ihren  Repräsentanten  (aö,  6,  c)  so  wählen,  dass  a  relative  Prim- 
zahl zu  6  ist;  dann  ist  diese  Form  offenbar  zusammengesetzt  aus 
den  beiden  einigen  Formen  (a,  h^  cö)  und  (ö,  &,  ac),  deren  letztere 
den  Theiler  ö  hat  und  der  einfachsten  Classe  dieses  Theilers  an- 
gehört (§.  61),  woraus  von  selbst  folgt,»dass  die  erstere  Form  eine 
ursprüngliche  Form  der  ersten  Art  sein  muss,  was  sich  auch  leicht 
direct  nachweisen  Hesse.  Wir  haben  daher  das  Resultat :  Ist  S  die 
einfachste^  und  K  irgend  eine  Classe  vom  Theiler  6 ,  so  gieht  es 
immer  mindestens  eine  ursprüngliche  Classe  erster  Art  H  von  der 
Beschaffenheit,  dass  SH  =^  K  ist 

Man  überzeugt  sich  leicht  mit  Hülfe  von  2.,  dass  der  Satz  3. 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  5  und  K  irgend  welche  Classen  des- 
selben Theilers  bedeuten;  ebenso  leuchtet  ein,  dass  aus  den  ein- 
fachsten Classen  der  Theiler  ö,  ö'  stets  die  einfachste  Classe  des 
Theilers  ö  6'  zusammengesetzt  ist,  natürlich  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  0  und  ö'  relative  Primzahlen  sind.  Wir  verweilen 
aber  nicht  länger  bei  diesen  und  anderen  ebenso  leicht  zu  be- 
weisenden Sätzen,  weil  sie  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen 
völlig  entbehrlich  sind. 
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§•  149. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  uns  auf  die  Betrachtung 
aller  zu  einer  bestimmten  Determinante  D  gehörenden  ursprüng- 
lichen Classen  erster  Art  (0  =  1)  beschränken;  das  System  dieser 
Classen  wollen  wir  mit  §,  ihre  (nach  §§.  67,  77  endliche)  Anzahl 
mit  h  bezeichnen.  Je  zwei  solche  Classen  sind  einig,  und  durch 
ihre  Composition  erhält  man  immer  wieder  eine  Classe  desselben 
Systems  §.  Dies  gilt  auch  dann,  wenn  die  beiden  Classen 
identisch  sind,  und  die  durch  Composition  einer  Classe  Ä  mit 
sich  selbst,  oder  kürzer,  die  durch  Duplication"^)  der  Classe  A 
entstehende  Classe  AA  soll  mit  A^  bezeichnet  werden;  ähnlich 
ist  die  allgemeine  Bezeichnung  A'^  zu  verstehen,  wo  m  irgend 
eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Durch  Anwendung  derselben 
Schlüsse,  wie  in  §.  28 ,  findet  man  nun  leicht,  dass  immer  ein 
kleinster  positiver  Exponent  d  existirt,  welcher  der  Bedingung 
A^  =  l  genügt;  dann  sind  die  Classen 

1,A,A^,..  A^-\ 

welche  die  sogenannte  Periode^"^)  der  Classe  A  bilden,  von  ein- 
ander verschieden,  und  wir  wollen  sagen,  die  Classe  A  gehöre  zum 
Exponenten  ö;  aus  J.*'  =  A^  folgt  r  ^  s  (mod.  ö),  und  um- 
gekehrt; verallgemeinert  man  hiernach  die  Bezeichnung  A^^ 
indem  man  sie  auch  auf  negative  Exponenten  ni  (und  auf  m  =  0) 
ausdehnt,  so  ist  z.  B.  A~'^  =  J.^-^  das  Symbol  für  die  Classe, 
welche  der  Classe  A  entgegengesetzt  ist  (§.  148,  2.). 

Ist  J.2  r=r  1,  also  A  =  A-'^,  SO  ist  jede  Form  (a,  &,  c)  der 
Classe  A  eigentlich  äquivalent  der  ihr  entgegengesetzten  Form 
(a,  — &,  c)  und  folglich  sich  selbst  uneigentlich  äquivalent;  die 
Classe  A  enthält  daher  (nach  §.  58)  eine  zweiseitige  Form  und 
soll  deshalb  auch  eine  ziveiseitige  Classe  (classis  anceps)  heissen***). 

Eine  solche  Classenperiode  bildet  nur  einen  speciellen  Fall 
des  folgenden  neuen  Begriffs,  welcher  von  der  höchsten  Wichtig- 
keit für   die    Gesetze   der   Composition  ist:    Ein   System  %   von 


*)   Gauss:  D.  A.  art.  249. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  306.  II. 

***)  Gauss:  D.   A.  art.  224.     Allgemein    kann   man,  wenn   J.«  =  1   ist, 
A  eine  n-seitige  Classe  nennen. 
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ursprünglichen  Classen  der  ersten  Art  soll  eine  Gruppe  *)  heissen, 
wenn  die  Composition  von  je  zwei  Classen  des  Systems  51  immer 
wieder  eine  Classe  desselben  Systems  liefert;  die  Anzahl  a  der 
in  %  enthaltenen  verschiedenen  Classen  heisse  der  Grad  dieser 
Gruppe  51.  Ofienbar  bildet  das  System  ij  selbst  eine  Gruppe 
vom  Grade  h. 

Aus  dieser  Erklärung  folgt  sofort,  dass,  wenn  die  Classe  A  in 
einer  Gruppe  51  enthalten  ist,  auch  die  ganze  Periode  der  Classe 
A,  also  auch  die  entgegengesetzte  Classe  A~^  und  die  Hauptclasse 
sich  in  %  vorfindet.  Setzt  man  ferner  jede  in  der  Gruppe  51  ent- 
haltene Classe  ^1 ,  J.2  .  .  .  Aa  mit  einer  ursprünglichen  Classe 
erster  Art  B  zusammen,  so  sind  die  entstehenden  Classen  A^  B^ 
A.jB  .  .  .  AaB  von  einander  verschieden  (§.  148,  2.)  und  bilden 
einen  Complex,  den  wir  kurz  durch  %B  bezeichnen  können;  zwei 
so  gebildete  Complexe  51 J5  und  51 5'  sind  nun  entweder  vollständig 
identisch  (was  wieder  durch  das  Zeichen  =  angedeutet  werden 
soll),  oder  sie  haben  keine  einzige  gemeinschaftliche  Classe;  denn 
wenn  sie  eine  gemeinschaftliche  Classe  ^i?  =  J.'J5' haben,  wo 
A  und  A'  in  51  enthalten  sind,  so  folgt  B  —  A-^A'B'  =  A"B', 
wo  A"  =  A~^A'  eine  ebenfalls  in  51  enthaltene  Classe  bedeutet,^ 
und  hieraus  51 J5  =  %A"  B'  =  51-B',  weil  offenbar  der  Complex 
5t  J."  mit  51  selbst  identisch  ist. 

Stützt  man  sich  auf  diese  fundamentale  Eigenschaft  einer 
Gruppe  und  wendet  dieselbe  Schlussfolgerung  an,  wie  in  §.  127, 
so  ergiebt  sich  unmittelbar  folgender  Satz: 

Sind  alle  a  Classen  einer  Gruppe  51  zugleich  in  einer  Gruppe 
^  vom  Grade  ni  enthalten,  so  ist  a  ein  Divisor  von  m  =  ^a,  und 
die  Gruppe  5)1  besteht  aus  ^  Complexen  von  der  Form  51  ilf;  die 
Gruppe  51  soll  daher  auch  ein  Divisor  der  Gruppe  Tl,  letztere  ein 
Multiplum  der  ersteren  heissen. 

Hiernach  ist  jede  Gruppe  51  ein  Divisor  der  Gruppe  §,  ihr 
Grad  a  ein  Divisor  von  7i]  da  nun  die  Periode  einer  Classe  A, 
welche  zum  Exponenten  8  gehört,  eine  Gruppe  vom  Grade  8  bildet, 
so  ist  8  ein  Divisor  von  /i,  und  folglich  genügt  jede  Classe  A  der 
Bedingung  A^  =  1. 

Sind  ferner  51  und  53  zwei  beliebige  Gruppen,  so  bildet  das 
System  ^  aller  in  51  und  33  gemeinschaftlich  enthaltenen  Classen 


*)  Vergl.   Galois:  Sur  les  conditions  de   resoliibilite  des   equations  par 
radicaux  (Liouvilie's  Journal,  Bd.  XI,  1846). 
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ebenfalls  eine  Gruppe,  welche  der  grösste  gemeinschaftliche  Di- 
visor von^l  und  33  heissen  mag;  sind  a,  h,  d  die  Grade  dieser  drei 
Gruppen,  so  ist  d  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  a=:ad  und 
h  =  ßd]  besteht  ferner  die  Gruppe  ^  aus  den  ß  Complexen  "^B^ 
^B2  .  .  .  ^JB^i^  so  bilden,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  die 
ß  Complexe  ^liB^,  %B^  .  .  .  %Bs  eine  Gruppe  M  vom  Grade 
m  =  aß  =  ba  =  ab  :  d^  und  zwar  ist  diese  Gruppe  W  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Multiplum  der  beiden  Gruppen  ^ 
und  iB^). 

Die  am  leichtesten  zu  überblickenden  Gruppen  sind  die  oben 
erwähnten  Perioden;  jede  solche  Gruppe,  deren  Classen  durch 
wiederholte  Composition  aus  einer  einzigen  Classe  entstehen,  wollen 
wir  eine  reguläre  Gruppe  nennen ;  jede  irreguläre  Gruppe  lässt 
sich  als  das  kleinste  Multiplum  von  gewissen  regulären  Gruppen 
ansehen,  und  zwar  kann  man  die  Classen  A^  B^  C  .  .  .  aus  der 
Gruppe  so  wählen,  dass  jede  in  ihr  enthaltene  Classe  sich  stets  und 
wesentlich  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form  J.*"  J5"  C^  .  .  . 
darstellen  lässt.  Auf  diese  Darstellung  und  die  damit  zusammen- 
hängenden Sätze  von  Gauss"^"^),  deren  Beweis  leicht  auf  das  Vor- 
hergehende gegründet  werden  kann,  wollen  wir  aber  hier  nicht 
mehr  eingehen. 


§.  150. 

Eine  der  hauptsächlichsten  Anwendungen,  welche  Gauss  von 
der  Theorie  der  Composition  gemacht  hat,  besteht  in  der  Be- 
stimmung des  Verhältnisses  zwischen  der  Anzahl  h'  der  Classen 
vom  Theiler  6  und  der  Anzahl  h  der  ursprünglichen  Classen 
erster  Art***);  offenbar  ist  dies  dieselbe  Aufgabe,   deren  Lösung 


*)  Bei  solchen  Compositionen,  wo  die  Symbole  AB  und  BA  verschie- 
dene Bedeutungen  haben  (vergl.  z.  B.  §.  55),  verliert  der  obige  Satz  über 
5)1  seine  allgemeine  Gültigkeit, 

**)  J).  A.  artt.  305 — 307;  feruer  Demonstration  de  quelques  theoremes 
concernants  les  periodes  des  classes  des  formes  hinaires  du  second  degre 
(Gauss'  Werke,  Bd.  II,  p.  266;  1863).  —  Vergl.  Schering:  Die  Fundament al- 
Classen  der  zusammenset.iharen  arithmetischen  Formen.  Göttingen  1869.  — 
Kronecker:  Auseinandersetzung  einiger  Eigenschaften  der  Classenanzahl 
idealer  complexer  Zahlen.  §.  1.  (Monatsber.  d.  Berliner  Ak.  1.  Dec.  1870). 
***)  D.  A.  artt.  253—256. 
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nach  Dirichlet'schen  Principien  schon  oben  (§§.  97,  99,  100)  mit- 
getheilt  ist. 

Bedeutet  S  die  einfachste,  und  K  irgend  eine  Classe  vom 
Theiler  ö,  so'  existirt  (nach  §.  148,  3.)  mindestens  eine  ursprüng- 
liche Classe  erster  Art  H^  welche  mit  S  componirt  die  Classe  K 
hervorbringt;  durch  Composition  von  S  mit  allen  h  Classen  H 
müssen  also  jedenfalls  alle  Classen  K  vom  Theiler  ö,  jede  min- 
destens einmal  erzeugt  werden.  Es  seien  nun  R^^  B2  .  .  -  Br  die 
sämmtlichen  r  von  einander  verschiedenen  ursprünglichen  Classen 
erster  Art,  welche  mit  S  componirt  die  Classe  S  selbst  hervor- 
bringen; da  aus  SR=Sund  SR'  =  S  auch  S(RR')  =  S  folgt, 
so  bilden  diese  r  Classen  eine  Gruppe  9t  vom  Grade  r;  und  da  das 
System  aller  h  ursprünglichen  Classen  erster  Art  ebenfalls  eine 
Gruppe  §  bildet,  welche  ein  Multiplum  der  Gruppe  9t  ist  (§.  149), 
so  ist  h=^r'k',  und  die  Gruppe  §  zerfällt  in  k  Complexe  von  der 
Form  9t  if;  alle  r  Classen  eines  solchen  Complexes  UH  geben, 
mit  S  componirt,  eine  und  dieselbe  Classe  SH  vom  Theiler  ö;  und 
umgekehrt,  wenn  SH'  =  SH ist^  so  folgt  SH' H—^  =  S,  also  ist 
H'H-^  =  i?  in  9t,  mithm  H'  =  RH  in  dem  Complex  9t IT  ent- 
halten. Die  Anzahl  h'  der  verschiedenen  Classen  vom  Theiler  ö 
ist  daher  =  h^  und  wir  sind  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Die  Anzahl  h  der  ursprünglichen  Classen  der  ersten  Art  ist 
theiTbar  durch  die  Anzahl  h'  der  Classen  vom  Theiler  a;  diejenigen 
r  ursprünglichen  Classen  erster  Art,  welche  mit  der  einfachsten 
Classe  vom  Theiler  6  zusammengesetzt  diese  letztere  ivieder  erzeugen, 
bilden  eine  Gruppe  9t,  und  es  ist  h  =  rh'. 

Dies  Resultat  behält  offenbar  seine  Gültigkeit  für  eine  negative 
Determinante  auch  dann,  wenn  nicht  alle,  sondern  nur  die  so- 
genannten positiven  Classen  gezählt  werden  (§.  64). 

Es  kommt  jetzt  offenbar  nur  noch  darauf  an,  den  Grad  r  der 
Gruppe  9t  zu  bestimmen,  und  zu  diesem  Zwecke  stellt  Gauss 
folgenden  schönen  Satz  auf: 

Die  Gruppe  9t  besteht  aus  denjenigen  r  Classen  J?,  durch 
deren  Formen  das  Quadrat  des  TJieilers  0  eigentlich  oder  uneigent' 
lieh  dargestellt  werden  kann. 

Um  denselben  zu  beweisen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  man 
als  Repräsentanten  einer  jeden  ursprünglichen  Classe  H  der  ersten 
Art  stets  eine  Form  (a,  J5,  Co)  annehmen  kann,  in  welcher  a 
relative  Primzahl  zu  6  ist,  2J5  und  C  aber  durch  ö  theilbar  sind; 
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hat  man  nämlich  (nach  §.  93).  als  Repräsentanten  zunächst  eine 
Form  (a,  6,  c)  gewählt,  in  welcher  a  relative  Primzahl  zu  ö  ist, 
und  componirt  man  dieselbe  mit  einer  Form  (ö,  h\  c')  aus  der 
einfachsten  Classe  S  vom  Theiler  ö,  so  erhält  man  (§§.  146,  147) 
eine  Form  (aö^B^C)  vom  Theiler  ö,  und  zwar  so,  dass  die 
Formen  (a,  &,  c),  (ö,  h\  c')  resp.  den  Formen  («,  B,  (7ö),  (ö,  J5,  a  G) 
äquivalent  sind;  es  kann  daher  die  Form  (a,  B^  (7ö),  deren 
Coefficienten  offenbar  die  oben  angegebenen  Eigenschaften  besitzen, 
statt  («,  h,  c)  als  Repräsentant  der  Classe  H  gewählt  werden. 

Ist  nun  SH  =  S^  also  H  eine  der  r  Classen  aus  der  Gruppe 
91,  so  ist  (a  ö,  B,  C)  äquivalent  mit  (ö,  B,  aC),  und  folglich  exi- 
stiren  zwei  ganze  Zahlen  x,  y,  welche  der  Bedingung 

aöx^  4-  2Bxy  -f-  Ciß  =  6 

genügen;  hieraus  folgt  aber 

a(6xy  -\-  2B  {6x)y  -\-  Coiß  =  6\ 

d.  h.  (52  wird  durch  die  Form  (a,  B^  Co)  der  Classe  H  dargestellt, 
wenn  den  Variahelen  die  Werthe  6  x,  y  beigelegt  werden. 

Umgekehrt,  ist  ö^  durch  die  Formen  der  Classe  H^  also  auch 
durch  die  Form  (a,  B,  Co)  darstellbar,  so  existiren  zwei  ganze 
Zahlen  ^,  y^  welche  der  Bedingung 

a^'2  _^  2B^y  -f  Cöy'^  =  02 

genügen.  Zunächst  ergiebt  sich  hieraus,  dass  0  durch  6  theilbai* 
sein  muss;  bezeichnet  man  nämlich  mit  ö  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  der  beiden  Zahlen  0  =  8x  und  6  =  8  q,  so 
lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung,  weil  die  Zahlen  2B  und  G 
durch  ö  theilbar  sind,  durch  ö^  dividiren,  und  man  erhält 

2B  G 

also  ist  ax^  theilbar  durch  q\  da  aber  q  (als  Divisor  von  6) 
relative  Primzahl  zu  a  und  (zufolge  der  Definition  von  8)  auch 
zu  X  ist,  so  muss  p  =  1,  also  8  =  ö,  und  0  =  öx  sein.  Zu- 
gleich ergiebt  sich  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  dass  ic,  y 
relative  Primzahlen  sind;  mithin  ist  die  Zahl 

ö  =  aöx^  +  2Bxy  -^  Gy^ 

eigentlich  darstellbar  durch  die  Form  (aö,  B,G)  vom  Theiler  ö, 
welche  folglich  (§.  60)  einer  Form  (0,  &',  c')  äquivalent  sein  muss, 
deren    erster  Coefficient  =  6  ist,   und  deshalb   der   einfachsten 
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Classe  S  vom  Theiler  6  angehört.  Da  nun  (a  <J,  B,  C)  auch  der 
Classe  SH  angehört,  so  ist  SH  =  S^  d.  h.  H  ist  eine  Classe  aus 
der  Gruppe  9t,  was  zu  beweisen  war. 

Durch  den  hiermit  bewiesenen  obigen  Satz  sind  wir  nun  in 
den  Stand  gesetzt,  den  Grad  r  der  Gruppe  91  genau  zu  bestimmen. 
Ist  R  eine  Classe  aus  dieser  Gruppe,  und  wird  6'^  durch  ihre 
Formen  so  dargestellt,  dass  die  beiden  darstellenden  Zahlen  (x^  y) 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  d  haben,  so  geht  Ö^  in  ö^, 
folglich  d  in  6  =  d  q  auf;  mithin  ist  (nach  §.  60)  q'^  eigentlich 
darstellbar  durch  die  Formen  der  Classe  R^  und  folglich  kann  man 
(nach  §.  60)  als  Repräsentanten  von  B  eine  Form  wählen,  deren 
erster  Coefficient  =q^  ist.  Da  umgekehrt  durch  jede  solche  Form 
auch  (J2  dargestellt  wird,  wenn  den  Variabelen  die  Werthe  x  =  ö^ 
a/  ==  0  ertheilt  werden,  so  gehört  sie,  wenn  sie  zugleich  ursprünglich 
von  der  ersten  Art  ist,  einer  Classe  R  aus  der  Gruppe  U  an.  Wir 
haben  mithin  folgenden  Satz  erhalten: 

Der  Grad  r  der  Gruppe  91  ist  gleich  der  Anzahl  aller  nicht 
äquivalenten  ursprünglichen  Formen  der  ersten  Art^  deren  erster 
Coefficient  eine  in  6^  aufgehende  Quadratzahl  q'^  ist. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  für  jede  solche  Zahl  q^ 
(zufolge  §.  56)  nur  alle  diejenigen  Formen  zu  untersuchen  sind, 
deren  mittlere  Coefficienten  nach  dem  Modulus  q'^  incongruent 
sind. 


§•  151. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  der  Weg  allgemein  vorgezeichnet 
ist,  auf  welchem  man  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  der  Classen- 
anzahlen  h  und  h'  gelangt,  schreiten  wir  zur  Betrachtung  der  spe- 
ciellen  Fälle,  in  welchen  6  eine  Primzahl  ist,  weil  aus  ihnen  das 
allgemeine  Resultat  abgeleitet  werden  kann. 

I.  Ist  die  Determinante  Z>  =  1  —  4l^  ^  1  (mod.  4),  und 
<?  =  2,  so  handelt  es  sich  um  die  Vergleichung  der  Classenanzahlen 
der  ursprünglichen  Formen  der  ersten  und  zweiten  Art.  Bezeichnet 
man  dieselben  wieder  mit  h  und  h\  so  ist  h  =  rh'^  wo  r  die  An- 
zahl der  nicht  äquivalenten  ursprünglichen  Formen  erster  Art 
bedeutet,  deren  erster  Coefficient  =  1  oder  =  4  ist.  Da  im 
zweiten  Falle  der  mittlere  Coefficient  ungerade  sein  muss,  so  sind 
nur  die  drei  Formen 
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(1,0,  -D),  (4,  ±1,^0 
in  Betracht  zu  ziehen. 

Ist  D  ^  1  (mod.  8),  also  n  gerade,  so  ist  nur  die  erste  dieser 
Formen  ursprünglich  von  der  ersten  Art,  folglich  r  =  1,  und 
h  =  h', 

Ist  aber  D  ^  5  (mod.  8),  also  n  ungerade,  so  sind  alle  drei 
Formen  ursprünglich  von  der  ersten  Art,  und  es  braucht  nur  noch 
untersucht  zu  werden,  ob  sie  verschiedenen  Classen  angehören  oder 
nicht.  Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  sie  entweder  zu  einer  und 
derselben,  oder  zu  drei  verschiedenen  Classen  gehören.  Gauss  zeigt 
dies  durch  die  Composition  der  ihnen  entsprechenden  Classen  1,  P,  $; 
da  die  Classen  P,  Q  entgegengesetzt  sind,  so  ist  PQ  =  1,  und 
ferner  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  FF  =  Q  und  QQ  z=  F  ist 
(denn  aus  den  beiden  einigen,  in  P  enthaltenen  Formen  (4,  1,  n\ 
(w,  —  1,  4)  ist  die  Form  (4  w,  2n —  1,  n)  zusammengesetzt,  und  da 
diese  mit  (w,  1  — 2n^  4n),  (n,  1,  4),  (4,  — 1,  n)  äquivalent  ist,  so 
folgt  FF=  Q)]  nimmt  man  nun  an,  dass  zwei  der  drei  Classen 
1,  P,  §  identisch  sind,  so  ergiebt  sich  hieraus  sofort,  dass  auch  die 
dritte  mit  ihnen  übereinstimmt.  Dasselbe  lässt  sich  auch  durch 
die  folgenden  Sätze  erweisen. 

Sind  irgend  sivei  der  drei  Formen  (1,  0,  — -£^)v(4,  i  1?  ^) 
äquivalent^  so  ist  die  Gleichung  t-  —  Du'^  =  4  durch  ungerade 
Zahlen  t^  u  lösbar. 

Ist  nämlich  die  erste  Form  mit  einer  der  beiden  anderen  äqui- 
valent, so  ist  (nach  §.  60)  der  erste  Coefficient  4  dieser  letzteren 
eigentlich  darstellbar  durch  die  Form  (1,  0,  — D),  also  giebt  es 
zwei  relative  Primzahlen  f,  u,  welche  der  Gleichung  t^ —  Dit^  =4 
genügen,  woraus  folgt,  dass  t,  %  da  sie  nicht  beide  gerade  sein 
können,  nothwendig  beide  ungerade  sein  müssen.  Sind  ferner  die 
beiden  letzten  Formen  äquivalent,  so  giebt  es  (nach  §.  60  Anm.) 
zwei  ganze  Zahlen  rr,  y^  welche  den  Bedingungen 

4^2  _|_  2xy  -f  ny^  =  4,    2x  ^  ny  ^0  (mod.  4) 

genügen;  da  n  ungerade  ist,  so  muss  y  gerade  sein  =  2ii;  setzt 
man  dann  2x-[-u  =  t,  so  gehen  diese  Bedingungen  in  die  folgen- 
den über 

p  —  Du2  =  4,  ^  ^  —  u  (mod.  4) ; 

da  aus  der  letzteren  t^  =  u^  (mod.  8)  folgt,  und  ausserdem  —  D 
^  3  (mod.  8)  ist,  so  folgt  aus  der  ersteren  4ti2^^  4  (mod.  8), 
mithin  ist  u,  also  auch  t  ungerade,  was  zu  beweisen  war. 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  2 G 
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Ist  die  Gleichung  P  —  Du'^  =  4:  durch  ungerade  Zahlen  f,  u 
lösbar,  so  sind  alle  drei  Formen  (1,  0,  — Z)),  (4,+  l,  n)  äquivalent. 

Denn  wenn  man  t  mit  beliebigem  Vorzeichen,  dann  aber 
u  ^  —  t  (mod.  4)  wählt,  so  geht  die  Form  (1,  0,  — D)  durch 
die  Substitutionen 

/.     ^  t  -f  Du' 

^'     -■      4 

,  t  -\-  u 

\±u,     ^ 

in  die  beiden  Formen  (4,  +  1,  n)  über.  —  Durch  Verbindung  der 
beiden  vorstehenden  Sätze  ergiebt  sich: 

Die  drei  obigen  Formen  sind  äquivalent  oder  gehören  drei  ver- 
schiedenen Classen  an,  je  nachdem  die  Gleichung  f^  —  Bu^  =  4: 
durch  ungerade  Zahlen  f,  u  lösbar  ist  oder  nicht;  im  ersten  Falle 
ist  h  =  h\  im  zweiten  h  =  3  h'. 

Ist  nun  D  positiv,  so  tritt  der  erste  Fall  ein  oder  der  zweite, 
je  nachdem  die  Ideinste  Lösung  t  =  T\  u  =  ü'  aus  ungeraden 
oder  geraden  Zahlen  besteht  (§.  99).  Ist  D  negativ,  so  besitzt 
die  Gleichung  im  Allgemeinen  nur  die  beiden  Auflösungen 
t  =  ^  2,  u  =  0,  und  mithin  ist  h  =  3  7^';  die  einzige  Ausnahme 
hiervon  bildet  die  Determinante  D  =  —  3,  weil  die  Gleichung 
ausser  den  beiden  Lösungen  ^2^—4^  w  =  0  noch  die  vier  Lö- 
sungen t^  ^=  u^  z=  l  besitzt,  und  folglich  ist  in  diesem  Falle 
wieder  h  =  h\ 

Diese  Resultate  stimmen  vollkommen  mit  denjenigen  überein, 
welche  wir  früher  (§§.  97,  99)  mit  Hülfe  ganz  anderer  Principien 
abgeleitet  haben. 

II.  Ist  D  =  D'  ö2,  so  leuchtet  ein ,  dass  h'  zugleich  die  An- 
zahl der  ursprünglichen  Classen  erster  Art  von  der  Determinante 
D'  ist.  Zufolge  der  Voraussetzung,  dass  ö  eine  Primzahl  ist, 
haben  wir,  um  das  Verhältniss  r  =  h: h'  zu  bestimmen ,  nur  die 
l  Formen 

(1,  0,—D)  =  E  und  (02,  bö,b^  -  B')  r=  Fj,  (1) 

zu  betrachten,  wo  b  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  6)  mit 
Ausnahme  derjenigen  Werthe  durchlaufen  muss,  für  welche 
Jj2  ^  j)'  (mod.  (?)  wird,  weil  diesen  keine  ursprünglichen  Formen 
entsprechen;  die  Anzahl  der  Formen  (1)  ist  daher 
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1  =  2  oder  ö 


-  m 


je  nachdem  6  =  2  oder  eine  ungerade  Primzahl  ist.  Zur  Bestim- 
mung der  Anzahl  r  der  verschiedenen  Classen^  welchen  diese  l 
verschiedenen  Formen  (1)  angehören,  gelangen  wir  durch  die 
folgenden  Sätze. 

Die  beiden  Formen  E^  F^  sind  stets  und  nur  dann  äquivalent^ 
wenn  die  Gleichung 

t't'  —  B'u'u'  =  1  (3) 

eine  Lösung  in  ganzen  Zahlen  t\  u'  besitzt^  die  der  Bedingung 

t'  -\-  ßu'  ~0  (mod.  (?)  (4) 

genügen. 

Denn  die  genannte  Aequivalenz  findet  (nach  §.  60  Anmerkung) 
stets  und  nur  dann  statt,  wenn  zwei  ganze  Zahlen  x,  y  existiren, 
welche  die  drei  Bedingungen 

^2  _  B'ö^y^  =  ö2, 
X  +  ß6y  =  0,  —ßöx  —  D'ö'-y  =  0  (mod.  02) 

erfüllen;  da  nun  aus  der  ersten  folgt,  dass  x  durch  6  theilbar 
ist,  und  da  sie  durch  die  Substitution,^  =  öt\  y  =  u'  in  die 
Bedingungen  (3)  und  (4)  übergehen,  aus  welchen  sie  umgekehrt 
folgen,  so  ist  der  Satz  erwiesen. 

Die  beiden  Formen  F^ ,  F^f  sind  stets  und  nur  dann  äquivalent, 
ivenn  die  Gleichung  (3)  eine  Lösung  besitzt,  die  der  Bedingung 

(b  —  b')  t'  +  {bb'  —  B')  u'  =  0  (mod.  ö)  (5) 

genügt. 

Denn  diese  Aequivalenz  ist  gleichbedeutend  mit  der  Existenz 
zweier  ganzen  Zahlen  x,  y,  welche  die  Bedingungen 

ö^x^  -f  2böxy  +  (62  _  B')y'^  =  0\ 
o^'x^  (b-^b')0y  =  O,  {b  —  b')<jx  -f  (b^  —  B')y  =  0  (mod.ö2) 

befriedigen;  da  nun  nach  Voraussetzung  62  —  B'  nicht  durch  6 
theilbar  ist,  so  muss  y  durch  die  Primzahl  6  theilbar  sein;  da 
ferner  die  vorstehenden  Bedingungen  durch  die  Substitution 
y  =  0u\  X  =  t'  —  bu'  in  die  Bedingungen  (3)  und  (5)  über- 
gehen, aus  denen  sie  auch  rückwärts  folgen,  so  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 

Bedeutet  A  die  Anzahl  derjenigen  Formen  (1),  ivelehe  der 
Hauptclasse  angehören^  so  ist  l  =  rL 

26* 
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Gehört  die  Form  F^i  der  Hauptclasse  an,  so  existirt  eine 
Lösung  {t\u')  der  Gleichung (3),  welche  der  Congruenz(4)  genügt, 
und  folglich  kann  u'  nicht  durch  ö  theilbar  sein.  Ist  umgekehrt 
(t\  li')  eine  , Lösung  der  Gleichung  (3),  und  u'  nicht  theilbar 
durch  ö,  so  existirt  stets  eine  und  nur  eine  Zahlclasse  ß  (mod.  ö), 
welche  der  Congruenz  (4)  genügt,  und  ihr  entspricht  folglich  eine 
zur  Hauptclasse  gehörige  Form  Fß.  Um  also  alle  diese  Formen 
zu  erhalten,  muss  man  alle  Lösungen  {t\  u')  der  Gleichung  (3) 
aufstellen,  in  welchen  u'  nicht  durch  6  theilbar  ist,  und  jedesmal 
die  entsprechende  Zahlclasse  ß  (mod.  ö)  durch  die  Congruenz  (4) 
bestimmen.  Da  ausserdem  die  Form  E  zur  Hauptclasse  gehört, 
und  l  die  Anzahl  aller  zur  Hauptclasse  gehörenden  Formen  (1) 
bedeutet,  so  ist  A  —  1  die  Anzahl  der  sämmtlichen  incongruenten 
Zahlclassen  ß  (mod.  ö),  welche  aus  Lösungen  (t\  u')  der  Gleichung 
(3)  vermöge  der  Congruenz  (4)  erzeugt  werden  können. 

Sind  hierdurch  schon  alle  Formen  (1)  erschöpft,  so  ist  l  =  ?, 
und  r  =  1,  also  der  Satz  richtig.  Giebt  es  aber  in  (1)  eine  nicht 
zur  Hauptclasse  gehörende  Form  Fj,'^  d.  h.  giebt  es  eine  von  den 
A  —  1  Zahlclassen  ß  (mod.  ö)  verschiedene  Zahlclasse  b'  von  der 
Beschaffenheit,  dass  h' h'  —  D'  nicht  durch  ö  theilbar  ist,  so  wollen 
wir  zeigen,  dass  unter  den  l  Formen  (1)  sich  genau  (A  —  1)  ver- 
schiedene Formen  Fjy  finden,  welche  alle  mit  der  Form  Fi'  äqui- 
valent und  von  ihr  verschieden  sind.  Ist  nämlich  Fj,  eine  solche 
Form,  so  giebt  es,  wie  oben  gezeigt  ist,  eine  Lösung  {t\  u')  der 
Gleichung  (3),  welche  der  Congruenz  (5)  genügt,  und,  da  F^  ver- 
schieden von  i'V,  also  h  —  h'  nicht  durch  6  theilbar  ist,  so  kann 
auch  u'  nicht  durch  ö  theilbar  sein;  mithin  gehört  zu  dieser 
Lösung  eine  der  Congruenz  (4)  genügende  Zahl  /3,  und  durch 
Elimination  von  t'  aus  (4)  und  (5)  ergiebt  sich,  dass  diese  Zahl- 
classe ß  durch  die  Congruenz*) 


*)  Diese  Congruenz  hat  folgende  tiefere  Bedeutung.  Sind  Fh-,  Fh'  zwei 
beliebige  Formen  des  Systems  (1),  und  Ri,  Mb'  die  Classen,  denen  sie  an- 
gehören, so  ist  offenbar  Iii)Rb'  =  l,  wenn  b  -\-  b' ^  0  (mod.  a);  ist  aber 
b  -\-  b'  nicht  theilbar  durch  c,  so  ist  RbBb'  =  Üb",  wo  b"  durch  die 
Congruenz 

(b  -\-  b')  b"  =  bb'  4-  B'  (mod.  a) 
bestimmt  ist.  Hiervon  kann  man  sich  mit  den  hier  zu  Gebote  stehenden 
Mitteln  (§§.  60,  145)  wohl  am  kürzesten  auf  folgende  Weise  überzeugen. 
Zunächst  leuchtet  ein,  dass  Fb"  eine  in  (1)  enthaltene  und  von  Fb  ver- 
schiedene Form  ist;  dieselbe  geht  durch  eine  Substitution,  deren  erster 
und  dritter  Coefficient  die  relativen  Primzahlen  b  —  b"  und  a  sind,  in  eine 
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(b  —  b')ß=hb'  —  B'  (mod.  0)  (6) 

vollständig  bestimmt  ist;  jeder  der  Formen  Fi,  welche  mit  der 
gegebenen  Form  Fi>  äquivalent,  aber  von  ihr  verschieden  sind, 
entspricht  daher  eine  und  nur  eine  der  A  —  1  Zahlen  ß.  Um- 
gekehrt, wenn  ß  eine  der  X  —  1  Zahlen  ist,  denen  Formen  F^ 
entsprechen,  die  der  Hauptclasse  angehören,  so  kann  ß  —  &', 
weil  F-h>  nicht  zur  Hauptclasse  gehört,  nicht  durch  ö  theilbar 
sein,  und  folglich  giebt  es  eine  und  nur  eine  Zahlclasse  6,  welche 
der  mit  (6)  identischen  Congruenz 

{ß  —  b')b  =  ßb'  —  B'  (mod. ö)  (6) 

genügt;  wäre  nun  b^  ^  B'  (mod.  ö),  so  würde  die  vorstehende 
Congruenz  in  (b  -\-  ß)  (b  —  &')  ^  0  (mod.  ö)  übergehen,  es  wäre 
folglich  eine  der  beiden  Zahlen  b  -}-  ß,  b  —  b\  also  auch  eine 
der  beiden  Zahlen  ß'^  —  D',  b"^  —  B'  durch  6  theilbar,  was  aber 
nicht  der  Fall  ist;  mithin  ist  b^  —  B'  nicht  durch  ö  theilbar, 
und  folglich  entspricht  der  Zahl  b  eine  wirklich  in  (1)  enthaltene 
Form  Fl.  Dieselbe  ist  verschieden  von  Fi',  weil  aus  der  An- 
nahme b  ^  b'  (mod.  ö)  wieder  b'^  ^  B'  (mod.  ö)  folgen  würde. 
Aber  sie  ist  äquivalent  mit  Fi>;  denn  da  eine  Lösung  (t',  u')  der 
Gleichung  (3)  existirt,  aus  welcher  ß  vermöge  (4)  hervorgegangen 
ist,  so  erhält  man  aus  (6)  durch  Multiplication  mit  u'  die  Con- 
gruenz (5),  welche  in  Verbindung  mit  (3)  für  die  Aequivalenz 
der  beiden  in  (1)  enthaltenen  Formen  Fi,  Fi'  charakteristisch  ist. 
Man  findet  daher  alle  mit  der  Form  F^  äquivalenten,  aber  von 
ihr  verschiedenen  Formen  Fi  des  Systems  (1),  und  jede  auch  nur 
einmal,  wenn  man  für  jede  der  l  —  1  Zahlen  ß  die  zugehörige 
Zahl  b  vermöge  der  Congruenz  (6)  bestimmt.  Von  den  l  Formen 
(1)  gehören  daher  immer  je  A,  und  nicht  mehr,  zu  einer  und 
derselben  Classe,  folglich  ist  l  =  rX,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  die  Beter minante  B  =  B'  6'^  negativ,  so  ist  h  im  Ällge- 
meinen  =  Ih',  und  mir  dann  =  \lh',  wenn  B'  =  —  1. 

Denn  die  Gleichung  (3)  besitzt  nur  im  letzteren  Falle  Lö- 
sungen (f  =  0,  u'  =  H-  1),  in  welchen  u'  nicht  durch  6  theilbar 

äquivalente  Form  (ca^  n,  p)  über,  wo  c  =  b^  —  D',  n  ^  —  ha  (mod.  c), 
n  ^:  h' a  (mod.  a^)  ist;  diese  Form  ist  daher  aus  der  mit  Fi  äquivalenten 
Form  (c,  — ha,  o^)  und  Fi'  zusammengesetzt,  was  zu  beweisen  war.  Die 
Congruenz  (6)  besagt  mithin,  dass  RriMb=  Bi',  also  Ri=Rh'  ist,  weil 
Rß  =1  \.  Viel  einfacher  und  durchsichtiger  gestalten  sich  alle  Unter- 
suchungen über  die  Composition  in  der  Theorie  der  ganzen  algebraischen 
Zahlen. 
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ist;  da  denselben  nur  die  eine  Zahlclasse  ß  ^  0  (mod.  6)  ent- 
spricht, so  ist  A  ==  2,  also  r  =  ^/;  in  allen  anderen  Fällen  ist 
A  =  1,  also  r  =  l. 

Ist  die  Determinante  D  =  D'ö^  positiv^  und  bedeuten  (T,  U)^ 
(T\  TJ')  resp.  die  hleinsten  positiven  Auflösungen  der  Gleichungen 
T^  —  D  ü^  r=  1,  T'^  —  D'  ü'^  =  1,  so  ist 

h  log  (T4-  UyD)  =  Ih'  log  {T  -f  U'V  B'). 

Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir  eine  Bemerkung  über  die 
Lösungen  der  Gleichung  (3)  voraus.  Wenn  zwei  solche  Lösungen 
{t\  u%  {t'\  u")  der  Bedingung 

t'  u"  —  u'  t"  =  0  (mod.  ö)  (7) 

genügen,  so  kann  man,  wenn  VD'  und  VD  =  öYD'  immer 
positiv  genommen  werden, 

f  +  u'VJD'  =  {t"  4-  ii"'VD')  (t  +  uVD)  (8) 

setzen,  wo  die  ganzen  Zahlen  ^,  u  eine  Lösung  dfer  Gleichung 

t2  _  J)u2  =  1  (9) 

bilden.  Umgekehrt,  sind  {t'\  u"\  (^,  u)  resp.  Lösungen  der  Glei- 
chungen (3),  (9),  so  liefert  die  Gleichung  (8)  stets  eine  Lösung 
{t\  u')  der  Gleichung  (3),  welche  zugleich  der  Bedingung  (7) 
genügt.  Je  zwei  solche  Lösungen  (f ,  u'\  (^",  u")  der  Gleichung  (3) 
wollen  wir  äquivalent  nennen;  dann  leuchtet  sofort  ein;'dass  zwei 
Lösungen,  welche  einer  dritten  äquivalent  sind,  auch  einander 
äquivalent  sein  müssen.  Man  kann  daher  die  sämmtlichen 
Lösungen  der  Gleichung  (3)  in  Classen  einth eilen,  deren  jede  alle 
und  nur  solche  Lösungen  enthält,  die  unter  einander  äquivalent 
sind.  Eine  von  diesen  Classen  besteht  offenbar  aus  denjenigen 
Lösungen  {t\  u'\  deren  zweite  Elemente  u'  durch  ö  theilbar  sind. 
Jede  andere  Lösung  (t\  u')  liefert  aber  durch  die  Congruenz  (4) 
eine  zugehörige  Zahlclasse  ß  (mod.  ö),  und  da  offenbar  zwei  solche 
Lösungen  stets  und  nur  dann  äquivalent  sind,  wenn  sie  con- 
gruente  Zahlen  ß  erzeugen,  so  ist  X  auch  die  Anzahl  aller  ver- 
schiedenen Classen,  in  welche  die  sämmtlichen  Lösungen  (f,  u') 
zerfallen. 

Nun  lehrt  die  Gleichung  (8) ,  aus  einer  gegebenen  Lösung 
{t'\  u")  alle  ihr  äquivalenten  Lösungen  {t\  u')  zu  finden,  und  da 

t  -f  uVI)  =  ±{T  -^  UVDy 
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ist,  wo  das  Vorzeichen  nach  Belieben,  und  für  n  jede  ganze  Zahl 
gewählt  werden  darf  (§.  85),  so  leuchtet  ein  (vergl.  §.  87),  dass  in 
jeder  der  A  Classen  von  Lösungen  ein  und  nur  ein  Repräsentant 
(t\  ii')  existirt,  welcher  der  Bedingung 

1  ^  r  -}-  u'VB'  <T  i-  UVD=  T-^  0UVD' 

genügt;  da  aber  diese  A  Grössen  f  -\-  u'VD^  wie  auch  T-fZJVD 
von  der  Form 

(r  4-  U'VDY 

sind,  wo  n  ^  0,  und  da  diese  Potenz  gleichzeitig  mit  dem  Expo- 
nenten n'  wächst,  so  muss 

sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf  h  =  rh'  und  l  z^  rl  die  zu  be- 
weisende Gleichung  folgt. 

Offenbar  lässt  sich  aus  dem  hier  behandelten  speciellen 
Falle  ohne  Schwierigkeit  das  in  §.  100  erhaltene  Resultat  für  den 
allgemeinen  Fall  ableiten,  in  welchem  ö  eine  beliebige  zusammen- 
gesetzte Zahl  ist. 


§•  152. 

Wir  beschränken  uns  nun  wieder  (wie  in  §.  149)  auf  die  Com- 
position von  ursprünglichen  Classen  erster  Art^  und  behalten  ausser- 
dem, wenn  die  Determinante  D  negativ  ist,  nur  die  positiven  Classen 
bei,  deren  Zusammensetzung  offenbar  immer  wieder  zu  positiven 
Classen  führt.  Diese  h  Classen,  welche  die  Gruppe  §  bilden,  zer- 
fallen (§.  122)  je  nach  dem  Ausfall  der  l  Charaktere  C,  welche 
dieser  Determinante  D  entsprechen,  in  Geschlechter,  und  es  ist 
mit  Hülfe  des  Reciprocitätssatzes  gezeigt  (§.  123),  dass  höchstens 
der  Hälfte  aller  angebbaren  Totalcharaktere  wirklich  existirende 
Classen  entsprechen.  Gauss*)  leitet  aber  diesen  letzteren  Satz 
aus  der  Theorie  der  Composition  ab,  und  er  benutzt  ihn,  um 
darauf  umgekehrt  einen  neuen,  seinen  zweiten  Beweis  des  Reci- 
procitätssatzes zu  gründen.  Da  diese  tiefsinnigen  Principien  sich 
auf  die   Beweise   von    höheren  Reciprocitätsgesetzen  übertragen 


*)  D.  ^.  artt.  257-262. 
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lassen*),  so  theilen  wir  dieselben  in  diesem  und  den  folgenden 
Paragraphen  mit. 

Sind  £,  £ '  die  Wetihe  eines  Charakters  C  resp.  für  die  Classen 
-H,  H\  so  ist  C  =  8  s'  für  die  Classe  HH', 

Man  kann  als  Repräsentanten  der  Classen  H^  H'  immer  zwei 
einige  Formen  nehmen ,  deren  erste  Coefficienten  a,  a '  relative 
Primzahlen  zu  2Z)  sind;  da  die  aus  ihnen  zusammengesetzte,  also 
der  Classe  HH'  angehörende  Form  den  ersten  Coefficienten  aa' 
hat,  welcher  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  2  D  ist,  so  ergiebt 
sich  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar,  wenn  man  bedenkt,  dass 
der  Charakter  C  oder  C  (n)  ein  Ausdruck  von  der  Art 

( 1)V2("-1),     ( l)V8("'^-3),     (_1)V2(«-1)+V8("2-1),     {—\    .    .     . 

ist  (§.  122),  und  dass  folglich  die  drei  Werthe  C(a),  C(a%  C(aa\ 
welche  dieser  Charakter  resp.  in  den  drei  Classen  H^  H\  H  H' 
besitzt,  der  Bedingung  C(a)C(a)  =  C(aa')  genügen. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  Classen  K,  K' 
resp.  denselben  Geschlechtern  (7,  G'  angehören,  wie  die  Classen 
H,  H\  dann  auch  die  Classen  KK'  und  HH'  sich  in  einem  und 
demselben  Geschlechte  finden,  welches  das  aus  6r,  G'  zusammen- 
gesetzte  Geschlecht  heissen  soll*"^).  Sind  ferner  N,  N'  zwei  Classen 
des  Hauptgeschlechtes ^  d.  h.  desjenigen  Geschlechtes,  in  welchem 
sich  die  Hauptform  (1,  0,  — D)  findet,  und  folglich  alle  Charaktere 
C  den  Werth  -\-  1  haben,  so  gehört  die  zusammengesetzte  Classe 
NN'  ebenfalls  diesem  Geschlechte  an,  mithin  bilden  alle  n  Classen 
des  Hauptgeschlechtes  eine  Gruppe  5^  vom  Grade  n  (§.  149) ;  zugleich 
zerfallen  die  sämmtlichen  h  Classen  in  g  Complexe  "iRH  von  je 
n  Classen,  welche  jedesmal  einem  und  demselben  Geschlecht  an- 
gehören; zwei  verschiedene  solche  Complexe  gehören,  wie  man 
leicht  erkennt,  auch  zu  verschiedenen  Geschlechtern;  mithin  ist 
h  =  ng^  und  g  die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  von  einander 
verschiedenen  Geschlechter  ***). 


*)  Kummer:  lieber  die  allgemeinen  IRecvprocitätsgesetze  unter  den 
jResten  und  Nichtresten  der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  1859. 
Vergl.  Berl.  Monatsbericht  vom  18.  Febr.  1858. 

**)   Gauss:  D.  A.  artt.  246,  247. 
***)   Gauss:  D.  A.  art.  252. 
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Die  Determinante  D  heisst  regulär  oder  irregulär^  je  nachdem 
die  von  den  n  Classen  des  Hauptgeschlechtes  gebildete  Gruppe 
regulär  ist  oder  nicht  (§.  149);  bedeutet  im  letzteren  Falle  6  den 
Grad  der  grössten  in  ihr  enthaltenen  regulären  Gruppe,  so  heisst 
die  ganze  Zahl  n :  ö  der  Irregularitätsexponent  der  Determinante*). 

Aus  dem  obigen  Satze  über  den  Charakter  einer  zusammen- 
gesetzten Classe  ergiebt  sich  ferner  unmittelbar  der  folgende: 

Jede  Classe  Q^  ivelcJie  durch  Duplication  einer  Classe  entsteht^ 
gehört  dem  Hauptgeschlechtc  an. 

Mithin  ist  die  Anzahl  €[  der  verschiedenen  Classen  §,  welche 
durch  Duplication  der  sämmtlichen  h  Classen  entstehen,  ^  n  (da 
diese  Classen,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  eine  Gruppe  Q  bilden,  so 
muss  q  gewiss  ein  Divisor  von  n  sein).  Um  sie  genauer  zu  bestim- 
men, nehmen  wir  an,  Q  entstehe  durch  Duplication  der  bestimmten 
Classe  jy,  und  fragen  nach  allen  Classen  i:/',  durch  deren  Duplication 
dieselbe  Classe  Q  entsteht.  Aus  der  Annahme  H'  H'  ^=  Q  ==  HH 
folgt  nun,  wenn  man  H'  =  ÄH  setzt,  AÄ  =  l,  also  Ä  =  J-~S 
d.  h.  Ä  ist  eine  zioeiseitige  Classe  (§.  149).  Umgekehrt,  ist 
H'  =  AH^  und  A  eine  zweiseitige  Classe,  so  ist  auch  H' H'  =  HH. 
Schreibt  man  daher  alle  a  zweiseitigen  Classen  A  auf,  welche 
offenbar  eine  Gruppe  51  bilden,  so  zerfallen  alle  h  Classen  in 
q  Complexe  %H  von  je  a  Classen,  deren  Duplication  eine  und 
dieselbe  Classe  HH  hervorbringt,  während  zwei  Classen,  welche 
zwei  verschiedenen  solchen  Complexen  angehören,  durch  Dupli- 
cation auch  zwei  verschiedene  Classen  hervorbringen ;  und  folglich 
ist  h  ^  aq. 

Da  nun  h  auch  =  ng^  und  ausserdem  q  ^  n  ist,  so  ergiebt 
sich  ^  ^  a,  d.  h.  der  Satz:  Die  Anzahl  der  wirhlich  existirenden 
verschiedenen  Geschlechter  ist  höchstens  gleich  der  Anzahl  der 
zweiseitigen  Classen. 

§.  153. 

Es  kommt  also  jetzt  darauf  an,  für  eine  gegebene  Determinante 
D  die  Anzahl  a  aller  zweiseitigen  Classen  A  genau  zu  bestim- 
men, welche  ursprünglich  von  erster  Art  sind. 

Da  in  jeder  zweiseitigen  Classe  A  =  A-^  stets  mindestens 
eine  zweiseitige   Form   (a,  6,  c)  zu  finden   ist  (§.  58),    so  bleibt 


*)  Gauss:  D.  A.  art.  306,  VII. 
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gewiss  keine  jener  w  Classen  unvertreten,  wenn  wir  alle  zwei- 
seitigen Formen  aufschreiben.  Da  nun  in  einer  solchen  Form 
2  h  durch  a  theilbar,  folglich  h  entweder  ^ 0,  oder  ^\a (mod.  a), 
also  (tt,  &,  c)  selbst  mit  einer  Form  äquivalent  ist  (§.  56),  deren 
mittlerer  Coefficient  entweder  Null,  oder  die  Hälfte  des  ersten 
Coefficienten  ist,  so  genügt  es,  alle  Formen 

•(«,0,1^)    und  (25,  j/-^) 

ZU  betrachten,  welche  ursprünglich  von  erster  Art  sind. 

Bedeutet  ^  die  Anzahl  aller  verschiedenen  ungeraden  Prim- 
zahlen, welche  in  D  aufgehen,  ist  ferner  v  =  0  oder  =  1,  je 
nachdem  D  ungerade  oder  gerade,  so  i^t  ^i  -{-  v  die  Anzahl  aller 
verschiedenen  in  D  aufgehenden  Primzahlen.  Dann  leuchtet  ein, 
dass  die  Anzahl  aller  ursprünglichen  Formen  vom  Typus 

(a,  0,  a') 

gleich  2'"+"  +  ^  ist;  die  eine  Hälfte  derselben  hat  positive  erste 
Coefficienten,  die  andere  Hälfte  negative. 

Betrachten  wir  nun  die  anderen  zweiseitigen  ursprünglichen 
Formen  erster  Art,  deren  Typus 

ist,  so  muss  h  ein  solcher  Divisor  von  i)  =  —  hh'  sein,  dass  der 
dritte  Coefficient  \{h  -\-  h')  eine  ganze  Zahl  und  relatfve  Primzahl 
zu  2&  wird;  mithin  muss  zunächst  h  -\- h'  ^  2  (mod.  4)  sein,  und 
ferner  dürfen  h  und  V  keinen  gemeinschaftlichen  ungeraden  Divi- 
sor haben.  Sind  nun  h  und  h'  ungerade,  so  folgt  h'^b,  I)^  —  bh 
^  3  (mod.  4);  umgekehrt,  wenn  D  ^  3  (mod.  4),  so  kann  b  nur 
ungerade  sein,  und  aus  bb'=  —  D^l  (mod.  4)  folgt  von  selbst, 
dass  b  ^  &Valso  b  -}-b'  ^  2  (mod.  4)  wird;  mithin  kann  b  jeder 
Divisor  von  D  sein,  für  welchen  b  und  b'  relative  Primzahlen 
werden.    Die  Anzahl  dieser  Formen 

ist  daher  =  2"  +  ^,  unter  welchen  ebenso  viele  mit  positiven  wie 
mit  negativen  ersten  Coefficienten  vorkommen.  Sind  aber  b  und  b' 
gerade  Zahlen,  so  ist  eine  von  ihnen  ^  0,  die  andere  ^  2  (mod.  4), 
mithin  D  ^  0  (mod.  8),  und  |&,  ^b'  sind  relative  Primzahlen. 
Umgekehrt,  wenn  D  ^  0  (mod.  8)  ist,  so  muss  b  gerade  sein,  und 
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man  kann  für  |  h  jeden  Divisor  von  \I)  ^=  —  \h  •\'b'  wählen,  für 
welchen  |&,  \h'  relative  Primzahlen  werden;  mithin  ist  die  An- 
zahl dieser  Formen,  da  |D  gerade  ist,  gleich  2" +  2,  und  unter 
ihnen  finden  sich  ebenso  viele  mit  positiven  wie  mit  negativen 
ersten  Coefficienten. 

Die  Anzahl  aller  dieser  zweiseitigen  ursprünglichen  Formen 
erster  Art  ist  daher  gleich 

2"  +  i,    wenn    2)  =  1  (mod.  4) 

2"+ 2^        „        D  =  2,  3,  4, "6,  7  (mod.  8), 

2" +3,        „         i)  =  0(mod.  8); 

sie  ist  folglich  in  allen  Fällen  genau  doppelt  so  gross,  als  die 
Anzahl  2  ^  =  2  r  aller  angebbaren  Totalcharaktere  für  die  De- 
terminante D  (§.  122).  Es  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Anzahl 
der  verschiedenen  Classen  zu  bestimmen,  welche  durch  diese 
4xr  Formen  repräsentirt  werden. 

Sieht  man  von  dem  singulären  Fall  D= — 1  vorläufig  ganz 
ab,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Coefficienten  a  und  a',  ebenso 
die  Zahlen  h  und  &',  selbst  ihren  absoluten  Werthen  nach,  von  ein- 
ander verschieden  sein  müssen.  Hätten  nämlich  die  relativen  Prim- 
zahlen a ,  a'  denselben  absoluten  Werth  1 ,  so  wäre  D  =  +  1 ; 
dasselbe  würde  sich  ergeben,  wenn  man  annehmen  wollte,  die 
ungeraden  Zahlen  h  und  h'  hätten  denselben  absoluten  Werth; 
sind  endlich  h  und  h'  gerade,  so  ist  die  eine  der  Zahlen  \h^  \h' 
gerade,  die  andere  ungerade,  also  haben  sie  verschiedene  absolute 
Werthe.  Hieraus  folgt,  dass  die  sämmtlichen  obigen  Formen  immer 
in  Paare  von  je  zwei  von  einander  verschiedenen  Formen (a,  0,  a\ 
(a,  0,  a),  und  (2  h,  h,\{h-\-  h')),  (2  &',  h\  \{h  ^  h'))  zerfallen,  und 
da  die  erste  resp.  durch  die  Substitutionen  (_J'  J),  {l^\\  '^'^^  in  die 
zweite  übergeht,  so  genügt  es,  diejenige  von  ihnen  beizubehalten, 
deren  erster  Coefficient  der  kleinere  ist;  mithin  haben  wir  nur 
noch  2 r Formen  (a,  0,  a),  (2&,  h,\{h  -\-  h')),  in  welchen  die  abso- 
luten Werthe  (a)  und  (h)  <  V  (D)  sind ;  und  unter  diesen  Formen 
giebt  es  wieder  ebenso  viele  mit  positiven  ersten  Coefficienten, 
wie  mit  negativen. 

Ist  nun  D  negativ^  so  behalten  wir  nur  die  r  Formen  bei, 
deren  äussere  Coefficienten  positiv  sind,  und  wir  wollen  zeigen,  dass 
sie  die  Repräsentanten  von  ebenso  vielen  verschiedenen  Classen  sind. 
Zunächst  sind  alle  Formen  (a,  0,  a)  und  diejenigen  Formen 
(2  &,  h,\{h^  b%  in  welchen  3  6  ^  &'  ist,  reducirt  (§.  64),  und  statt 
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jeder  nicht  reducirten  Form  (2  5,  ö,  |(&  -j-  &')),  in  welcher  also 
Sb  >  b\  können  wir  die  ihr  nach  rechts  benachbarte  reducirte 
Form  {i(b-^b'),  \{h' —  b\  \{b-^h'))  siibstituiren.  Man  erkennt 
nun  leiciit,  dass  alle  diese  r  reducirten  Formen  von  einander  ver- 
schieden, und  dass  auch  keine  zwei  einander  entgegengesetzt  sind, 
weil  keiner  der  mittleren  Coefficienten  negativ  ist;  sie  gehören 
daher  (§.  65)  ebenso  vielen  verschiedenen  Classen  an.  Wir  haben 
daher  das  Resultat :  Die  Ansahl  a  aller  positiven  zweiseitigen  ur- 
sprünglichen Classen  erster  Art  von  negativer  Determinante  B  ist 
halb  so  gross  wie  die  Anzahl  2  r  aller  angebbaren  Totalcharaktere. 
Dies  gilt  offenbar  auch  noch  für  den  oben  ausgeschlossenen  sin- 
gulären  Fall  D  =  —  1,  da  die  beiden  Formen  (1,  0,  1),  (2,  1,  1) 
äquivalent  sind. 

Ist  aber  die  Determinante  D  positiv^  so  entspricht  jeder  der 
obigen  2  r  zweiseitigen  Formen  (J.,  jB,  C)  eine  einzige  ihr  äqui- 
valente zweiseitige  Form  (J.,  B\  C"),  wo  B'  durch  die  Bedin- 
gungen 

B'  =  B  (mod.  A),    0  <  VD  —  B'  <  (Ä) 

vollständig  bestimmt  ist;  offenbar  entstehen  auf  diese  Weise  wieder 
2r  zweiseitige  und  von  einander  verschiedene  Formen  (A^B\  C). 
Um  nun  zu  zeigen,  dass  alle  diese  Formen  zugleich  rediicirt  sind 
(§.  74),  braucht  nur  nachgewiesen  zu  werden,  dass  {A)  <  ^/D  +  B' 
ist;  wenn  (J_)  <  yB  ist,  so  folgt  dies  unmittelbar  daraus,  dass 
zufolge  der  obigen  Grenzbedingungen  B'  positiv  ist;  wenn  aber 
{A)  >  VD  ist,  was  nur  bei  den  Formen  des  zweiten* Typus  ein- 
treten kann,  so  ist  A=:  2B,  und  (B)  <  VD,  folglich  B'  =  (i?), 
weil  dieser  Werth  allen  an  B'  gestellten  Forderungen  genügt, 
und  also  wieder  (A)  <  \B-\-B'.  Endlich  behaupten  wir,  dass 
jede  zweiseitige  reducirte  Form  (a,  5,  c),  welche  zugleich  ursprüng- 
lich von  erster  Art  ist,  nothwendig  mit  einer  dieser  2  r  Formen 
(v4,  B\  C)  identisch  sein  muss;  ist  nämlich  b  theilbar  durch  a, 
so  muss  (a)  <  VD  sein,  weil  in  einer  reducirten  Form  0<&<VD 
ist,  und  die  mit  (a,  &,  c)  äquivalente  Form  (a,  0,  a')  ist  eine  der 
2r  Formen  (A^B^C)^  woraus  folgt,  dass  (a,  b,  c)  selbst  mit  der 
entsprechenden  Form  (J.,  B'^  C)  identisch  sein  muss,  weil  b  als 
mittlerer  Coefficient  einer  reducirten  Form  denselben  charakteristi- 
schen Bedingungen  genügt,  wie  B'\  ist  aber  b  nicht  theilbar 
durch  a,  so  ist  wenigstens  (a)  <  2VD,  und  folglich  die  mit 
(a,  6,  c)  äquivalente  Form  (a,  \a,  c')  eine  der  Formen  (J.,  B^  C), 
woraus  wieder  folgt,  dass  (a,  &,  c)  mit  der  entsprechenden  Form 
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(Ä,  B',  C)  identisch  ist.  Wir  müssen  aus  dem  Vorhergehenden 
schliessen,  dass  die  Anzahl  aller  zweiseitigen  ursprünglichen  For- 
men erster  Art,  welche  zugleich  reducirt  sind,  genau  =  2r  ist; 
da  nun  in  jeder  zweiseitigen  Classe  sich  stets  zwei  und  nur  zwei 
solche  Formen  finden  (§.  78  Anm.),  so  erhalten  wir  dasselbe 
Resultat,  wie  für  negative  Determinanten:  Die  Anzahl  a  aller 
zweiseitigen  ursprünglichen  Classen  erster  Art  von  positiver  De- 
terminante D  ist  genau  halb  so  gross  wie  die  Anzahl  2 1  aller 
angebharen  Totalchardktere. 

Verbinden  wir  diese  Resultate  mit  dem  des  vorigen  Para- 
graphen, so  ergiebt  sich  folgender  Satz*): 

Die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  verschiedenen  Geschlechter 
ist  höchstens  halb  so  gross  wie  die  Anzahl  der  angebbaren  Total- 
charaktere. 


§.  154. 

Das  eben  erhaltene  Resultat  führt  nun  zu  einem  neuen  Be- 
weise des  Reciprocitätssatzes,  sowie  der  Ergänzungssätze  über  den 
Charakter  der  Zahlen  —  1  und  2.  Hierzu  schicken  wir  die  Be- 
trachtung dreier  Fälle  von  Determinanten  D  voraus,  für  welche 
die  ursprünglichen  Formen  erster  Art  nur  ein  einziges  Geschlecht, 
nämlich  das  stets  vorhandene,  durch  die  Hauptforra  (1,  0,  — D) 
vertretene  Hauptgeschlecht  bilden. 

1.    Ist  Z)=  —  1,  so  existirt  (§.  122)  nur  ein  einziger  Charakter, 

C  =  {—  l)v.(«-i), 

und  da  folglich  die  Anzahl  aller  angebbaren  Totalcharaktere 
=  2^^  =  2  ist,  so  gehören  alle  positiven  Formen  (a,  b^  c)  zufolge 
des  im  vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Resultates  einem  einzigen, 
nämlich  dem  durch  die  Form  (1, 0, 1)  repräsentirten  Hauptgeschlechte 
an  (was  auch  unmittelbar  daraus  folgt,  dass  alle  diese  Formen 
nur  eine  einzige  Classe  bilden) ;  da  nun  im  Hauptgeschlechte  alle 
Charaktere  C  den  Werth  -j-  1  haben,  so  wird,  wenn  a  ungerade 
ist,  immer 

(_  l)V2(a-i;  =  -^  1,     also    a  =  1  (mod.  4) 


sein. 


*j  Vergl.  §.  123. 
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2.  Ist  i)=  -}-  2,  so  existirt  (§.  122)  nur  ein  einziger  Charakter, 

alle  Formen  (a,  &,  c)  dieser  Determinante  gehören  daher  (§.  153) 
dem  Hauptgeschlechte  an,  mithin  ist  immer 

(—  l)V8(«'''-i)  =4-1,     also    a  =  ±l  (mod.  8), 
wenn  a  ungerade  ist. 

3.  Ist  Z)  =  4:  2J  ^  1  (mod.  4),  wo  p  (wie  immer  im  Folgen- 
den) eine  positive  ungerade  Frimzahl  bedeutet,  so  existirt  (§.  122) 
nur  ein  einziger  Charakter, 

alle  (eventuell  die  positiven)  Formen  (a,  ö,  c)  erster  Art  gehören 
daher  (§.  153)  dem  Hauptgeschlechte  an,  und  folglich  ist  immer 

a 


wenn  a  nicht  durch  p  theilbar  ist. 

4.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Beweise  des  Satzes  (§.  40) 
über  den  Charakter  der  Zahl  —  1 ;  da  beide  Seiten  der  zu  bewei- 
senden Gleichung 

nur  einen  der  beiden  Werthe  +  1  besitzen  können,  so  genügt  es 
offenbar,  zu  zeigen,  dass,  sobald  irgend  eine  dieser  beiden  Grössen 
=  -f  1  ist,  dann  auch  die  andere  =  -j-  1  sein  muss,  "weil  hieraus 
von  selbst  folgt,  dass,  wenn  eine  von  beiden  =  —  1  ist,  auch  die 
andere  =  —  1  sein  muss  (dieselbe  Bemerkung  gilt  ebenso  für  die 
beiden  folgenden  Sätze).  Ist  nun  erstens  die  rechte  Seite  =  -f-  1? 
so  ist  ( —  1,  0,  p)  eine  Form  erster  Art  von  der  positiven  Deter- 
minante D  :=  ^  ^  1  (mod.  4),  woraus  (nach  3.)  folgt,  dass  auch 
die  linke  Seite  =  -[-  1  ist.  Umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der 
Fall,  also  —  1  quadratischer  Rest  von  p  ist,  so  existiren  zwei 
Zahlen  &,  c,  welche  der  Bedingung  6^ — pc=  —  1  genügen; 
dann  ist  (p,  &,  c)  eine  positive  Form  von  der  Determinante 
D  =^  —  1,  woraus  (nach  1.)  folgt,  dass  auch  die  rechte  Seite 
=  -}-  I  ist,  was  zu  beweisen  war. 

5.  Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  der  Beweis  des  Satzes  (§.  41) 
über  den  Charakter  der  Zahl  2.  Ist  die  rechte  Seite  der  zu  be- 
weisenden Gleichung 
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gleich  -f-  1?  also  i?  ^  +  1  (mod.  8),  so  setze  man  h  =  1  oder  3, 
je  nachdem  ip^O  oder  1  (mod.  16)  ist;  dann  ist  h'^l^p=:  8  c, 
wo  c  eine  ungerade  Zahl,  mithin  (8,  6,  c)  eine  (eventuell  positive) 
Form  erster  Art  von  der  Determinante  I)  =  +  ^  ^  1  (mod.  4), 
woraus  (nach  3.)  folgt,  dass 

(-)  =  +1.    also  auch    ^-^  =  +  1 

ist.  Umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der  Fall,  so  giebt  es  zwei 
Zahlen  6,  c,  welche  der  Bedingung  b^ — pc  =  2  genügen;  dann 
ist  (^,  5,  c)  eine  Form  der  Determinante  D  =  +  2,  woraus  (nach  2.) 
folgt,  dass  auch 

(_l)V8(i>-^-i)=  4-  1 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

6.  Ist  wenigstens  eine  der  beiden  von  einander  verschiedenen, 
jjositiven  ungeraden  Primzahlen  jp,  q  von  der  Form  4  /i  -f  1 ,  so 
wollen  wir  beweisen,  dass 


2/        \p) 


ist.  Der  Symmetrie  wegen  dürfen  wir  annehmen,  dass  p  ^  1 
(mod.  4)  ist.  Hat  nun  die  rechte  Seite  den  Werth  -J-  1,  so  ist 
(nach  4.  und  §.  33,  I.)  auch  — q  quadratischer  Rest  von  p;  man 
kann  daher,  nachdem  das  Vorzeichen  ^h  so  gewählt  ist,  dass 
ig^l  (mod.  4)  wird,  immer  zwei  Zahlen  6,  c  finden,  welche  der 
Bedingung  h^  —  pc  =  i:q  genügen ;  dann  ist  (p,  &,  c)  eine  (eventuell 
positive)  Fo'rm  erster  Art  von  der  Determinante  D  =  +  9!  ^  1 
(mod.  4),  woraus  (nach  3.)  folgt,  dass  auch  die  linke  Seite  r=  -}-  1 
ist.  Umgekehrt,  wenn  dies  Letztere  der  Fall  ist,  so  giebt  es  zwei 
Zahlen  b,  c,  welche  der  Bedingung  b^  —  qc  =  p  genügen;  dann 
ist  {q,  ö,  c)  eine  Form  erster  Art  von  der  positiven  Determinante 
D  =  p^l  (mod.  4),  woraus  (nach  3.)  folgt ,  dass  auch  die  rechte 
Seite  r=  -[-  1  ist,  was  zu  beweisen  war. 

7.    Sind  aber  beide  Primzahlen  _p,  q  von  der  Form  47t  -|-  3, 
so  ist  zu  beweisen,  dass 


(f ) = -  © 
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ist.  Dies  ergiebt  sich  am  einfachsten  durch  die  Betrachtung  der 
positiven  Determinante  D  =  2)q  ^  1  (mod.  4) ,  für  welche  (nach 
§.  122)  zwei  Charaktere  C,  nämlich 

(f)  -  (f) 

existiren;  es  lassen  sich  daher  vier  Totalcharaktere  angeben,  und 
folglich  (§.  153)  zerfallen  alle  Formen  erster  Art  in  höchstens  zwei 
verschiedene  Geschlechter.  Nun  sind  aber  (1,  0,  — pq)^  (— liO,2)g) 
zwei  solche  Formen,  und  ihre  ersten  Coefficienten  lehren,  dass  die 
erste  den  Totalcharakter 

die  zweite  (zufolge  4.)  den  entgegengesetzten  Totalcharakter 

■     ©=-''(i)=-' 

besitzt;  jede  andere  zu  derselben  Determinante  gehörige  Form 
erster  Art,  z.  B.  die  Form  (j),  0,  —  q)  muss  daher  entweder  den 
ersten  oder  den  zweiten  Totalcharakter  besitzen ;  wendet  man  dies 
auf  die  beiden  durch  diese  Form  darstellbaren  Zahlen  ])  und  — q 
an,  so  ergiebt  sich,  dass  im  ersten  Falle  gleichzeitig 

(f)  =  -,l    u„d(:^)=  +  l,    also    (1)  =  -1, 

im  zweiten  Falle  gleichzeitig 

(1)  =  -^  -^(?)  =  -^'  ^i-(f)  =  +  ^ 

ist ;  und  hiermit  ist  offenbar  auch  der  letzte  Theil  unserer  Aufgabe 
erledigt. 


§.  155. 

Mit  Hülfe  des  so  von  Neuem  bewiesenen  Reciprocitätssatzes 
lässt  sich  nun  wieder,  wie  in  §.  123  geschehen  ist,  darthun,  dass 
höchstens  diejenigen  r  Geschlechter  existiren  können,  deren  Total- 
charaktere der  dortigen  Bedingung  ITC  =  -f-  1  genügen;  der 
ungleich  tiefer  liegende  Satz  aber,  welchen  BiriChlet  aus  seinen 
Principien  auf  die  oben  (§.  125)  angegebene  Weise  abgeleitet  hat, 
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der  Satz,  dass  alle  diese  z  'Geschlechter  ivirMich  existiren^  ist  von 
Gauss  entdeckt  und  mit  Hülfe  der  von  ihm  gegründeten  Theorie 
der  ternären  quadratischen  Formen 

Ax''  ~\-  By^  -f  0^2  _|_  2Ä'y^  -f  2B'.^x  -f  2C'xy 
hewiesen*).  Da  oben  (§.  152)  gezeigt  ist,  dass  ng=aq  ist,  wo  g 
die  Anzahl  der  wirklich  existirenden  Geschlechter,  n  die  Anzahl 
der  in  jedem  derselben  enthaltenen  Classen,  cc  =t  die  Anzahl  der 
zweiseitigen  Classen  oder  also  die  Anzahl  der  Totalcharaktere, 
welche  der  Bedingung  J7  6"  =  +  1  genügen,  und  q  die  Anzahl 
der  durch  Duplication  entstehenden  Classen  bedeutet,  so  leuchtet 
ein ,  dass  der  zu  beweisende  Satz  g  ^=  z  wesentlich  identisch  ist 
mit  dem  Satze  n=  q;  da  ferner  n  die  Anzahl  aller  Classen  des 
Hauptgeschlechtes  ist,  und  jede  der  durch  Duplication  entstehen- 
den q  Classen  gewiss  dem  Hauptgeschlechte  angehört  (§.  152),  so 
ist  der  zu  beweisende  Satz  (§.  125)  wesentlich  identisch  mit  dem 
folgenden  **) : 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch  Duplication. 

Wir  können  hier  unmöglich  darauf  eingehen,  den  Beweis  mit- 
zutheilen,  w^elchen  Gauss  auf  die  Theorie  der  ternären  Formen 
gestützt  hat;  da  dieses  tiefe  Theorem  aber  den  schönsten  Abschluss 
der  Ijchre  von  der  Composition  bildet,  so  können  wir  es  uns  nicht 
versagen,  dasselbe  auch  ohne  Hülfe  der  Dirichlet'schen  Principien 
noch  auf  einem  zweiten  Wege  abzuleiten,  der  zugleich  die  Grund- 
lage für  andere  wichtige  Untersuchungen  bildet. 

Um  einen  bestimmten  Boden  für  diese  Untersuchung  zu  ge- 
winnen, heben  wir  zunächst  eine  charakteristische  Eigenschaft  aller 
der  Classen  Q  hervor,  welche  durch  Duplication  entstehen:  alle 
Formen  dieser  Classen  und  nur  diese  Formen  sind  fähig,  Quadrat- 
zahlen  darzustellen,  welche  relative  Primzahlen  zu  2B  sind.  Ent- 
steht nämlich  Q  durch  Duplication  einer  Classe  K,  so  kann  man 
aus  K  immer  eine  solche  Form  auswählen,  deren  erster  Coefficient 
X  relative  Primzahl  zu  2D  ist;  da  alsdann  diese  Form  mit  sich 
selbst  einig  ist,  so  entsteht  durch  Duplication  eine  der  Classe  Q 
angehörige  Form,  deren  erster  Coefficient  =  x^  ist,  und  folglich 
ist  diese  Quadratzahl  durch  die  Formen  der  Classe  Q  eigentlich 
darstellbar.  Umgekehrt,  ist  Q  eine  Classe,  durch  deren  Formen 
eine  Quadratzahl  dargestellt  werden  kann,  welche  relative  Prim- 


♦)  D.  A.  art.  287. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  286. 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  27 
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zahl  zu  2  Z)  ist,  so  giebt  es  auch  eine  solche  Quadratzahl  rr^,  welche 
durch  diese  Formen  eigentlich  darstellbar  ist,  und  folglich  findet 
sich  in  dieser  Classe  Q  eine  Form  (x-,  x\  x"),  welche  offenbar 
durch  Duplication  der  Form  (^,  x\  xx")  entsteht;  mithin  ist 
Qz=K^^  wo  ^  die  Classe  bedeutet,  welcher  die  Form  [x^x\  xx") 
angehört.  Das  obige  zu  beweisende  Theorem  ist  daher  identisch 
mit  dem  folgenden: 

Ist  (J-,  B,  C)  eine  Form  des  Hauptgeschlechtes  der  Determi- 
nante Z),  so  ist  die  Gleichung 

As'^  +  2Bzy  -f  Cy^  —  x'^ 

stets  lösbar  in  ganzen  Zahlen  ^,  ^,  x^  deren  letzte  relative  Prim- 
zahl zu  2  D  ist. 


§.  156. 

Durch  die  vorstehende  Betrachtung   sind   wir  dahin  geführt, 
die  Lösbarkeit  einer  Gleichung  von  der  Form 

ax''-  -f  hy'^  +  c^2  _|_  2a'yz  -|-  2h' zx  -f-  2c' xy  —  0 

in  ganzen  Zahlen  rr,  ^,  z  (oder  was  dasselbe  ist,  die  Lösbarkeit 
der  allgemeinen  Gleichung 

ttw2  -^  jjvi  j^  2c'uv  ^  2h'u  -^  2a'v  -^  c  =  0 

in  rationalen  Zahlen  w,  v)  zu  untersuchen.  Dieselbe  kann,  allge- 
mein zu  reden,  auf  den  speciellen  Fall  zurückgeführt  werden,  in 
welchem  die  Coefficienten  a',  6', c'  =  0  sind*),  und  wir  beschäftigen 
uns  daher  im  Folgenden  nur  mit  Gleichungen  von  der  Form 

ax'^  -|_  hy2  ^  cz'^  =  0,  (1) 

wo  a,  &,  c  drei  gegebene,  von  Null  verschiedene  ganze  Zahlen 
bedeuten,  die  wir  ausserdem  stets  als  relative  Primzahlen  annehmen, 
weil  jeder  andere  Fall,  wie  man  leicht  erkennt,  sich  auf  diesen 
zurückführen  lässt**).  Wir  wollen  nun  eine  Lösung  x^  y^  z  eine 
eigentliche  Lösung  nennen,  wenn  die  drei  Zahlen  ax^  hy^  cz  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben ;  dann  leuchtet  ein,  dass  dieselben 
auch  relative  Primzahlen  sind;  ginge  nämlich  eine  Primzahl  p  in 
zweien  von  ihnen  auf,  so  müsste  p  zufolge  (1)  auch  in  der  dritten 


*)   Gauss:  D.  A.  artt.  299,  300. 
**)  Gauss:  D.  A.  art.  298. 
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aufgehen.  Hieraus  folgt,  dass  auch  x,  y^  z  relative  Primzahlen 
sind;  umgekehrt,  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  bilden  sie  eine  eigent- 
liche Lösung ;  denn  wenn  ax^  hy^cz  durch  eine  Primzahl  p  theil- 
bar  wären,  welche  doch  höchstens  in  einer  der  Zahlen  x^  y^  z  auf- 
gehen kann,  so  müssten  mindestens  zwei  der  Coefficienten  a,  6,  c 
durch  jö  theilbar  sein,  was  unmöglich  ist,  weil  dieselben  relative 
Primzahlen  sind. 

Nach    dieser    Vorbemerkung    beginnen    wir    unsere    Unter- 
suchung"^), indem  wir  uns  die  Aufgabe  stellen: 

I.     Aus  einer  gegebenen  eigentlichen  Lösung  x  =  u,  y  =  v^ 
z  =  tv  der  Gleichung  (1)  ihre  sämmtlichen  Lösungen  abzuleiten. 

Da  au,  bv,  civ  relative  Primzahlen  sind,  und  eine  von  ihnen, 
z.  B.  aw,  zufolge  der  Grleichung 

au'^  +  bv'^  +  cw^  =  0  (2) 

gerade  ist,  so  haben  auch  die  Zahlen  2 au,  bv^  cw  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler,  und  man  kann  daher  (nach  §.  24)  die 
Gleichung 

aul  -}-  bvm  -\-  civn  ^=  l 

so  lösen,  dass  l  gerade,  und  folglich  die  eine  der  beiden  Zahlen 
m,  n  gerade,  die  andere  ungerade  wird;  setzt  man  nun 

aP  -{-  bm'^  4-  cn^  =  h 
und 

u'  z=z  21  —  hu,  v'  =  2 m  —  h v,  iv'  ^=  2n  —  h iv. 

so  wird  h  ungerade  und  man  erhält**) 

au"'  -h  bv''^  -h  cw'^  =  0        ^  (3) 

auu'  +  bvv'  -\-  cunv'  =  2  (4) 

u  ^  u\  V  ^  v\  w  ^  tv'  (mod.  2);  (5) 

man  kann  daher 

viv'  ^wv'  z=  2u'\  um'  —  uw'  ■=  2v",  uv'  —  vu'  =  2w"     (6) 


*)  Sie  ist  der  Kürze  halber  synthetisch  geführt;  derselbe  Gegenstand 
ist  auf  andere  Weise  behandelt  in  der  Abhandlung  von  G.  Cantor:  De 
aequationibus  secundi  gradus  indeterminatis.     1867. 

**)  Umgekehrt  lässt  sich  aus  (2),  (3),  (4),  (5)  leicht  beweisen,  dass  a,  h,  c 
relative  Primzahlen  sind,  und  dass  sowohl  u,  r,  w,  als  auch  n'.  v',  iv'  eigent- 
liche Lösungen  der  Gleichung  (1)  bilden;  doch  ist  dies  für  unsere  Zwecke 
nicht  nöthig. 

27* 
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(1) 

(8) 
(9) 


setzen,  wo  u'\  v'\  iv"  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  mit  den 
anderen  noch  durch  folgende  Relationen*)  verbunden  sind: 

auu'  =1-1-  hcu"'^ 

bvv'  =  1  +  cav"^ 

civw'=  1  -|-  abiv"^ 

bcu'"^  +  cav"2  -\-  ahw"^  =  —  1 

vv)'  -\-  wv'  =  2av"w" 

wu' -\-uw' =  2hw"u"  ■ 

uv'  -f  vu'  =  2  cu"  v" 

Mit  Hülfe  derselben  ist  es  leicht,  unsere  Aufgabe  allgemein 
zu  lösen.    Sind  x^  y^  z  drei  beliebige  ganze  Zahlen,  so  werden  auch 

i  =  au' X  -f  ^^'^  ~\-  cw'z\ 

t'  =  aux  -\-hvy  -\-  cw z 

t"  ^=^  n"  X   -\-  v"  y  -{-  tv"  z 
ganze  Zahlen,  welche  zufolge  (5)  der  Bedingung 

^  =  r(raod.  2)  (11) 

genügen;  umgekehrt,  sind  f,  i\  t"  drei  beliebige  ganze  Zahlen, 
welche  nur  der  Bedingung  (11)  unterworfen  sind,  so  folgt  aus  (10) 
unter  Berücksichtigung  von  (5),  (7)  und  (9),  dass 

2x  =  ut  4-  u'f  —  2bcu"t" 

2y  =  vt  -^  v't'  —  2cav"t"-  (12) 

2z  =  wt  -\-  w't'—  2abw"t" 

gerade,  also  x^  i/,  z  ganze  Zahlen  sind**).  Multiplicirt  man  diese 
letzten  Gleichungen  resp.  mit  ax^  by^  cz,  und  addirt  mit  Rücksicht 
auf  (10),  so  folgt 


(10) 


*)  Man  findet  z.  B,  die  erste  der  Gleichungen  (7)   aus  der   identischen 
Gleichung 

{hv'^-\-ciü^)  {hv'^  -\-cw'  '^)  =  (bvv'  -\-cw  w')^  -|-  hc{vio'  —  w  v')^ 
unter  Berücksichtigung  von  (2),  (3),  (4),  (6) ;  die  Gleichung  (8)  ergiebt  sich 
durch  Addition  aus  (7)  mit  Rücksicht  auf  (4),  und  die  erste  der  Gleichungen 
(9j  folgt  aus  der  Identität 
{auu'  -\-  hvv'  -\-  ciow')  [vw'  -{-  wv')  —  a(wu'  —  utv')  [uv'  —  vu') 
=  (au^  -^  hv^  -\-  cw^)v'w'  -}-  {au'^  -\-  bv'^  -\-  civ'^)vw. 
**)  Führt  man  statt  t,  t',  t"  die  Grössen 

2      '     *    —       2       ' 


s  = 


t" 


als  neue  Variabele  ein,  so  sind  dieselben  mit  den  Grössen  x,  y,  z  durch 
lineare  Gleichungen  verbunden,  deren  Determinante  =  1  ist;  an  die  Stelle 
der  Gleichung  (13)  tritt  die  folgende 

s2  _  s^2  _  ahcs"^  =  0, 
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tijc^  -f  by-'^  +  CZ-'  =  tt'  —  ah  et"-': 

mithin  haben  wir  folgendes  Resultat:  Bilden  die  ganzen  Zahlen 
x^  y^  z  eine  Lösung  der  Gleichung  (1),  .so  werden  t,  t\  t"  vermöge 
(10)  gafize  Zahlen^  welche  den  Bedingtingen  (11)  und 

tt'^ahct"^  (13) 

genügen;  umgekehrt^  befriedigen  die  ganzen  Zahlen  t,  t\  V  die 
Bedingungen  (11)  und  (13),  so  werden  x^  ?/,  z  vermöge  (12)  ganze 
Zahlen^  welche  der  Gleichung  (1)  genügen'^). 

Zur  Vervollständigung  fügen  wir  hinzu:  Damit  die  Zahlen 
x^  2/,  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1)  bilden^  ist  feryier 
erforderlich  und  hinreichend^  dass  die  Zahlen  f,  t'  Jceinen  ungeraden 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben^  und  dass^  wenn  beide  gerade  sind^ 

t  ^  t'  =  2  (mod.  4)  (14) 

ist 

Für  unseren  Zweck  genügt  es,  zu  beweisen,  dass  die  beiden 

angegebenen  Bedingungen  hinreichend  sind.  Gesetzt,  es  ginge  eine 

Primzahl  p  in   den   drei  Zahlen   ax,  by^  cz  auf,   so  müsste   sie 

zufolge  (10)  auch  in  t  und  t'  aufgehen;  da  aber  t^  t'  der  Annahme 

nach    keinen    ungeraden    gemeinschaftlichen    Theiler  haben,   so 


welche  von  derselben  Form  wie  (1)  ist,  und  damit  x,  y,  z  eine  eigentliche 
Lösung  bilden,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  s  und  s'  relative 
Primzahlen  sind.  Aber  die  Beibehaltung  der  Grössen  t,  t',  t"  gewährt 
wieder  andere  Vortheile. 

*)  Die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung  (13),  deren  wir  zwar  in  der 
Folge  nicht  bedürfen,  besteht,  wie  man  sehr  leicht  findet,  in  den  Gleichungen 

t  =z  xdoi^,     t'  ■=  rd'u)''^,     t"  =  t(jO(o', 
wo  d,  d',  T,  iü,  (o'  beliebige  ganze   Zahlen   bedeuten,   welche   der   einzigen 
Bedingung 

dd'  =  ab  c 
unterworfen  sind;  man  kann  aber  auch,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beein- 
trächtigen, annehmen,  dass  r  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von 
t,  t',  t",  und  dass  z  d,  td'  die  grössten  Theiler  sind,  welche  tahc  resp. 
mit  t,  t'  gemeinschaftlich  hat.  Führt  man  diese  Ausdrücke  in  (12)  ein,  so 
erhält  man  die  binären  quadratischen  Formen 

^  =  (du,  —  bcu",  d'u'),    ^  =  {dv,  ~  cav",  d'  v% 
—  =  [dio,  — ahiv",  d'w'), 

X 

deren  Variabelen  w,  w',  und  deren  Determinanten  zufolge  (7)  die  Zahlen 
—  &c,  —  ca,  — ah  sind.  Transformirt  man  diejenige  dieser P'ormen,  deren 
Determinante  negativ  ist,  in  eine  reducirte  Form  (§.  64),  so  erhält  man 
die  einfachsten  Lösungen. 
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müsste  p  =  2  sein,  und  es  wären  also  t^  t\  ax^  hy^  cz  gerade 
Zahlen;  dann  würde  aber  aus  (10)  mit  Rücksiebt  auf  (5)  folgen, 
dass  t  -\-  V  ^  0  (mod.  4)  wäre,  wäbrend  wir  docb  angenommen 
baben,  dass  t  -\-t'^^1  (mod.  4)  ist,  sobald  t  und  t'  gerade  Zablen 
sind.  Hieraus  folgt  also,  dass  ax^  hy^  cz  keinen  gemeinscbaft- 
licben  Theiler  baben,  was  zu  beweisen  war*). 

II.  Bilden  die  Zablen  x,  y,  z  eine  eigentlicbe  Lösung  der 
Gleicbung  (1),  so  sind  ax,  by^  cz  relative  Primzablen,  und  man 
kann  folglich  drei  Zablen  %  5ß,  (5  bestimmen,  welche  den  Con- 
gruenzen 

%z  ^  hy  (mod.  a),  iß^  ^  cz  (mod.  6),  ^y  ^  ax  (mod.  c)  (15) 
genügen,  woraus  in  Verbindung  mit  (1) 

5(2=  —  5c  (mod. a),  '^^=  —  ca  (mod.  &),  (^'^  =  —  ab  (mod.  c)  (16) 
folgt.     Wir  baben  mithin  folgenden  Satz  erhalten: 

Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar^  so  sind  die  Zahlen 
—  bc,  —  ca,  —  ah  resp.  quadratische  Reste  der  Zahlen  a,  6,  c,  and 
jede  eigentliche  Lösung  x^  y^  z  führt  durch  die  Congruenzen  (15)  zu 
drei  völlig  bestimmten  Zahlclassen  %  (mod.  a),  !Ö  {mod.  6),  ß  {mod.  c), 
welche  den  Congruenzen  (16)  genügen'^'^). 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  unsere  Untersuchungen 
ist  6s  aber,  dass  dieser  Satz  sich  in  folgender  W^eise  umkehren 
lässt: 

Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar^  und  sind  drei  Zahlen 
^,  33,  (5  gegeben^  welche  den  Congruenzen  (16)  genügen.,  so  kann 
man  stets  eigentliche  Lösungen  x^  y,  z  finden,  welche  die  Bedin- 
gungen (15)  erfüllen. 


*)  Es  ist  leicht,  wenn  auch  für  unseren  Zweck  nicht  erforderlich,  die 
beiden  angegebenen  Bedingungeu  auf  die  Zahlen  d,  d',  t,  w,  w'  zu  über- 
tragen: die  Zahlen  d,  d'  müssen  relative  Primzahlen  sein,  und  nur,  wenn 
abc  =  0  (mod.  8),  können  sie  auch  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
2  haben;  umgekehrt,  genügt  die  Zerlegung  aöc  =  rfci'  diesen  Bedingungen, 
so  kann  man  r,  w,  w'  so  wählen,  dass  x,  y,  z  eine  eigentliche  Lösung  der 
Gleichung  (1)  bilden. 

**)  Wirft  man  zwei  eigentliche  Lösungen  in  dieselbe  oder  in  verschie- 
dene Classen,  je  nachdem  sie  zu  denselben  drei  Zahlclassen  %  (mod.  a), 
5ß  (mod.  b),  ß  (mod,  c)  führen  oder  nicht,  so  ist  die  Anzahl  aller  verschie- 
deneu Classen  höchstens  gleich  der  Anzahl  der  iucongruenten  Wurzeln  der 
Congruenz  yß  =  1  (mod.  abc),  und  der  nachfolgende  Satz  behauptet  die 
wirkliQbe  Existenz  aller  dieser  Classen  von  eigentlichen  Lösungen. 
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Um  dies  zu   beweisen,   bestimmen   wir  zunächst  drei  Zahlen 
X,  r,  Z  durch  die  (nach  §.  25)  stets  vereinbaren  Congruenzpaare 

X  ~  c  (mod.  b),     Y=a  (mod.  c),     Z=b  (mod.  a)) 

X  ~  ©  (mod.  c),      Y  =  %  (mod.  a),     Z  =^  (mod.  h)\      ^^'^^ 

aus  welchen  unter  Berücksichtigung  der  Annahme  (16)  die  der 
(ileichung  (1)  ähnliche  Congruenz 

aX2  +  6  72  +  cZ2  =  0  (mod.  aöc)  (1') 

folgt,  weil  ihre  linke  Seite  durch  jede  der  drei  relativen  Primzahlen 
a,  b,  c  theilbar  ist.  Da  ferner  die  Existenz  einer  eigentlichen 
Lösung  u,  V,  w  der  Gleichung  (1)  angenommen  ist,  so  behalten 
wir  alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  setzen 

T  =  au'X  -\-  bv'Y  i-  ciü'Z] 

T>  —         V    1    7     V    I  ^    (mod.  2a6c)  (10') 

1  ^  ^  a  u  X  ^  b  V  1  ^  c  IV  Z  ]  ■         ^ 

woraus  zufolge  (5) 

T=r(mod.  2)  (11') 

und  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (9) 

2  X  ^  tt  T  +  u'  T'  (mod.  Ibc) 

2Y  =  vT  -\-  v'  T'  (mod.  2ca)\  (12') 

2Z  =  tvT-^tv'T'  (mod.  2  ab)] 

folgt;  multiplicirt  man  diese  Congruenzen  resp.  mit  ctX,  bY^  cZ^ 
wodurch  sie  in  Congruenzen  nach  dem  Modulus  2ab€  übergehen, 
so  ergiebt  sich  durch  Addition  unter  Berücksichtigung  von  (1 ') 
und  (10') 

TT'  =  0  (mod.  abc).  (13') 

Wir  behaupten  nun,  dass  die  drei  Zahlen  T^T\  abc  keinen 
ungeraden  gemeinschaftlichen  Divisor  haben,  und  dass,  wenn  abc 
gerade  ist, 

T  +  T'  =  2  (mod.  4)  (14') 

ist.  Ginge  nämlich  eine  ungerade  Primzahl  p  in  T,  T'  und  a  b  c, 
also  auch  z.  B.  in  c  auf,  so  würde  Y  zufolge  (12')  durch  j?  theilbar 
sein,  und  da  cc  ^  Y  (mod.  c)  ist,  so  hätten  a  und  c  den  gemein- 
schaftlichen Theiler  j>,  was  unmöglich  ist.  Wenn  ferner  a  b  c,  und 
also  auch  z.  B.  c  gerade  ist,  so  sind  zufolge  (11')  und  (13')  auch 
Tiind  T'  gerade  Zahlen;  w^äre  nun  die  Congruenz  (14')  unrichtig, 
so  wäre  T'  ^e  T  (mod.  4),  und  aus  (12')  würde  folgen,  dass 
2  Y  ^  (v  -j-  v')  T  ^  0  (mod.  4),  also  Y  gerade  wäre,  was  abermals 
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gegen  die  Congruenz  a  ^  Y  (mod.  c)  streitet,  weil  a  relative 
Primzahl  zu  c  ist. 

Nao/h  diesen  Vorbereitungen  sind  wir  im  Stande,  eine  eigent- 
liche Lösung  ^,  y,  z  nachzuweisen,  welche  den  Bedingungen  (15) 
genügt;  diese  letzteren  gehen  vermöge  der  Definition  (17 j  der 
Zahlen  X,  Y,  Z  in  die  folgenden  über 

Yz  ^  Zy  (mod.  a),     Zx  ^  'Xs  (mod.  &),     Xi/  ^  Yx  (mod.  c); 

da  ferner  aus  den  Definitionen  (lOj  und  (10 '}  der  Zahlen  i,i\  T,  T 
die  Congruenz 

T't—Tt'=  \ 

2hcu"{Yz-Zy)^2cav" {Zx-Xz)  ^2ahw" {Xy-Yx)\^  ^  ^^^^ 

folgt,  und  da  u'\  ?;",  ic"  zufolge  (7)  resp.  relative  Primzahlen  zu 
tt,  &,  c  sind,  so  fallen  die  von  x^  ?/,  z  zu  erfüllenden  Bedingungen 
(15)  durchaus  mit  der  einzigen  Forderung 

•       T'  t  =  Tt'  {modi.  2 ah c) 

zusammen,  welcher  die  Zahlen  ^,  V  genügen  müssen;  sollen  ferner 
die  Zahlen  x^  y^  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1) 
bilden,  so  haben  t  und  t'  ausserdem  noch  die  früher  erwähnten 
Bedingungen  (11),  (13),  (14)  zu  erfüllen.  Dies  Alles  lässt  sich 
in  der  That  auf  folgende  Weise  erreichen. 

Ist  ahc  ungerade,  so  sei  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
der  beiden  Zahlen  T  und  abc==dcV]  da  nun  zufolge  (13')  TT'  durch 
ahc  theilbar  ist,  so  geht  d'  in  T'  auf,  und  da,  wie  oben  gezeigt  ist, 
die  Zahlen  T,  T',  ahc  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  so  sind  Jund  d'  relative  Primzahlen,  und  d'  ist  zugleich  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen  T'  und  ahc. 
Dann  leuchtet  ein,  dass  man  allen  Forderungen  genügt,  wenn  man 
z.  B.  t  =  c?,  t'  =  d\  t"  =  1  nimmt;  denn  weil  t  ^t'  ^\  (mod.  2), 
so  werden  x^  y^  z  ganze  Zahlen,  die  wegen  tt'  =  ahct"^^  eine 
Lösung  der  Gleichung  (1)  bilden ;  diese  Lösung  ist  eine  eigentliche, 
weil  ^,  t'  ungerade  relative  Primzahlen  sind;  da  endlich  t  ^  t\ 
T=  r  (mod.  2),  und  T' t  =  Tt'  =  0  (mod.  dd')  ist,  so  folgt 
auch  T'  t  ^  Tt'  (mod.  2ahc)^  d.  h.  die  eigentliche  Lösung  ^,  t/,  z 
genügt  den  vorgeschriebenen  Congruenzen  (15). 

Ist  aber  ahc^  und  folglich  auch  T,  T'  gerade,  und  zwar  T -\-  T' 
^  2  (mod.  4),  so  können  wir  der  Symmetrie  wegen  annehmen,  es 
sei  jT^  0,  T'  ^  2  (mod.  4);  dann  sei  d  wieder  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  der  beiden  Zahlen  T  und  ahc  ==  dd',  so 
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wird  d'  in  T'  aufgehen.  Ist  nun  cV  ungerade,  so  genügt  man  allen 
Bedingungen,  wenn  man  z.  B.  t  ■^=  2d,t'=--  2d\  t"  =  2  nimmt; 
denn  es  ist  t  =  0,  t'  =  2  (mod.  4j,  tt'  =  ahct"\  T t  ^  Tt'  =  0 
(mod.  2  abc),  und  ^,  t'  haben  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen 
Theiler.  Ist  aber  d'  gerade,  so  kann  man  wieder  durch  t  :==  d^ 
t'  =  d\  t"  ^=  l  allen  Bedingungen  genügen;  da  nämlich  T  :  d 
relative  Primzahl  zu  d'  und  folglich  ungerade  ist,  so  muss,  weil 
T  ^  0  (mod.  4),  auch  d^O  (mod. 4)  sein;  da  ferner  d'  in  T'  auf- 
geht, und  T  ^  2  (mod. 4)  ist,  so  muss  auch  d'  ^2  (mod.  4)  sein; 
mithin  ist  ^^eO,  t'  ^  2  (mod.  4);  es  ist  ferner  tV  =abct"^,  und 
die  Zahlen  t^t'  haben  keinen  ungeraden  gemeinschaftlichen  Theiler; 
da  endlich  die  Quotienten  T  :  d  und  T'  :  d'  ungerade  sind,  so  ist 
ihre  Differenz  gerade,  und  folglich,  wenn  man  mit  dd'  =  ahc 
multiplicirt,  Td'  —  T'd=  Tt'  —  T't  =  0  (mod.  2abc),  was  zu 
beweisen  war. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  ausser  den  eben  angegebenen 
speciellen  Lösungen,  welche  die  vorgeschriebenen  Congruenzen  (15) 
erfüllen,  alle  anderen  zu  bestimmen,  und  man  findet  namentlich 
leicht,  dass  zwei  eigentliche  Lösungen  x^  i/,  ^  und  x^,  ^i,  ^i,  welche 
resp.  durch  die  Werthe  f,  t\t"  und  #i,  t[^  t'i  hervorgebracht  werden, 
stets  und  nur  dann  denselben  Congruenzen  (15)  genügen,  wenn 
tt'i^  t't^  (mod.  2abc)  ist*);  allein  alle  diese  an  sich  interessanten 
Vervollständigungen  sind  für  unsere  Zwecke  nicht  erforderlich. 
Wir  begnügen  uns  daher,  aus  den  obigen  Resultaten  noch  den 
Beweis  des  folgenden  Satzes  abzuleiten,  dessen  wir  später  durchaus 
bedürfen. 

III.  Ist  die  Gleichung  (1)  eigentlich  lösbar^  und  ist  — bc 
quadratischer  Rest  von  ap^^  wo  p  eine  in  b  c  nicht  aufgehende 
Primzahl  bedeutet^  so  besitzt  die  Gleichung  (1)  auch  solche  eigent- 


*)Hieraus  folgt,  dass  allen  zu  derselben  Classe  gehörigen  eigentlichen 
Lösungen  dieselbe  Zerlegung  ahc  =  dd'  entspricht,  mit  einziger  Ausnahme 
des  Falles,  wo  abc  =  2  (mod,  4),  in  welchem  der  Factor  2  nach  Belieben 
in  d  oder  in  d'  aufgenommen  werden  kann,  ohne  dass  eine  Aenderung  der 
Classe  eintritt.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  (vergl.  die  früheren  Noten), 
dass  die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedeneu  Zerlegungen,  und  also  auch 
die  der  wirklich  existirenden  Classen  genau  mit  der  Anzahl  der  incon- 
gruenten  Wurzeln  der  Congruenz  x- ^\  (mod.  a&c)  übereinstimmt;  hierin 
liegt  also  ein  neuer  Beweis  des  obigen  Satzes.  Aber  es  schien  angemessener, 
ihn  so  zu  führen,  dass  zugleich  eine  Lösung  gefunden  wird,  welche  den 
vorgeschriebenen  Congruenzen  genügt. 
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liehe  Lösungen  x^  y,  ^,  welche  der  Bedingung  x  ^  0  (mod.  p) 
genügen. 

Der-  Annahme  zufolge  besitzt  die  Gleichung  (1)  eine  eigent- 
liche Lösung  w,  V,  m;,  und  wir  können  alle  hieraus  in  I.  gezogenen 
Folgerungen  für  uns  in  Anspruch  nehmen;  es  versteht  sich  von 
selbst,  dass  wir  den  vorstehenden  Satz  nur  für  den  Fall  zu  be- 
weisen brauchen,  dass  keine  der  beiden  Zahlen  u^  u'  durch  p 
theilbar  ist. 

Ist  nun  p  ungerade,  so  kann  man,  da  der  Annahme  nach 
—  bc  ^a^  (mod.  p)  ist,  das  Vorzeichen  von  a  so  wählen,  dass 
bcu"  -\-  a  nicht  theilbar  durch  p  ist;  wären  nämlich  beide  Zahlen 
bcu"  -\-  a  und  bcu"  —  a  durch  p  theilbar,  so  müsste  auch  ihre 
Differenz  2  «,  also  auch  a  durch  die  ungerade  Primzahl  p  theilbar 
sein,  was  gegen  —  be^  a'^  (mod.  p)  und  die  Annahme  streitet, 
dass  p  nicht  in  6  c  aufgeht.  Da  nun  it  ebenfalls  nicht  durch  p 
theilbar  ist,  so  kann  man  eine  Zahl  co  stets  so  bestimmen  (§.  25), 
dass  sie  der  Congruenz 

UG)  ^  bcu"  -\-  a  (mod.  p) 

genügt  und  ausserdem  relative  Primzahl  zu  2abc  wird,  weil  o, 
falls  p  in  'labc^  also  in  a  aufgehen  sollte,  schon  vermöge  dieser 
Congruenz  relative  Primzahl  zu  p  wird.     Setzt  man  nun 

wo  r=l  oder  :=2  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  abc  ungerade  oder 
gerade  ist,  so  erhält  man  eine  entsprechende  eigentliche  Lösung 
X,  1/,  ^,  welche  auch  der  Bedingung  ^  ^  0  (m.od.  p)  genügt.  Ist 
nämlich  abc  ungerade,  also  r  =  1,  so  ist  t  ^  t'  ^  l  (mod.  2); 
ist  aber  abc  gerade,  also  r  =  2,  so  ist  ^  ^  2,  ^'  ^  0  (mod.  4); 
da  ferner  o.  relative  Primzahl  zu  abc  ist,  so  haben  f,  t'  keinen 
ungeraden  gemeinschaftlichen  Divisor,  und  da  tt'  =  abct"'^  ist, 
so  bilden  ^,  ^,  z  eine  eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1).  Nun 
ist  nach  (12) 

2x  =  ut  +  u't'  —  2  bcu"t" 

=  r  (u  «2  —  2b  c u" CO  -j-  abc ii')^ 

also  mit  Rücksicht  auf  (7) 

2ux  =  T  {(uco  —  bcii'y  -\-  bc]  ^1  0  (mod.  p), 

weil  MG)  —  bc  a"  ^  cc,  bc  ^  —  a-  ist;  da  endlich  2u  nicht  durch 
p  theilbar  ist,  so  folgt  hieraus  x  ^  0  (mod.  p). 
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Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  j>  =  2  über.  Ist  erstens  a 
gerade,  aber  nicht  ^0  (mod.  8),  so  ergiebt  sich  leicht,  da  der  An- 
nahme nach  —  h  c  quadratischer  Rest  von  4  tt,  also  bc^  —  1  (mod.  8) 
ist,  dass  li  gar  nicht  ungerade  sein  kann;  da  nämlich  a  gerade, 
also  bv,  civ  ungerade  sind,  und  b  ^  —  c  (mod.  8)  ist,  so  folgt  aus 
ft  ^2  -\-  bv^  -[-  ciü^  =  0,  dass  au^  ^  0  (mod.  8),  und  folglich,  da  a 
nicht  ^  0  (mod,  8)  ist,  jedenfalls  u  gerade  sein  muss;  und  offenbar 
haben  dann  alle  anderen  eigentlichen  Auflösungen  x^  y,  z  dieselbe 
Eigenschaft  x  ^^  (mod.  2).  Ist  zweitens  «  ^  0  (mod.  8),  also 
—  bc  ^  1  (mod.  8),  so  nehme  man  t"  =  1,  und  tt'  =  abc  der 
Art,  dass  einer  der  beiden  Factoren ,  z.  B.  ^  ^  2  (mod.  4),  also 
der  andere  ^'  ^  Ü  (mod.  4)  wird,  und  dass  sie  keinen  ungeraden 
gemeinschaftlichen  Divisor  erhalten,  was  sich  stets  erreichen  lässt. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Zahlen  x,  y^  z  eine  eigentliche  Lösung 
bilden  werden.  Da  nun  der  Voraussetzung  nach  ii  ungerade  ist, 
und  da  aus  1  -j-  bcii"^  ^=  aua'  ^  0  (mod.  8)  folgt,  dass  auch  u" 
ungerade  ist,  so  ergiebt  sich 

2.^;  =  tit  +  u't'  —  2b  cu"  t"  =  2+0— 2  =  0  (mod.  4), 

also  ist  ^  ^  0  (mod.  2).  Ist  endlich  drittens  a  ungerade,  und  —  bc 
quadratischer  Rest  von  4  a,  also  bc^  —  1  (mod.  4),  so  nehme 
man  t"  =  1,  und  nach  Belieben  tt'  =  abc^  nur  so,  dass  t  und  t' 
relative  Primzahlen  werden;  dann  bilden  x^  ?/,  z  eine  eigentliche 
Lösung,  weil  ausserdem  t  ^  t'  ^  1  (mod.  2)  ist.  Da  nun  der 
Voraussetzung  nach  keine  der  Zahlen  it,it' gerade  ist,  so  folgt  aus 
auu'  =1  ~\-  bcii"^,  dass  ii"  gerade,  und  folglich  auu'  ^  1  (mod.  4) 
ist ;  mithin  ist  ii t.u't'=  a u it' .bc^  —  1  (mod. 4),  also  iit^  —  ti't' 
(mod.  4),  und  hieraus  ergiebt  sich 

2x  =  ut  +  li't'  —  2bcu"  t"  =  0  (mod.  4), 
also  ist  ^  ^  0  (mod.  2). 

Hiermit  ist  der  obige  Satz  vollständig  bewiesen,  und  dieser 
Beweis  enthält  offenbar  eine  Methode,  aus  einer  eigentlichen  Lö- 
sung M,  v^  IV  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  a,  6,  c  sind,  eine 
eigentliche  Lösung  xip^y^z  derjenigen  Gleichung  abzuleiten,  deren 
Coefficienten  ap'^^ 6,  c  sind,  vorausgesetzt,  dass  —  bc  quadratischer 
Rest  von  a^)'^  und  nicht  durch  die  Primzahl  p  theilbar  ist.  Durch 
wiederholte  Anwendung  desselben  Satzes  gelangt  man  offenbar 
zu  folgendem  Resultat: 

Sind  die  Zahlen  A  =  aF\  B  =  b  Q\  C  =  cR'^  relative 
Primzahlen ,  und   sind  die    Zahlen  —  B  C,  —  CA,    —  uiB  resp. 
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quadratische  Beste  von  Ä,  jB,  C,  .so  folgt  aus  der  Existenz  einer 
eigentlichen  Lösung  der  Gleichimg 

ax'i  -^  by'^  -\-  c^'-'  =  0 
stets  die  Existenz  einer  eigentlichen  Lösung  der  Gleichung 

Äx'^  +  Bif  -f  C^''  =  0. 

§.  157. 

Durch  den  zuletzt  bewiesenen  Satz  ist  offenbar  die  Frage  nach 
der  eigentlichen  Lösbarkeit  der  Gleichung 

ax'^  4-  hif  -f  c^2  =  0  (1) 

auf  den  Fall  zurückgeführt,  in  welchem  keine  der  relativen  Prim- 
zahlen a,  6,  c  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist;  als  eine  erforderliche 
Bedingung  für  die  Lösbarkeit  ist  ferner  im  vorigen  Paragraphen  (II) 
erkannt,  dass  die  Zahlen  — hc^  — ca,  — ab  resp.  quadratische 
Reste  von  den  Zahlen  a,  &,  c  sein  müssen,  und  ausserdem  leuchtet 
ein,  dass  die  letzteren  unmöglich  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben 
können.  Mit  Hülfe  einer  Reductionsmethode,  w^elche  im  Wesent- 
lichen von  Lagrange"^')  herrührt,  lässt  sich  nun  wirklich  beweisen, 
dass  diese  Bedingungen  auch  die  hinreichenden  sind,  dass  also 
folgender  Satz**)  besteht: 

Sind  «,  b,  c  drei  von  Null  verschiedene  und  durch  Teein 
Quadrat  theilbare  relative  Primzahlen  ^  ivelche  nicht  alle  dasselbe 
Vorzeichen  haben ^  und  sind  die  Zahlen  — bc^  —ca^  — ba  resp. 
quadratische  Reste  der  Zahlen  a,  &,  c,  so  ist  die  Gleichung  (1) 
eigentlich  lösbar. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  der  Satz  in  dem  speciellen  Falle 
richtig  ist,  wenn  einer  der  Coefficienten,  z.  B.  a  =  -f  1,  ein  an- 
derer, z.  B.  b  =  —  1  ist;  denn  man  genügt  der  Gleichung  (1) 
durch  die  relativen  Primzahlen  x  =  g  =  l^  z  =^  0. 

Um  uns  nun  bequemer  ausdrücken  zu  können,  nennen  wir, 
indem  wir  den  absoluten  Werth  einer  Grösse  k  mit  (k)  bezeichnen. 


*)  Sur  la  Solution  des  prohlemes  indetermines  du  second  degre.  Mem. 
de  l'Acad.  de  Berlin.  T.  XXIII.  1769.  (Oeuvres  de  L.  T.  II.  1868.  p.  375.)  — 
Additions  aux  EUmens  d^ Algehre  par  L.  Euler.    §.  V. 

*)  Legendre:  Theorie  des  Nomhres,  3me  ed.  T.  I.  §§.  III,  IV.  —  Gauss: 
I).  A.  artt.  294,  295,  —  Der  nachfolgende  Beweis  lässt  sich  auf  den  Fall 
ausdehnen,  dass  a,  b,  c  quadratische  Divisoren  besitzen. 
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dasjenige  der  drei  Producte  (hc),  {ca),  {ah),  welches  der  Grösse 
nach  zwischen  den  beiden  anderen  liegt,  den  hidex  der  Gleichung 
(1),  und  wenn  etwa  zwei  dieser  Producte  oder  alle  drei  einander 
gleich  sein  sollten,  so  soll  unter  dem  Index  der  gemeinschaftliche 
Werth  dieser  beiden  oder  aller  Producte  verstanden  werden.  Aus 
dieser  Erklärung  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des 
Satzes  für  den  Fall,  dass  ihr  Index  =  1  ist;  denn  dann  muss, 
wie  man  leicht  erkennt,  (a)  =  (b)  =  (c)  ==  1  sein,  und  da  die 
Coefficienten  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  ergiebt 
sich  die  Lösbarkeit  der  Gleichung  aus  der  vorausgeschickten 
Bemerkung. 

Um  nun  den  Beweis  allgemein  zu  führen,  nehmen  wir  an,  er 
sei  schon  geleistet  für  alle  Gleichungen,  deren  Index  kleiner  als 
eine  bestimmte  positive  ganze  Zahl  J  ist,  und  zeigen,  dass  der 
Satz  dann  auch  für  alle  Gleichungen  gelten  muss,  deren  Index 
=  J  ist.  Gelingt  dies,  so  gilt  der  Satz  allgemein,  weil  er  für 
J"  ==  1  richtig  ist. 

Es  sei  daher  J  ^  2  der  Index  der  Gleichung  (1).  Nehmen 
wir  an,  was  der  Symmetrie  wegen  erlaubt  ist,  es  sei  (a)  ^  (p),^  (c), 
also  auch  (ab)  ^(ac)  ^  (bc%  so  ist  J={ac)]  wäre  nun  (&)  =  (c), 
so  müsste,  weil  b  und  c  relative  Primzahlen  sind,  (b)  =  (c)  =  1 
sein,  woraus  auch  J=  l  folgen  würde,  was  mit  unserer  Annahme 
streitet;  mithin  ist 

(«)  ^  (b)  <  (c),  {ab)  <{ac)  =  J  ^  {bc).  (2) 

Der  Annahme  nach  ist  nun  —  ab  quadratischer  Rest  von  c,  und 
folglich  kann  man  eine  Zahl  r  so  bestimmen,  dass  ar'^  ^  —  b 
(mod.  c)  und  zugleich  (r)  ^  J  (c)  wird ;  setzt  man  dann 

ar^  -\r  b  =  cC,  (3) 

so  wird  C  eine  ganze  Zahl,  deren  absoluter  Werth 

(C)^(»)4+®<lJ+l<J  (4) 

ist,  weil  (r)  ^  |  (c),  (a  c)  ==  J  ^  2,  und  (b)  <  {c)  ist. 

Ist  nun  0=0,  so  folgt  fe  =  —  ar^,  also,  da  b  relative  Prim- 
zahl zu  a  und  durch  kein  Quadrat  theilbar  ist,  (r)  =  1  und 
6  =  —  a  =  +  1,  und  mithin  besitzt  die  Gleichung  (1)  in  diesem 
Falle  wieder  die  eigentliche  Lösung  x  =  y  =  1,  ^  =  0. 

Ist  aber  C  von  Null  verschieden,  so  führen  wir  die  Gleichung 
(1)  folgendermaassen  auf  eine  andere  von  kleinerem  Index  zurück. 
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Es  sei  o!  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  drei  in  der 
Gleichung  (3)  vorkommenden  Glieder  ar^,  6,  c  0,  so  ist  a!  zugleich 
der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  je  zweien  dieser  Zahlen, 
so  dass  die  drei  Glieder  der  Gleichung 

a  r2        j^  __  c  (7 
o!  a'         a' 

gewiss  relative  Primzahlen  sind.  Da  nun  a'  in  h  aufgeht,  also 
relative  Primzahl  zu  c  und  zu  a  ist,  so  muss  a'  in  C  und  in  r^, 
also  auch  in  r  selbst  aufgehen,  weil  a'  als  Divisor  von  h  durch 
kein  Quadrat  theilbar  ist.     Man  kann  daher 

r  =  a'a,     b  =  a' ß,     C  =  a'  C  =  a' c  y'^  (5) 

setzen,  wo  y^  (j^s  grösste  in  C  =  c'  y^  aufgehende  Quadrat  be- 
deutet; hierdurch  geht  die  Gleichung  (3)  in  die  folgende  über 

aa'ci'i  +  ß  =  cc'y%  (6) 

deren  drei  Glieder  also  relative  Primzahlen  sind;  setzen  wir 
endlich  noch 

b'  =  aß,  (7) 

SO  sind  hierdurch  drei  Zahlen  a\  b',  c'  definirt,  welche,  wie  wir 
beweisen  w^ollen,  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  ge- 
gebenen Zahlen  a,  &,  c. 

Dass  erstens  keine  der  Zahlen  a',  b\  c'  ==  0  ist,  leuchtet  ein, 
weil  a' b'  =  a' a ß  =  ab  ist,  und  c'  in  C  aufgeht.  Aus  a'b'  =  ab 
folgt  ferner,  dass  a\  b'  relative  Primzahlen  und  durch  kein  Quadrat 
theilbar  sind,  weil  a,  b  dieselben  Eigenschaften  haben;  da  ferner 
y2  das  grösste  in  C  =  c'  y^  aufgehende  Quadrat  ist,  so  kann  c' 
durch  kein  Quadrat  theilbar  sein;  und  da  die  Glieder  der  Gleichung 
(6)  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  c'  auch  relative  Primzahl  zu 
aa'  ß  =  ab'. 

Die  Zahlen  a',&',c' können  auch  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen 
haben;  ist  nämlich  ab  =  a'b'  negativ,  so  haben  «',  b'  entgegen- 
gesetzte Zeichen;  ist  aber  ab  positiv,  folglich  ca  und  bc  negativ, 
so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  ar^  -\-  b  =  c  a'  c'y^,  dass  a'  c' 
negativ  ist,  dass  also  a',  c'  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Da  ferner  zufolge  der  Gleichung  (6),  deren  drei  Glieder  rela- 
tive Primzahlen  sind,  die  drei  Zahlen  ßcc\aca'c'^  — aa' ß  =  —  a'b' 
resp.  quadratische  Reste  der  drei  Zahlen  aa'^ß.c'  sein  müssen, 
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und  da  nach  Voraussetzung  die  beiden  Zahlen  —  6c  = ßa'c, 

—  ca  resp.  Reste  von  den  beiden  Zahlen  a,b  =  a'  ß  sind,  so  ergiebt 

sich  hieraus  leicht ,  dass  die  drei  Zahlen  —  b'  c\  —da!    a!  h' 

resp.  Reste  der  drei  Zahlen  a\  h\  c'  sind. 

Endlich  ist  {a' h')  ■=  (ah)  <.  J zuMge  (2),  und  (c  a')  ^{c' a')  y'^ 
=  (C)  <  J  zufolge  (4);  mithin  ist  der  Index  der  Gleichung 

gewiss  kleiner  als  J,  und  folglich  ist  sie  nach  unserer  obigen 
Voraussetzung  lösbar  in  relativen  Primzahlen  x\  y\  z'\  da  nun 
die  Zahlen  a!  ax'  —  ßy\  x'  -|-  aocy'  nicht  beide  verschwinden, 
weil  sonst  auch  x'  =  y'  =  0  wäre,  so  kann  man 

mx  z=r  a'  ax'  —  ßy'\     my  =  x'  -\-  aay'\     mz  =  c' y 2' 

setzen,  wo  m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  der  drei 
Zahlen  rechter  Hand  bedeutet;  hieraus  folgt  aber  mit  Beachtung 
von  (.5),  (6),  (7) 

m2(aic2  4-  hy^  -{-  cz^)  =  cc'y^{a'x'^  -\-  h' y"^  +  c'z'^)  =  0, 

also,  da  m  nicht  =  0  ist,  auch 

da  endlich  die  Zahlen  x^  y^  z  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  und  keine  der  Zahlen  a,  5,  c  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist, 
so  sind  x^  1/,  z  auch  relative  Primzahlen  und  bilden  folglich  eine 
eigentliche  Lösung  der  Gleichung  (1). 

Hiermit  ist  der  Schluss  vollständig  durchgeführt,  und  also 
auch  der  obige  Satz  allgemein  bewiesen.  Es  leuchtet  ferner  ein, 
dass  in  der  successiven  Zurückführung  der  Gleichung  (1)  auf 
ähnliche  Gleichungen  von  immer  kleinerem  Index  und  endlich 
auf  eine  Gleichung,  in  welcher  ein  Coefficient  =  -j-  1,  ein  anderer 
=  — •  1  ist,  auch  eine  Methode  liegt,  eine  Lösung  derselben  zu 
finden. 

Nachdem  für  diejenigen  Gleichungen,  deren  Coefficienten  durch 
kein  Quadrat  theilbar  sind,  die  oben  genannten  erforderlichen 
Bedingungen  zugleich  als  hinreichend  für  die  Existenz  eigentlicher 
Lösungen  erkannt  sind,  so  geht  aus  dem  Schlusssatze  des  vorigen 
Paragraphen  hervor,  dass  genau  dasselbe  stattfindet  für  alle 
Gleichungen  (1),  deren  Coefficienten  von  Null  verschieden  und 
relative  Primzahlen  sind.  Wir  können  daher  das  Gesammtresultat 
unserer  Untersuchungen  in  dem  folgenden  wichtigen  Satze  nieder- 
legen : 


432  Supplement  X.  §.  158. 

Sind  die  Zahlen  a,  b,  c  relative  Primzahlen  und  von  Null  ver- 
schieden, so  ist  die  Gleichung 

ax^  -f  hif  -f  c^2  _  0 
stets  und  nur  dann  in  relativen  Primzahlen  x^  y,  z  lösbar,   wenn 
die  Zahlen  —  bc,  —  ca,  —  ab   resp.  quadratische  Reste  von  den 
Zahlen  a,  &,  c  sind,   und  diese  letzteren    nicht  alle  dasselbe   Vor- 
zeichen haben;  ist  ferner 

—  bc^^%^  (mod.  a),  —  ea  =  332  (mod.  &),   —  a&  =  6^  (mod.  c), 

so  ist  die  obige  Gleichung  in  relativen  Primzahlen  x,  y,  z  derart 
lösbar,  dass 

%z  ^  by  (mod.  a),  ^x  ^  cz  (mod.  b),  ^y  ^  ax{moA.  c) 
wird. 

§.  158. 

Mit  Hülfe   dieses   Satzes   lässt    sich   nun   das   oben   (§.  155) 
erwähnte  grosse  Theorem  von  Gauss  leicht  beweisen: 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch  Duplication. 

Als  Repräsentanten  der  dem  Hauptgeschlechte  der  Determi- 
nante D  angehörenden  Classe  wählen  wir  eine  Form  (J.,  B,  (7), 
deren  erster  Coefficient  A  relative  Primzahl  zu.  2  B  ist  (§.  93). 
Da  die  Zahl  A  durch  diese  Form  darstellbar  ist,  und  alle  Einzel- 
Charaktere  derselben  den  Werth  -j-  1  haben,  so  ist  A  quadra- 
tischer Rest  von  jeder  in  D  aufgehenden  ungeraden  Primzahl, 
und  auch  von  4  oder  von  8,  falls  D  durch  4  oder  8  theilbar  ist 
(§§.  121,  122);  mithin  ist  (nach  §.  37)  A  quadratischer  Rest  von 
D  selbst  (umgekehrt  ergiebt  sich  leicht,  zum  Theil  mit  Hülfe 
des  Reciprocitätssatzes ,  dass  die  Form  {A,  B,  C)  gewiss  dem 
Hauptgeschlecht  angehört ,  wenn  A  relative  Primzahl  zu  2  1),' 
quadratischer  Rest  von  B,  und,  falls  B  negativ  sein  sollte,  positiv 
ist).  Ja,  man  kann  sogar  voraussetzen,  dass  A  quadratischer 
Rest  von  4D  ist,  d.  h.  dass  A^l  (mod.  4),  oder  A^l  (mod.  8) 
ist,  je  nachdem  B  ungerade  oder  gerade  ist.  Dies  ist  in  der  That 
von  selbst  der  Fall,  wenn  B  ^  3  (mod.  4),  oder  Z)  ^  0  (mod.  8) 
ist;  sollte  ferner  A  in  den  übrigen  Fällen  dieser  Bedingung  nicht 
genügen,  wäre  also  A  ^3  (mod.  4),  ^  7  (mod.  8),  ^  3  (mod.  8), 
^  5  (mod.  8),  je  nachdem  B  ^  l  (mod.  4),  ^  2  (mod.  8),  ^  6 
(mod.  8),  ^  4  (mod.  8),  so  kann  man  die  Form  (A,  B,  C)  durch 
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eine  Substitution  (J''  ~  J )  in  eine  Form  transformiren,  deren  erster 
Coefficient  A'  =  Äa^  -f  2  B  a -\-  C  relative  Primzahl  zu  2  7)  ist 
und  zugleich  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt;  da  j  nämlich 
ÄÄ'  =  (Äa  -\-  By  —  D  ist,  so  braucht  man  a  nur  so  zu 
wählen,  dass  Aa  -j- J5  im  ersten  Falle  gerade,  in  den  drei  übrigen 
Fällen  aber  ungerade  wird,  was  sich  stets  in  der  Art  erreichen 
lässt,  dass  Aa  -\-  B  zugleich  relative  Primzahl  zu  D  wird. 

Wir  setzen  daher  voraus,  dass  A  quadratischer  Rest  von  AD 
und  relative  Primzahl  zu  4i)  ist;  da  nun  41)^(2^)2  (mod.  ^), 
also  quadratischer  Rest  von  A  ist,  und  da  die  Zahlen  A^  iD  nicht 
beide  negativ  sind,  so  besitzt  die  Gleichung 

Ax^  -f  4D^2  _^2^o 
immer  eigentliche  Lösungen  x^  y,  s,  welche  der  Bedingung 

2B.s^4:By^     also    0^2By{mod.A) 
genügen  (§.  157);  man  kann  daher  z  =  At  4-  2  By  setzen,  wo- 
durch die  obige  Gleichung  in  die  folgende  übergeht 

AP  4-  2B{2y)  4-  C{2yy-  =  x^; 
da  Ax,  2By,z  relative  Primzahlen  sind,  so  sind  auch  t^  2y  rela- 
tive Primzahlen,  und  folglich  ist  (J.,  Z),  C)  einer  Form  äquivalent 
(§.  60),  deren  erster  Coefficient  x'^  eine  Quadratzahl  und  relative 
Primzahl  zu  2  D  ist,  und  welche  folglich  (nach  §.  155)  durch 
Duplication  einer  Form  entsteht,  deren  erster  Coefficient  =  x  ist. 
Was  zu  beweisen  war*). 

Die  unendlich  vielen  eigentlichen  Lösungen  ^,  y^  z  der  obigen 
Gleichung,  welche  der  Bedingung  s  ^^2  By  (mod.  A)  genügen, 
zerfallen  nun  noch  in  verschiedene  Classen  in  Bezug  auf  den 
Modul  4  D  (§.  156,  IL);  auf  den  Zusammenhang  dieser  Lösungen 
mit  den  verschiedenen  Classen,  durch  deren  Duplication  dieselbe 
gegebene  Classe  des  Hauptgesclilechtes  entstellt,  können  wir  aber 
hier  nicht  mehr  eingehen. 


*)  Die  Zurückfiihrung  dieses  Satzes  von  Gaus!^  auf  den  von  Lagrange 
und  Legendre  ist  zuerst  von  Arndt  ausgeführt  (lieber  die  Anzahl  der 
Genera  der  quadratischen  Formen;  Crelle's  Journal,  Bd.  5G),  doch  weicht 
die  obige  Darstellung  in  mehreren  Puncten  von  der  seinigen  ab.  In 
Wahrheit  gehört  der  Satz  von  Lagrange  nach  Inhalt  und  Methode  des 
Beweises  in  die  Theorie  der  ternären  Formen.  —  Man  vergleiche  ferner 
Kronecker:  Ueher  den  Gebrauch  der  DiricJdef  scheu  MefJwden  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  (Monatsber.  d.  Berliner  Akarl.    12.  Mai  1864). 
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XI.  Ueber  die  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen. 


§.  159. 

Der  Begriff  der  ganzen  Zahl  hat  in  diesem  Jahrhundert  eine 
Erweiterung  erfahren,  durch  welche  der  Zahlentheorie  wesentlich 
neue  Bahnen  eröffnet  sind ;  den  ersten  und  wichtigsten  Schritt  auf 
diesem  Gebiete  hat  Gauss"^)  gethan,  und  wir  wollen  zunächst  die 
Theorie  der  von  ihm  eingeführten  ganzen  complexen  Zahlen  wenig- 
stens in  ihren  wichtigsten  Grundzügen  darstellen,  weil  hierdurch 
das  Verständniss  der  später  folgenden  Untersuchungen  über  die 
allgemeinsten  ganzen  algebraischen  Zahlen  gewiss  erleichtert  wird. 

Bisher  haben  wir  unter  ganzen  Zahlen  ausschliesslich  die 
Zahlen 

0,  ±  1,  ±  2,  ±  3,  +  4  .  .  . 

verstanden,  nämlich  alle  diejenigen  Zahlen,  welche  durch  wieder- 
holte Addition  und  Subtraction  aus  der  Zahl  1  entstehen;  diese 
Zahlen  reproduciren  sich  durch  Addition,  Subtraction  und  Multi- 
plication,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Summen,  Differenzen  und 
Producte  von  je  zwei  ganzen  Zahlen  sind  wieder  ganze  Zahlen. 
Dagegen  führt  die  vierte  Grundoperation,  die  Division,  auf  den 
umfassenderen  Begriff  der  rationalen  Zahlen^  unter  welchem  Namen 
die   Quotienten**)  von  irgend    zwei    ganzen   Zahlen    verstanden 


*)  Theoria  residuorum  hiquadraticorum.  IL  1832.  —  Vergl.  die  Ab- 
handlungen von  JJirichlet:  Becherches  sur  les  formes  quadQ-atiques  ä  coeffi- 
cients  et  ä  indeterminees  complexes  (Crelle's  Journal,  Bd.  24)  und  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  (Abh.  d.  Berliner  Akad. 
1841). 

**)  Dem  Begriffe  eines  Quotienten  gemäss  wird  es  hier  und  im  Fol- 
genden als  selbstverständlich  angesehen,  dass  der  Divisor  oder  Nenner 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist. 
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werden;  offenbar  reproduciren  sich  diese  rationalen  Zahlen  durch 
alle  vier  Grundoperationen.  Jedes  System  von  reellen  oder  com- 
plexen  Zahlen,  welches  diese  fundamentale  Eigenschaft  der  Re- 
production  besitzt,  wollen  wir  künftig  einen  Zahlkörper  oder  kurz 
einen  Körper  nennen;  der  Inbegriff  R  aller  rationalen  Zahlen  ist 
daher  ein  Körper,  und  zwar  bildet  er  das  einfachste  Beispiel  eines 
solchen.  Dieser  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  besteht  nun  aus 
ganzen  und  gebrochenen,  d.  h.  nicht  ganzen  Zahlen;  die  ersteren 
wollen  wir  in  Zukunft  rationale  ganze  Zahlen  nennen,  um  sie  von 
den  neu  einzuführenden  ganzen  Zahlen  zu  unterscheiden. 

Wir  wenden  uns  nun,  indem  wir  zur  Abkürzung  V —  1  z=i 
setzen,  zu  der  Betrachtung  desjenigen  Körpers  «7,  welcher  aus 
allen  complexen  Zahlen  cj  von  der  Form 

X  4-  yi 

besteht,  wo  x  und  y  willkürliche  rationale  Zahlen  bedeuten,  die 
wir  die  Coordinaten  der  Zahl  ca  nennen  wollen.  Diese  Zahlen  ca 
bilden  in  der  That  einen  Körper;  denn,  wenn 

oc  =  ^j  -\-  y^i    und     ß  z=  X2  -\-  y^i 

irgend  zwei  solche  Zahlen  sind,  so  gehören  auch  ihre  Summe, 
Differenz,  ihr  Product  und  Quotient,  d.  h.  die  Zahlen 

a±ß:={X^±X.2)    -^    (2/1   ±  2/2)**       . 

aß  =  {xiX<i  —  2/1 2/2)  +  (^1 2/2  4-  Vi ^2)« 

iK  _  x^  X2  +  yi  y^   ,  Vi  ^2  —  ^1  ^2  ^ 
ß        ^2'  +  2/1  ^i  -1-  yi 

demselben  System  J  an.  Dieser  Körper  J,  welcher  ofi'enbar  auch 
alle  rationalen  Zahlen  enthält,  soll  ein  Körper  ziveiten  Grades  oder 
ein  quadratischer  Körper  heissen,  weil  alle  seine  Zahlen  a  durch 
wiederholte  Anwendung  der  vier  Grundoperationen  aus  der  einen 
Zahl  i  entstehen,  welche  eine  Wurzel  der  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  behafteten  quadratischen  Gleichung 

^•2  ^  1  =  0 

ist.  Diese  Gleichung  hat  die  Zahl  —  ^  zur  zweiten  Wurzel;  ist 
nun  G)=zx  -\-  yi  auf  die  angegebene  Weise  aus  i  entstanden,  also 
eine  Zahl  des  Körpers  J,  so  wird  aus  der  Zahl  — i  durch  dieselben 
Operationen  die  mit  co  conjugirte  Zahl  x  —  yi  entstehen ,  die 
ebenfalls  dem  Körper  J  angehört,  und  welche  wir  immer  mit  o' 
bezeichnen   wollen.     Dann  ist  umgekehrt   die   mit  a'  conjugirte 

28* 
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Zahl  (cö'y  =  G),  und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  für  je  zwei 
Zahkn  a,  ß  des  Körpers  J  die  folgenden  Gesetze  gelten: 

{cc±ßy  =  a'±ß' 
(aß)'  =  a'ß' 


ßj'~  ß' 

Unter  der  Norm  einer  Zahl  co  verstellen  wir  das  Product  o  co' 
aus  den  beiden  conjugirten  Zahlen  co  und  «',  und  wir  bezeichnen 
diese  Norm  durch  das  Symbol  N  {g))\  es  wird  daher 

N{x  +  iji)  —  (^  -f  iji)  (x  —  yi)  r=  x^  -{-  y^, 
und  hieraus  folgt,  dass  die  Norm   immer   eine  positive  rationale 
Zahl  ist  und  nur  dann  verschwindet,   wenn  «  =  0,  also  x  =  0 
und  ^  =  0  ist.     Da  ferner  (a  ß)'  =  a!  ß\  also 

ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

N(aß)  =  N(a)N(ß), 
d.  h.  die  Norm  eines  Productes  ist  gleich  dem  Producte  aus  den 
Normen  der  Factoren;  und  ein  ganz  ähnlicher  Satz  gilt  offenbar 
auch  für  die  Quotienten. 

Wir  theilen  nun  alle  Zahlen  des  Körpers  J  in  zwei  grosse 
Classen  ein ;  eine  solche  Zahl  a  =  x  -\-yi  soll  eine  ganze  complexe 
oder  kürzer  eine  ganze  Zahl  heissen,  wenn  ihre  beiden  Coordinaten 
x^  y  ganze  rationale  Zahlen  sind;  ist  aber  mindestens  eine  der 
beiden  Coordinaten  eine  gebrochene  Zahl,  so  soll  auch  a  eine 
gebrochene  Zahl  heissen.  Offenbar  bilden  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  a;  einen  Theil  des  Systems  aller  ganzen  complexen  Zahlen, 
und  umgekehrt  ist  jede  ganze  complexe  Zahl  x-\-yi^  wenn  sie 
zugleich  rational  ist,  nothwendig  eine  gan^e  rationale  Zahl  x. 
Unter  einer  natürlichen  Zahl  verstehen  wir  nach  altem  Herkommen 
immer  eine  positive^  slIso  von  Null  verschiedene,  ganze  rationale  Zi\h\. 

Aus  den  obigen  Formeln  für  die  Summe,  Differenz  und  das 
Product  zweier  in  J  enthaltenen  Zahlen  leuchtet  nun  zunächst  ein, 
dass  unsere  ganzen  Zahlen  sich  durch  Addition,  Subtraction  und 
Multiplication  reproduciren.  Die  Analogie  mit  der  Theorie  der 
rationalen  Zahlen  veranlasst  uns  daher,  den  Begriff'  der  Theühar- 
Tceit  einzuführen :  die  ganze  Zahl  «  heisst  theUbar  durch  die  ganze 
Zahl  /3,  wenn  a  =  ßy^  und  y  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist;  zugleich 
h-eisst  w  ein  Vielfaches  oder  Multiplum  von  ^,  und  ß  ein  Theiler 
oder  Divisor  oder  Factor  von  04,  oder  man  sagt  auch,  ß  gehe  in  a 
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auf.  Aus  dieser  Erklärung,  durch  welche  der  Begriff  der  Theilbar- 
keit  für  rationale  ganze  Zahlen  nicht  geändert  wird,  ergeben  sich 
(wie  in  §.  3)  die  beiden  folgenden  Elementar sätze: 

I.  Sind  cc  und  ß  theühar  durch  ,a,  so  siM  auch  die  Zahlen 
a  -f-  /3  und  a  —  ß  theühar  durch  ft.  Denn  aus  «  :=  |li  «j  und 
ß  =  ^ß^  folgt  a  ±  /3  r=  fi  («1  +  j3i),  und  da  «i,  ß^  ganze  Zahlen 
sind,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  Zahlen  cci  +  ßi. 

IL  Istii  theühar  durch  A,  und  A  theühar  durch  |u,  so  ist  auch  x 
theühar  durch  ^.  Denn  aus  x  =rr  «  A  und  k  =  ß^  folgt  x^=  (aß)  u. 
und  da  a  und  ß  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  auch  aß  eine  ganze  Zahl. 

Ist  CO  =  X  -{-  yi  eine  ganze  Zahl,  so  ist  offenbar  die  con- 
jugirte  Zahl  o'  =  x  —  yi  ebenfalls  eine  ganze  Zahl,  und  folglicli 
ist  N  (co)  theilbar  durch  a.  Diese  Norm  ist  immer  eine  natür- 
liche Zahl,  wenn  co  von  Null  verschieden  ist,  und  aus  dem  Satze 
über  die  Norm  eines  Productes  ergiebt  sich  der  folgende,  welcher 
aber  nicht  umgekehrt  werden  darf: 

Ist  a  theühar  durch  ß,  so  ist  iV(a)  auch  theühar  durch  N  (ß). 

Unter  einer  Einheit  wird  jede  ganze  Zahl  s  verstanden, 
welche  ein  Divisor  der  Zahl  1  ist  und  folglich  auch  in  allen 
ganzen  Zahlen  aufgeht;  nach  dem  vorstehenden  Satze  muss  N(e) 
in  N  (1),  d.  h.  in  der  Zahl  1  aufgehen,  und  folglich  muss 

N{e)  =  1,  d.  h.  £  £'  =r  1 

sein;  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  ganze  Zahl  £,  deren 
Norm  =  1  ist,  gewiss  eine  Einheit  ist.  Setzt  man  nun  s  =  x  -f  yi, 
so  ist  x^^  -{-  y-  =:  1,  und  da  x^  y  ganze  rationale  Zahlen  sind,  so 
ist  entweder  x"^  =  l  und  y  =  0,  oder  x  =  0  und  y^  =  l-^  man 
erhält  daher  die  folgenden  vier  Einheiten 

£  =  1,  —  1,  ^,  —  i, 

welche  man  auch  in  der  Form 

zusammenfassen  kann,  wo  n  eine  beliebige  ganze  rationale  Zahl 
bedeutet.  In  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  giebt  es  nur 
zwei  Einheiten,  nämlich  die  Zahlen  +  1. 

Sind  zwei  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahlen  a,  ß  gegen- 
seitig durch  einander  theilbar,  so  sind  die  Quotienten 

—    und   -5- 

Oi  p 
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ganze  Zahlen,  und  da  ihr  Product  =  1  ist,  so  sind  sie  nothwendig 
Einheiten,  mithin  ist  ß  =  as,  wo  £  eine  Einheit;  umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  ist  auch  a  =  ßE'^  also  ist  jede  der  beiden 
Zahlen  a,  ß  durch  die  andere  theilbar.  Zwei  solche  Zahlen  heissen 
associirte  Zahlen,  und  es  leuchtet  ein,  dass  je  vier  associirte  Zahlen 

«,  06«,    06,   — Cii 

bei  allen  Fragen  der  Theilbarkeit  sich  ganz  gleich  verhalten;  ist 
nämlich  eine  ganze  Zahl  «  theilbar  durch  eine  ganze  Zahl  ^,  so 
ist  auch  jede  mit  a  associirte  Zahl  durch  jede  mit  ft  associirte 
Zahl  theilbar.  Wir  sehen  daher  im  Folgenden  vier  solche  associirte 
Zahlen  als  nicht  wesentlich  verschieden  an. 

Um  nun  eine  ausreichende  Grundlage  für  die  Theorie  der 
Theilbarkeit  in  unserem  Gebiete  der  ganzen  complexen  Zahlen 
zu  gewinnen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  jede  dem  Körper  J 
angehörige  Zahl  cd  =  x  -{-  yi^  mag  sie  ganz  oder  gebrochen  sein, 
stets  als  Summe  von  zwei  Zahlen  v  und  Oi  dargestellt  werden 
kann,  von  denen  die  erster e  v  eine  ganze  Zahl  ist,  während 
N  {(Ol)  <  1  wird;  sondert  man  nämlich  aus  den  rationalen  Coordi- 
naten  x^  y  die  nächstliegenden  ganzen  Zahlen  r,  s  aus,  so  wird 
X  =  r  -\-  Xi  ^  y  =  s  -\-  ^1 ,  wo  iCj ,  i/i  rationale  Zahlen  bedeuten, 
deren  absolute  Werthe  ^  |-  sind;  setzt  man  daher  v  =  r  -f-  s^, 
coj  =z  Xi  -\-  yi  ?*,  so  wird  co  =  v  -\-  o^^  wo  v  eine  ganze  Zahl,  und 

N((D,)  =  Xi^  -^  2/i'^i<3 
ist.    Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  wichtige  Satz: 

Ist  a  eine  heliehige  ganze ^  und  ß  eine  von  Null  verschiedene 
ganze  Zahl^  so  kann  man  zwei  ganze  Zahlen  y  und  v  immer  so 
wählen^  dass 

a  —  v/3  4-  y,  und  N(y)  <  N(ß) 
tvird. 

Da  nämlich  der  Quotient  der  beiden  Zahlen  ce,  ß  eine  dem 
Körper  J  angehörige  Zahl  co  ist,  so  kann  man 

■^  =  V  -\-  (»i,  also  a  =  vß  -\-  ßa^ 

setzen,  wo  v  eine  ganze  Zahl,  und  iV(fi),)  <  1  ist;  hieraus  folgt 
aber ,  dass  die  Zahl  y  =  ßco^  =■  a  —  vß  ebenfalls  eine  ganze 
Zahl,  und  dass  ihre  Norm 
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ist,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  die  Aufgabe  behandeln, 
alle  gemeinschaftlichen  Divisoren  von  zwei  gegebenen  ganzen 
Zahlen  a,  ß  zu  finden  (vergl.  §.4);  behalten  nämlich  v  und  y  die 
eben  festgesetzte  Bedeutung,  so  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Ele- 
mentarsätzen I.  und  II.,  dass  jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von 
a,  ß  auch  gemeinschaftlicher  Divisor  von  ß,  y  ist,  und  umgekehrt ; 
man  wird  daher,  wenn  y  nicht  ==  0  ist,  wieder  zwei  ganze  Zahlen 
b  und  %  so  bestimmen,  dass 

/3  =  ;ry  H-  ö,  und  iV  (d)  <  JV(y) 

wird,  und  wenn  d  noch  nicht  =  0  ist,  wird  man  auf  dieselbe  Weise 
so  lange  fortfahren,  bis  unter  den  successiven  Divisionsresten  7, 
b  .  .  .  die  Zahl  Null  auftritt.  Dies  muss  nothwendig  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  geschehen,  weil  die  Normen 
dieser  Reste  natürliche  Zahlen  sind,  die  beständig  abnehmen. 
Ist  ft  der  letzte  von  diesen  Resten,  welcher  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  hat,  so  haben  wir  eine  Kette  von  Gleichungen 
von  der  Form 

a  =  vß  -\-  y 

ß  =  jiy  -{-  d 


aus  welcher   hervorgeht,  dass   ^  gemeinschaftlicher   Divisor   von 

a,  ß,  und   dass   umgekehrt   jeder  gemeinschaftliche  Divisor   von 

a,  ß  nothwendig  ein  Divisor  von  fi  ist.    Diese  Zahl  /w,  und  ebenso 

jede  mit  ihr  associirte  Zahl,  heisst  der  grösste  gemeinschaftliche 

Divisor   von   a   und   ß ,   weil   er   unter   allen    gemeinschaftlichen 

Divisoren  die  grösste  Norm  hat.    Sind  «  und  ß  rational,  so  ist  ^ 

ebenfalls  rational  und  identisch  mit   derjenigen  Zahl,   welche  in 

der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  der  grösste  gemeinschaftliche 

Divisor  von  w  und  ß  genannt  wurde. 

Durch  Umkehrung  der  obigen  Gleichungen,  wobei  man  sich 

wieder  des  Euler'schen  Algorithmus  (§.  23)  bedienen  kann,  ergiebt 

sich,  dass   immer  zwei  ganze  Zahlen  |,  rj    existiren,  welche   der 

Bedingung 

a^  ^  ßri  =  ^ 
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geniigen|(im  Falle  5^  =  0,  ^=-  ß,  kann  man  |  =  0,  r^  =  l  setzen), 
und  derselbe  Satz  gilt  offenbar  auch  dann,  wenn  ^  nicht  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  a,  ß  selbst,  sondern 
irgend  eine  durch  denselben  theilbare  Zahl  bedeutet. 

Nachdem  für  je  zwei  ganze  Zahlen  «,  ß  (die  nicht  beide  ver- 
schwinden) die  Existenz  eines  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers 
nachgewiesen,  und  zugleich  eine  Methode  zur  Auffindung  desselben 
angegeben  ist ,  leuchtet  ein,  dass  die  Lehre  von  der  Theilbarkeit 
der  complexen  ganzen  Zahlen  sich  ganz  ähnlich  gestalten  niuss, 
wie  bei  den  rationalen  Zahlen.  Wir  heben  zunächst  folgende 
I*uncte  hervor.  Zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  heissen  relative  Primzahlen 
oder  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Divisor,  wenn  sie  ausser  den 
vier  Einheiten  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  besitzen;  es  giebt 
dann  immer  zwei  ganze  Zahlen  |,  r]^  welche  der  Bedingung 

a^  +  ßrj  =:  l 

genügen,  und  umgekehrt  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung, 
dass  ci,  ß  relative  Primzahlen  j sind.  Ist  nun  o  eine  beliebige  ganze 
Zahl,  so  ergiebt  sich  aus 

a  {03  J)  +  (ß(o)ri  =  G), 

dass  jederTgemein schaftliche  Theiler  von  a  und  ßco  nothwendig 
Divisor^von  ;a5  ist  (vergl.  §.  5);  wenn  daher  o  ebenfalls  relative 
Primzahl  zu  oc  ist,  so  folgt,  dass  auch  das  Product  ß(o  relative 
Primzahl  zu  a  ist,  und  dieser  Satz,  wiederholt  angewendet,  liefert 
den  folgenden: 

Wenn  jede  der  Zahlen  oci,  «2,  «^  .  .  .  relative  Tfimzalil  zu 
jeder  der  Zahlen  ßi^  ß>  .  .  .  ist^  so  sind  auch  die  beiden  Producte 
06^  «2  r/3  ...  und  ßi  ß-j  .  •  .  relative  Primzahlen. 

Aus  derselben  Gleichung  ergeben  sich  offenbar  auch  die 
folgenden  Sätze: 

Sind  rt,  ß  relative  Primzahlen,  und  ist  ßco  theilbar  durch  cc, 
so  ist  auch  co  theilbar  durch  a. 

Ist  G)  ein  gemeinschaftliches  MuUiplum  der  beiden  relativen 
Primzahlen  a,  ßy^so  ist  a  auch  durch  ihr  Product  aß  theilbar. 

Unter  einer  complexen  Primzahl  ist  eine  ganze  Zahl  n  zu  ver- 
stehen, welche  keine J]Einheit  ist  ,3  und  deren  Divisoren  entweder 
mit  7t  associirt  oder  Einheiten  sind  (vergl.  §.  8).  Ist  nun  a  eine 
beliebige  ganze  Zahl,  so  muss  einer  und  nur  einer  der  beiden 
folgenden    Fälle    eintreten:    entweder    ist    a    theilbar  durch   die 
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Primzahl  n^  oder  a  ist  relative  Primzahl  zu  ;r;  denn  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Zahlen  a,  n  ist  entweder 
associirt  mit  n  oder  eine  Eüiheit.  Mit  Rücksicht  auf  das  Vor- 
hergehende folgt  hieraus  offenbar  der  Satz: 

Wemi  ein  Product  aus  mehreren  ganzen  Zahlen  «,  /3,  y  .  .  . 
durch  eine  Primzahl  n  theilhar  ist,  so  geht  %  mindestens  in  einem 
der  Factoren  «,  /5,  7  .  .  .  auf. 

Jede  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahl  a  ist  nun  entweder 
eine  Einheit,  oder  eine  Primzahl,  oder  sie  besitzt  mindestens 
einen  Divisor  /3,  welcher  weder  eine  Einheit,  noch  mit  a  associirt 
ist;  in  diesem  letzten  Falle  heisst  a  eine  zusammengesetzte  Zahl, 
und  wenn  a  =  ß  l  gesetzt  wird,  so  ist  auch  X  keine  Einheit,  und 
dsi  N(ci)  =  N{ß)N(X)  ist,  so  ergiebt  sich  N(a)> N{ß)>l,  weil 
die  vier  Einheiten  die  einzigen  Zahlen  sind,  deren  Norm  =  1  ist. 
Hieraus  folgt  leicht  (vergl.  §.  8),  dass  mindestens  eine  in  a  auf- 
gehende Primzahl  existirt;  denn  wenn  ß  noch  keine  Primzahl, 
mithin  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  besitzt  sie  wieder  einen 
Divisor  y,  der  der  Bedingung  N(ß)  >  N (y)  >  1  genügt,  und 
wenn  y  noch  keine  Primzahl  ist,  so  kann  man  in  derselben  Weise 
so  lange  fortfahren,  bis  in  der  Reihe  der  Zahlen  oc,  ß,  y  .  .  .  eine 
Primzahl  jr  auftritt,  was  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Zer- 
legungen geschehen  muss,  weil  die  Reihe  der  beständig  abneh- 
menden natürlichen  Zahlen  N{a),  N(ß),  N(y)  .  .  .  nothwendig 
einmal  abbrechen  wird.  Offenbar  ist  nun  a  theilhar  durch  jr  und 
folglich  von  der  Form  7t  a^.  wo  oc^  entweder  eine  Primzahl  oder 
eine  zusammengesetzte  Zahl  ist;  im  letzteren  Falle  kann  man 
wieder  Ui  =  7tia2,  also  a  =  7t7iiCC2  setzen,  wo  Tti  eine  Primzahl 
bedeutet,  und  wenn  a.^  noch  keine  Primzahl,  sondern  eine  zu- 
sammengesetzte Zahl  ist,  so  kann  man  in  derselben  Weise  fort- 
fahren, bis  in  der  Reihe  der  Zahlen  «j,  «2  •  •  •  ^i^^^  Primzahl 
a„  =  7t n  auftritt,  was,  wie  sich  abermals  aus  der  Betrachtung 
der  Normen  ergiebt,  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Zer- 
legungen geschehen  muss.     Dann  ist  die  zusammengesetzte  Zahl 

CC  =  7t  7ti7t.2    *   .   .   7t n 

dargestellt  als  ein  Product  von  n -\- \  Factoren,  welche  sämmtlich 
Primzahlen  sind.  Gesetzt  nun,  dieselbe  Zahl  w  sei  auch  ein  Pro- 
duct aus  m  -|-  1  Primzahlen  p,  pi,  (»2  •  •  •  Pm,  also 

7f  7t^  TT.,    .   .   .    Tfn  =   Q  QiQ-2   •   •   *    Qm, 
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so  muss  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  die  in  diesem  Producte  cc 
aufgehende  Primzahl  7t  nothwendig  in  einem  der  Factoren  9,  pi, 
Q2  ■  '  '  Qm-,  z.  B.  in  Q  aufgehen;  da  aber  q  ebenfalls  eine  Primzahl 
ist  und  folglich  ausser  den  Einheiten  nur  solche  Divisoren  besitzt, 
welche  mit  q  associirt  sind,  so  muss  tc  =  sq  sein,  wo  e  eine 
Einheit  bedeutet,  und  hieraus  folgt  durch  Division  mit  q  die 
Gleichung 

da  nun  das  Product  rechter  Hand  durch  die  Primzahl  tt^  theilbar 
ist,  so  muss  zufolge  derselben  Schlüsse  die  Zahl  tt^  mit  einem  der 
Factoren  dieses  Productes,  z.  B.  mit  Qi  associirt,  also  von  der 
Form  £1  Qi  sein,  wo  £1  eine  Einheit  bedeutet.  Die  durch  Division 
mit  Qi  entstehende  Gleichung 

£  El  7t.2   .  .   .   7tn  ^2    •  •   •   Qm 

kann  man  offenbar  in  derselben  Weise  weiter  behandeln ;  es  ergiebt 
sich  hieraus  zunächst,  dass  m  nicht  kleiner  als  71  ist,  und  dass 
man  71.2  =  £2  Q2  -,  5^3  =  ^3  P3  •  •  •  ^n  =  ^n  Qn  setzen  kann,  wo  £25 
£j  .  .  .  £„  Einheiten  bedeuten.     Wäre  nun  m  >  n^  so  würde  sich 

£  £1  £2   .   .  .   £n  =  C'w+l   Qn-\-2  •   •  •   Qm 

ergeben,  und  es  wäre  folglich  ein  Product  von  lauter  Einheiten 
durch  mindestens  eine  Primzahl  ^„  +  1  theilbar,  was  unmöglich  ist. 
Mithin  ist  m  =  n^  und  die  beiden  Zerlegungen  der  Zahl  a  in 
Primfactoren  sind  tvesentlich  identisch,  d.  h.  wenn  in  der  einen 
Zerlegung  genau  r  Factoren  auftreten,  welche  mit  einer  und  der- 
selben Primzahl  7t  associirt  sind,  so  finden  sich  auch  in  der  anderen 
Zerlegung  genau  r  solche  mit  7t  associirte  Factoren.  In  diesem 
Sinne  ist  der  hiermit  bewiesene  Fundamental sat0  (vergl.  §.  8)  zu 
verstehen : 

Jede  zusammengesetzte  Zahl  lässt  sich  stets  und  wesentlich  nur 
auf  eine  einzige  Weise  als  Product  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Primzahlen  darstellen. 

Es  ist  nun  auch  nicht  schwer,  sich  einen  deutlichen  Ueber- 
blick  über  alle  in  unserem  Körper  J  vorhandenen  complexen 
Primzahlen  7t  zu  verschaffen.  Es  giebt  offenbar  unendlich  viele 
natürliche  Zahlen,  die  durch  eine  bestimmte  Primzahl  7t  theilbar 
sind  (eine  solche  ist  z.  B.  N {7t)  =  7t7t')\  von  allen  diesen  Zahlen 
muss  die  kleinste  p  nothwendig  eine  natürliche  Primzahl^  d.  h. 
eine  positive  Primzahl  des  Körpers  i?,  also  eine  Primzahl  im  alten 
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Sinne  des  Wortes  sein;  denn  p  ist  >  1,  weil  sonst  n  eine  Einheit 
wäre,  und  p  kann  auch  nicht  ein  Product  von  zwei  kleineren 
natürlichen  Zahlen  sein,  weil  sonst  jr  als  Primzahl  in  einer  der- 
selben aufgehen  müsste,  was  aber  der  Definition  von  p  wider- 
spricht. Jede  complexe  Primzahl  jt  ist  daher  Divisor  von  einer 
(und  offenbar  auch  nur  von  einer  einzigen)  natürlichen  Primzahl  j>, 
und  es  werden  folglich  alle  complexen  Primzahlen  7t  entdeckt 
werden,  wenn  man  die  Divisoren  aller  natürlichen  Primzahlen  p 
aufsucht.  Es  sei  daher  p  eine  natürliche  Primzahl,  und  7t  eine 
in  p  aufgehende  complexe  Primzahl,  so  ist  N (7t)  ein  Divisor 
von  p^  =  N{p)^  und  folglich  ist  N(7i)  entweder  =  p  oder  =  p^ ; 
je  nachdem  der  erste  oder  zweite  Fall  eintritt,  wollen  wir  tt  eine 
Primzahl  ersten  oder  zweiten  Grades  nennen.  Im  ersten  Falle  ist 
p  =  7t7t'  =  N  (7t)  das  Product  aus  zwei  conjugirten  Primzahlen 
ersten  Grades,  weil  offenbar  7t'  stets  gleichzeitig  mit  tc  eine  Prim- 
zahl ist;  im  zweiten  Falle  ist  p  =  7t  £,  N(8) -■=  1,  also  ist  p  associirt 
mit  7t  und  folglich  selbst  eine  complexe  Primzahl  zweiten  Grades. 
Die  Entscheidung  über  das  Eintreten  des  einen  oder  anderen 
Falles  je  nach  der  Beschaffenheit  der  natürlichen  Primzahl ^^  würde 
sich  augenblicklich  aus  der  Theorie  der  binären  quadratischen 
Formen  von  der  Determinante  —  1  ergeben  (§.  68);  allein  unser 
Hauptziel  besteht  gerade  darin,  nachzuweisen,  dass  die  Theorie 
der  Formen  überhaupt  entbehrlich  ist,  oder  vielmehr,  dass  sie  auf 
die  einfachere  und  zugleich  tiefer  eindringende  Theorie  der  ganzen 
algebraischen  Zahlen  zurückgeführt  werden  kann.  Wir  suchen 
daher  auch  hier  unsere  Aufgabe  selbständig  zu  lösen.  Es  leuchtet 
nun  ein,  dass  der  zweite  Fall  jedesmal  stattfinden  muss,  wenn 
p  ^  3  (mod.  4)  ist;  denn  da  die  Norm  einer  jeden  ganzen  com- 
plexen Zahl  eine  Summe  von  zwei  ganzen  rationalen  Quadratzahlen 
ist  und  folglich,  durch  vier  dividirt,  den  Rest  0,  1  oder  2  lässt,  je 
nachdem  beide  Quadrate  gerade,  oder  eines,  oder  beide  ungerade 
sind,  so  kann  der  erste  Fall  höchstens  dann  eintreten,  wenn  jtj  =:  2, 
oder  j)^l  (mod.  4)  ist.    Wir  erhalten  hiermit  das  erste  Resultat: 

Jede   natürliche  Primzahl  p   von  der  Form  4:h  -\-  S  ist  eine 
complexe  Primzahl  zweiten  Grades. 

Der  Fall  p  =  2  erledigt  sich  unmittelbar  durch  die  Bemer- 
kung, dass 

2  =  i\^  (1  -  i)  =  (1  -  i)  (1  +  i)  =  i(l-  iy 

ist,  und  liefert  das  Resultat : 
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Die  Zahl  2  ist  associirt  mit  dem  Quadrate  der  Primzahl  ersten 
Grades  1  —  i. 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  um  die  natürlichen  Primzahlen 
l)  von  der  Form  4,h  -^  1 ;  die  Entscheidung  wird  sofort  gegeben, 
sobald  man  aus  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  den  Satz  (§.40) 
entlehnt,  dass  die  Zahl  —  1  quadratischer  Rest  von  jeder  solchen 
Zahl  p  ist,  dass  also  eine  ganze  rationale  Zahl  x  existirt,  für  welche 
x'^  -{-  l,  d.  h.  das  Product  {x  -f  i)  {pc  —  i)  durch  p  theilbar  ist;  da 
nämlich  keiner  der  beiden  Factoren  x  -\-  i,  x  —  i  durch  p  theilbar 
ist,  so  kann  (nach  dem  obigen  Satze)  p  keine  complexe  Primzahl 
sein,  und  folglich  ist  p  gewiss  das  Product  aus  zwei  conjugirten 
Primzahlen  ersten  Grades  7t  und  jt'.  Setzt  man  n  =  a  -}-  hi^  so 
ergiebt  sich  auf  diese  Weise  der  Fermat'sche  Satz  (§.  68) 

p  =  a^  -{-  hK 

Die  beiden  Primzahlen  itt,  n'  können  nicht  associirt  sein,  weil  aus 
a  —  hi  =  i^  {a  -\-hi)  entweder  ^  =  0,  oder  a  =  0,  oder  a^  =  h"^ 
folgen  würde,  was  alles  unmöglich  ist.  Mithin  ergiebt  sich  das 
letzte  Resultat: 

Jede  natürliche  Frimzahl  p  von  der  Form  4:h  -\-  \  ist  das 
Product  aus  zivei  conjugirten,  nicht  associirten  complexen  Prim- 
zahlen ersten  Grades. 

Will  man  aber  den  obigen  Satz  aus  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Reste  nicht  voraussetzen,  so  ergiebt  sich  dasselbe  Resultat 
im  weiteren  Fortgange  der  Theorie  unserer  complexen  Zahlen,  wie 
folgt.  Zwei  ganze  complexe  Zahlen  a,  ß  heissen  congruent  in 
Bezug  auf  eine  dritte  ^,  den  Modulus,  wenn  ihre  Differenz  a  —  ß 
durch  /i  theilbar  ist,  und  dies  wird  durch  die  Congruenz 

a  ^  ß  (mod.  ^) 

angedeutet.  Es  leuchtet  dann  ohne  Weiteres  ein,  dass  die  elemen- 
taren Sätze  über  Congruenzen  (§.  17)  von  den  rationalen  Zahlen 
unmittelbar  auf  die  complexen  Zahlen  übertragen  werden  dürfen, 
und  es  ergiebt  sich  ebenso  wie  früher  (§.  26),  dass  eine  Congruenz 
l^*«^ Grades,  deren  Modulus  eine  complexe  Primzahl  ist,  niemals 
mehr  als  n  incongruente  Wurzeln  besitzen  kann.  Ist  nun  p  eine 
natürliche  Primzahl  von  der  Form  4/i  -f  1,  so  wird  die  Con- 
gruenz (p  —  1)*®"  Grades 

cjp^'^  ^  1  (mod.  |>) 
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durch  mindestens  p  incongruente  Zahlen  «,  nämlich  durch  o  ^^  i 
und  (nach  §.  19)  durch  0  —  1,  2,  3  ...  (p  —  1)  befriedigt;  mithin 
ist  der  Modulus  p  kerne  complexe  Primzahl,  und  hieraus  folgt 
dasselbe  Resultat  wie  oben. 

Nachdem  die  Grundlagen  der  Theorie  der  complexen  ganzen 
Zahlen  im  Vorhergehenden  gewonnen  sind,  wollen  wir  uns  darauf 
beschränken,  einige  wenige  Plagen  zu  behandeln,  bei  deren  Aus- 
wahl uns  der  Wunsch  leitet,  gewisse  Begriffe,  welche  in  der  später 
folgenden  allgemeinen  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen 
auftreten  werden,  an  dem  einfachen,  uns  vorhegenden  Beispiel 
des  Körpers  J  zu  entwickeln. 

Ist  fi  eine  ganze  complexe  und  zwar  von  Null  verschiedene 
Zahl,  so  theilen  wir  alle  ganzen  complexen  Zahlen  in  ZaJil-Classen 
ein,  indem  jwir  zwei  Zahlen  stets  und  nur  dann  in  dieselbe  Classe 
aufnehmen,  wenn  sie  in  Bezug  auf  ^  congruent  sind  (vergl.  i^.  18); 
der  Grund  für  die  Möglichkeit  einer  solchen  Eintheilung  liegt 
darin,  dass  zwei  mit  einer  dritten  congruente  Zahlen  nothwendig 
auch  mit  einander  congruent  sind.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe, 
die  Anzahl  dieser  verschiedenen  Classen  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zweck  betrachten  wir  vorläufig  nur  eine  einzige  von  diesen  Classen, 
nämlich  den  Inbegriff  m  aller  derjenigen  Zahlen,  welche  durch  ^ 
theilbar,  d.  h.  ^  0  (mod.  ft)  sind.  Dieser  Inbegriff  m  ist  identisch 
mit  dem  System  aller  Zahlen  von  der  Form  ^{x  -\-  ij  i),  wo  x  und  y 
willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.  Auf  solche  homogene 
lineare  Formen,  in  welchen  die  Variabelen  ganze  ratiofiale  Zahlen 
sind,  werden  wir  in  der  Folge*)  sehr  häufig  stossen,  und  wir  wollen, 
wenn  z.  B.  «,  ß  irgend  welche  reelle  oder  complexe  Constanten, 
X  und  y  aber  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  den 
Inbegriff  aller  in  der  Linearform  ax  -{-  ßy  enthaltenen  Werthe 
zur  Abkürzung  mit  dem  Symbol  [a,  ß]  bezeichnen,  welches  also 
von  jetzt  an  in  ganz  anderer  Bedeutung  gebraucht  wird,  als  früher 
bei  dem  Euler'schen  Kettenbrach  -  Algorithmus.  Die  beiden  Con- 
stanten oc,  /3,  welche  wir  die  Basiszahlen  des  Systems  [a,  ß]  nennen, 
können  nun  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  abgeändert, 
d.  h.  durch  andere  Basiszahlen  «i,  ß^  ersetzt  werden,  und  zwar  so, 
dass  das  System  [ai,/3i]  vollständig  identisch  mit  dem  System  [«,  ß\ 
bleibt.  Dies  wird  z.  B.  immer  dann  eintreten,  wenn  zwischen  den 
beiden  Paaren  von  Basiszahlen  zwei  Relationen  von  der  Form 

*)  Yergl.  §§.  108,  172. 
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stattfinden,  wo  ^,  3,  r,  s  vier  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten, 
deren  Determinante 

JOS  —  ^r  =  +  1 

ist;  denn  hieraus  folgt  umgekehrt 

J3  «1  =  sa  —  g/3,     +  /3i  =  —  ra  -f  pß, 

mithin  ist  jede  Zahl,  welche  dem  einen  der  beiden  Systeme  [a,  /3], 
[«1,  /3i]  angehört,  auch  in  dem  anderen  enthalten,  was  wir  kurz 
durch  [a,  /3]  =  [«i,  /3i]  ausdrücken  wollen. 

Eine  solche  Transformation  der  Basis  wollen  wir  auf  unseren 
Fall  anwenden,  in  welchem  es  sich  um  das  System 

aller  durch  ^  theilbaren  Zahlen  ii{x-\-  y  i)  handelt.  Wir  bezeichnen 

mit  m  die   grösste  in  ft  aufgehende  natürliche  Zahl   und  setzen 

demgemäss 

^  =  m  (p  —  qi)^    ^ i  =  m  (^  -}-  pi)^ 

wo  p,  q  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
bedeuten;  hierauf  wählen  wir  (nach  §.  24)  zwei  ganze  rationale 
Zahlen  r,  s,  welche  der  Bedingung 

2)s  —  qr  ==  1 
genügen,  und  setzen 

a  =  J92  _|_  ^2^     b  =  pr  -]-  qs^ 
so  ist 

ma=p.^-\-q.^i 

m{b  -\-  i)  z=  r  .  IL  -\-  s  .  ^i. 

und  hieraus  folgt  nach  der  obigen  Bemerkung,  dass  diese  beiden 
Zahlen  ma  und  mih  ~\-  i)  ebenfalls  eine  Basis  des  Systems  m  bilden, 
d.  h.  es  wird 

m  =  [ma,  m  ih  +  i)\ 

Mit  Hülfe  dieser  Transformation  können  wir  leicht  die  Anzahl 
aller  in  Bezug  auf  den  Modul  ^  incongruenten  Zahlen  bestimmen. 
Denn,  wenn 

G)  =  h  -\-  Ici 

eine  beliebige  gegebene  ganze  complexe  Zahl  ist,  so  erhält  man 
die  Classe,  welche  aus  allen  mit  ihr  congruenten  Zahlen 

(0^  =  hl  -j-  hl  i 


§.  1S9.  Allgemeine  Zahlentheorie.  447 

besteht,  indem  man 

(Ol  =  cj  -\-  max  -\-  m(b  -^  i)y, 
also 

hl  =  h  -\-  max  -\-  mby,    hi  =  h  -\-  my 

setzt,  wo  x^  y  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durchlaufen;  aus  der 
Form  dieser  beiden  Gleichungen  geht  aber  hervor,  dass  man 
zuerst  y,  hierauf  x  immer  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  so  be- 
stimmen kann,  dass 

0  ^  hl  <  m    und     0  ^  hi  <  ma 

wird.  Es  giebt  daher  in  jeder  Classe  einen  und  nur  einen  Reprä- 
sentanten (Dl  =^  hl  -{-  hl  i,  welcher  den  beiden  vorstehenden  Be- 
dingungen genügt;  mithin  ist  die  Anzahl  aller  verschiedenen 
Classen  gleich  der  Anzahl  aller  verschiedenen,  diese  Bedingungen 
erfüllenden  Paare  hi,  h^^  also  gleich  dem  Producte  m^  a  =  N{ß) 
aus  der  Anzahl  m  der  Werthe  von  hi  und  der  Anzahl  ma  der 
Werthe  von  hi.     Wir  erhalten  mithin  das  folgende  Resultat: 

Die  Anzahl  aller  in  Bezug  auf  den  Modul  ^  incongruenten 
Zahlen  ist  =  N  (^). 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  Anzahl  t(^)  aller 
derjenigen  von  diesen  incongruenten  Zahlen  zu  bestimmen,  welche 
relative  Primzahlen  zum  Modul  ft  sind;  diese  Function  i/>  (^)  hat 
für  unsere  jetzige  Zahlentheorie  augenscheinlich  dieselbe  Wichtig- 
keit, wie  die  Function  cp  (m)  für  die  Theorie  der  rationalen  Zahlen 
(§§.  11  — 14,  138);  durch  Betrachtungen,  welche  den  damals  an- 
gestellten ganz  ähnlich  sind,  findet  man 

wenn  fi  eine  Einheit  ist,  sonst  aber 


*(^)=.i^(ft)ri(i-^), 


wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  wesentlich  verschiedenen,  in  ^ 
aufgehenden  Primzahlen  Jt  bezieht;  ausserdem  ist 

wenn  ^j ,  fto  relative  Primzahlen  sind,  und 

wo  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  wesentlich  verschiedenen 
Divisoren  ö  der  Zahl  .it  bezieht.  Ist  ferner  oj  relative  Primzahl 
zu  ft,  so  ist  stets 
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was  dem  Satze  von  Fermat  entspricht  (§§.  19,  127).  Wir  müssen 
aber  der  Kürze  halber  die  Durchführung  der  Beweise  dieser  Sätze 
dem  Leser  überlassen,  und  wir  dürfen  dies  um  so  eher  thun,  als 
wir  später  (§.  180)  dieselben  Fragen  in  ihrer  allgemeinsten  Form 
behandeln  werden. 

Dagegen  wollen  wir  noch  mit  einigen  Worten  auf  den  Zu- 
sammenhang eingehen,  welcher  zwischen  der  Theorie  der  com- 
plexen  ganzen  Zahlen  und  derjenigen  der  quadratischen  Formen 
von  der  Determinante  —  1  besteht.  Wir  haben  oben  das  System 
in  =  [ft,  ^i]  aller  durch  ^  theilbaren  Zahlen  in  die  Form 
[ma^m  {h  -\-  ?')]  gebracht,  wo  die  Zahlen  m,  a,  b  nach  gewissen 
Regeln  aus  der  gegebenen  Zahl  ^  abzuleiten  waren;  von  diesen 
drei  Zahlen  waren  m  und  a  völlig  bestimmt,  während  b  von  der 
Wahl  der  beiden  Hülfszahlen  r,  s  abhing;  jedes  andere  Paar  r^,  Sj, 
welches,  der  Bedingung 

p.Si  —  qr,  =r  1 
genügt,  ist  (nach  §.  24)  von  der  Form 

rj  =  r  -}-  ^2^,    Si  =  s  -\-  hq^ 
wo  h  eine  willkürliche  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  und  liefert 
an  Stelle  von  b  die  Zahl 

bi  =r  j)ri  -f  qsi  =  b  -\-  ha  ^  b  (mod.  a); 
die  rationalen  Zahlen  bi  durchlaufen  daher  alle  Individuen  einer 
völlig  bestimmten  Zahlclasse  in  Bezug  auf  den  Modul  ß,  und  es  ist 
offenbar  gleichgültig,  welchen  Repräsentanten  b  dieser  Classe  man 
wählt.  Dieselbe  lässt  sich  auch  direct,  ohne  Zuziehung  der  Hülfs- 
zahlen r,  s  definiren;  da  nämlich  a  =  jj^  -\-  q'^  ist,  so  ergiebt  sich 
aus  der  Definition  von  &,  dass 

pb  ^  q^  qb  ^  —  p  (mod.  a) 
ist,  und  da  jede  der  beiden  gegebenen  Zahlen  j),  g,  weil  sie  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  nothwendig  relative  Primzahl 
zu  a  ist,  so  ist  b  durch  jede  einzelne  dieser  beiden  Congruenzen 
vollständig  bestimmt  in  Bezug  auf  den  Modul  a.  Quadrirt  man 
eine  dieser  Congruenzen  und  bedenkt,  dass  j)^  ^  —  q^  (mod.  a) 

ist,  so  ergiebt  sich 

^^2  =  _  1  (mod.  a) ; 
es  ist  folglich 

b^  =  —  1  +  ac, 

wo  c,  wie  a,  eine  natürliche  Zahl,   und  (a,  />,  c)  ist  eine  positive 
quadratische   Form   von    der  Determinante  —  1.     Nun  sind  alle 
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durch  ^  theilbaren,  also  in  dem  System  m  enthaltenen  Zahlen  A 
von  der  Form 

l  —  m{ax  -f-  (b  -\-i)tj), 

wo  X,  y  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  und  durch 
Multiplication  mit  der  conjugirten  Zahl  V  erhält  man,  weil 
m2  a  =  N  {^)  ist,  das  Resultat 

N(X)  =r  N(^)  (a X''  -}-2bxy  -{-  cy''). 

Auf  diese  Weise  führt  jede  bestimmte  ganze  complexe  Zahl  ^  zu 
einer  bestimmten  Schaar  von  parallelen '^)  quadratischen  Formen 
(a.  h,  c),  deren  Determinante  =  —  1  ist. 

Umgekehrt,  wenn  (a,  6,  c)  eine  solche  (positive)  Form,   und 
folglich 

ac  =  {b  -\-  i)  (b  —  i) 

ist,  so  bezeichnen  wir  mity  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
der  beiden  ganzen  complexen  Zahlen  a  und  b  -j-  ^,  und  setzen 

a  —  ay,     &  -}-  ^  =  ßy; 

da  nun  a,  ß  relative  Primzahlen  sind  und  beide  in  der  Zahl 
ac  =  ß  {b — i)  aufgehen,  so  muss  diese  durch  das  Product  aß 
theilbar  sein,  und  folglich  ist 

c  =  ßd,    b  —  i  =  ad, 

wo  d  ebenfalls  eine  ganze  complexe  Zahl  bedeutet.  Ersetzt  man, 
was  stets  erlaubt  ist,  alle  hier  auftretenden  Zahlen  durch  die 
conjugirten  Zahlen,  so  ergiebt  sich 

a  =  a'  y\     b  -\-  i  =  a'  6\ 

und  da  y  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  dieser  beiden 
Zahlen  ist,  so  muss  die  in  beiden  aufgehende  Zahl  «'  nothwendig 
auch  in  y  aufgehen;  setzt  man  demgemäss 

y  =z  £a\ 
so  folgt 

a  =  eoia'  =  £N  (cc), 

mithin  ist  £  eine  natürliche   Zahl,   und   da   dieselbe   in    7,  also 

auch  in  b  -\-  i  aufgeht,  so  muss  sie  ==  1  sein.    Wir  erhalten  daher 

y  =  «',  also 

a  =  aa'  =  N(a),     b-]-i  =  ßa'; 


*j  Vergl.  §.  56,  Anmerkung. 
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da  aber  h  -^  i  =  a' d\  so  folgt  6'  =  /5,  d  ^=  ß\  mithin 

c  =  ßß'  =  N{ß%     h  —  i^aß'. 
Man  setze  nun 

cc  =  p    -\-  qi^     ß  =  r  -\-  si^ 
so  folgt 

a  z=t  p^  -{-  g2^     ß  —  r2  -f  s2 

b  =pr  -\-  qs,     l  z=  ps  —  qr^ 

mithin  geht  die  Form  (1,  0,  1)  durch  die  Substitution  (J'  ^)  in  die 
Form  (a,  &,  c)  über  (§.  54);  unsere  Theorie  der  ganzen  complexen 
Zahlen  liefert  also  unmittelbar  den  Beweis,  dass  alle  (positiven) 
Formen  von  der  Determinante  —  1  äquivalent  sind  (§.  68).  — 

Genau  in  derselben  Weise,  wie  hier  die  ganzen  complexen 
Zahlen  x  -\-  yi  untersucht  sind,  würden  sich  noch  manche  andere 
Gebiete  von  ganzen  Zahlen  behandeln  lassen.  Bedeutet  z.  B.  6  eine 
Wurzel  von  einer  der  folgenden  acht  quadratischen  Gleichungen 

^2  _^  (9  _|.  1  —  0,  Ö2  -f  Ö  +  2  =r  0,  Ö2  +  2  =  0,  Ö2  +  19  +  3  =r  0, 
62  -f  ö  —  1  =r  0,  Ö2"  —  2  =  0,  Ö-2  —  3  =  0,  Ö2  -f-  ö  —  3  ^  0, 

und  lässt  man  x,  y  alle  ganzen  und  gebrochenen  rationalen  Zahlen 
durchlaufen,  so  bilden  die  entsprechenden  Zahlen  von  der  Form 
X  -\-  yd  einen  quadratischen  Körper;  nach  der  allgemeinsten 
Definition  der  ganzen  algebraischen  Zahl,  welche  wir  in  §.  173 
aufstellen  werden,  sind  von  diesen  Zahlen  x  ~\-  yd  alle  und  nur 
diejenigen  als  ganze  Zahlen  anzusehen,  deren  Coordinaten  x,  y 
ganze  rationale  Zahlen  sind.  In  jedem  der  acht  auf  diese  Weise 
gebildeten  Gebiete  [1,  6]  von  ganzen  algebraischen  Zahlen  gelten 
nun  dieselben  Fundamentalgesetze  über  die  Theilbarkeit  und  die 
Zusammensetzung  der  Zahlen  aus  solchen  Zahlen,  welche  den 
Namen  von  Primzahlen  verdienen.  Dies  ergiebt  sich  sofort  durch 
die  Bemerkung,  dass  in  allen  diesen  Fällen  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  zwei  solchen  ganzen  Zahlen  sich  durch 
den  bekannten  Divisionsprocess  finden  lässt;  man  erkennt  auch 
ebenso  leicht  den  Zusammenhang  dieser  Zahlgebiete  mit  den 
quadratischen  Formen  theils  erster,  theils  zweiter  Art  (§.  61), 
deren  Determinanten  die  acht  Zahlen 

-3,  -7,  -2,  -11, 
-h  5,  +2,  +3,  +13 

sind.     In   den  letzten   vier  Fällen   giebt  es  zwar  unendlich  viele 
Einheiten    (welche    den    sämmtlichen    Lösungen    der    Pell'schen 
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Gleichung  entsprechen),  doch  wird  hierdurch  die  Theorie  dieser 
Gebiete  nicht  wesentlich  erschwert.  Die  genannten  Formen  bilden 
jedesmal  eine  einzige  Classe ;  nur  für  die  Determinante  -|-  3  giebt 
es  zwei  Classen ,  welche  aber  durch  Multiplication  mit  —  1  in 
einander  übergehen  (vergl.  §§.  181,  182). 

Es  giebt  ferner  Zahlengebiete,  in  welchen  zwar  der  genannte 
Divisionsprocess  (wenigstens  in  seiner  obigen,  einfachsten  Form) 
nicht  mehr  gelingt,  in  welchen  aber  dennoch  dieselben  Gesetze 
der  Zusammensetzung  der  Zahlen  aus  Primzahlen  gelten.  Ein 
Beispiel  hierzu  liefert  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  der  Form 
^  +  2/Ö,  wo  ö  eine  Wurzel  der  Gleichung 

Ö2  +  Ö  -h  5  =  0 

ist ;  die  entsprechenden  quadratischen  Formen  zweiter  Art  von  der 

Determinante  —  19  bilden  wieder  nur  eine  einzige  Classe. 

Gänzlich  anders  verhält  es  sich  aber  z.  B.  mit  dem  Gebiete 

[1,  ö]  der  ganzen  Zahlen  von  der  Form  x  -\-yQ^  wo  6  eine  Wurzel 

der  Gleichung 

Ö2  +  .5  =  0 

bedeutet,  und  x^  y  wieder  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen. Hier  gelingt  der  genannte  Divisionsprocess  nicht  mehr, 
und  zugleich  tritt  hier  zum  ersten  Male  die  eigenthümliche  Er- 
scheinung auf,  dass  Zahlen,  welche  nicht  weiter  in  Factoren  von 
kleinerer  Norm  zerlegt  werden  können,  doch  nicht  den  Charakter 
von  eigentlichen  Primzahlen  besitzen,  dass  vielmehr  eine  und 
dieselbe  Zahl  häufig  auf  mehrere ,  wesentlich  verschiedene  Arten 
als  Product  von  solchen  unzerlegbaren  Zahlen  dargestellt  werden 
kann;  es  ist  z.  ß.  die  Zahl  21  gleich 

3  .  7  n=  a  +■  2^)(1  —  2^) 

und  jede  der  vier  Zahlen  3,  7,  1+20  eine  unzerlegbare  Zahl*). 
Die  entsprechenden  quadratischen  Formen  von  der  Determinante 
—  5  zerfallen  in  zivei  verschiedene  Classen,  als  deren  Repräsen- 
tanten die  Formen  (1,  0,  5)  und  (2,  1,  3)  angesehen  werden  können 
(§.  71),  und  hiermit  hängt  die  eben  beschriebene  Erscheinung  un- 
trennbar zusammen. 

Dieselbe  Erscheinung  tritt  bei  unendlich  vielen  anderen  Ge- 
bieten von  ganzen  algebraischen  Zahlen  in  Körpern  zweiten  oder 
höheren  Grades  auf;  in  allen  diesen  Fällen  schien  es  ein  durchaus 


*)  Vergl.  §§.  16,  176. 
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hoffnungsloses  Unternehmen,  die  Zusammensetzung  und  Theilbar- 
keit  der  Zahlen  auf  einfache  Gesetze  zurückführen  zu  wollen. 
Allein,  wie  es  sich  bei  ähnlicher  Lage  der  Dinge  schon  öfter  in 
der  Entwicklung  der  mathematischen  Wissenschaften  ereignet 
hat,  so  ist  auch  hier  diese  scheinbar  unüberwindliche  Schwierig- 
keit zur  Quelle  einer  wahrhaft  grossen  und  folgenschweren  Ent- 
deckung geworden;  in  der  That  fand  Kummer"^)  bei  der  Unter- 
suchung derjenigen  Zahlengebiete,  auf  welche  das  Problem  der 
Kreistheilung  führt,  dass  die  alten  Euclidischen  Gesetze  der 
Theilbarkeit  auch  in  diesen  Gebieten  ihre  volle  Geltung  wieder 
erlangen,  sobald  dieselben  durch  die  Einführung  neuer  Zahlen, 
die  er  ideale  Zahlen  nannte,  vervollständigt  werden.  Dasselbe 
Resultat  für  jedes  ^  aus  einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung 
entspringende  Gebiet  von  ganzen  Zahlen  zu  erreichen,  ist  nun 
die  Aufgabe,  die  wir  in  diesem  letzten  Supplemente  des  vor- 
liegenden Werkes  behandeln  und  dadurch  lösen  wollen,  dass  wir 
die  Grundlagen  einer  allgemeinen  ZahlentJieorie  entwickeln,  welche 
alle  speciellen  Fälle  ohne  Ausnahme  umfasst. 


§.  160. 

Um  dieses  Ziel  zu  erreichen,  müssen  wir  uns  vor  Allem  mit 
den  wichtigsten  Grundlagen  der  heutigen  Algebra  beschäftigen, 
was  in  den  nächsten  Paragraphen  (bis  §.  167)  geschehen  soll. 
Den  Ausgangspunct  für  unsere  Darstellung  dieses  Gegenstandes 
bildet  der  folgende,  schon  oben  erwähnte  Begriff: 

Ein  System  Ä  von  reellen  oder  complexen  Zahlen  a  soll  ein 
Körper*"^)  heissen,  wenn  die  Summen,  Differenzen,  Producte  und 


*)  Zur  Theorie  der  complexen  Zahlen  (Crelle's  Journal,  Bd.  35). 
**)  Vergl.  §.  159  der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (1871).  Dieser 
Name  soll,  ähnlich  wie  in  den  Naturwissenschaften,  in  der  Geometrie  und 
im  Leben  der  menschlichen  Gesellschaft,  auch  hier  ein  System  bezeichnen, 
das  eine  gewisse  Vollständigkeit,  Vollkommenheit,  Abgeschlossenheit  be- 
sitzt, wodurch  es  als  ein  organisches  Ganzes,  als  eine  natürliche  Einheit 
erscheint.  Anfangs,  in  meinen  Göttinger  Vorlesungen  (1857  bis  1858),  hatte 
ich  denselben  Begriff  mit  dem  Namen  eines  rationalen  Gebietes  belegt,  der 
aber  weniger  bequem  ist.  Der  Begriff  fällt  im  Wesentlichen  zusammen 
mit  Dem,  was  Kronecker  einen  Bationalitätsbereich  genannt  hat  ( Grundzüge 
einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Grössen.  1882).  Vergl.  auch  die 
von  H.  Weber  und  mir  verfasste  Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer 
Veränderlichen.    (Crelle's  Journal,  Bd.  92,  1882). 


Allgemeine  Zahlentheorie.  453 

Quotienten  von  je  zwei   dieser  Zahlen  a  demselben    System  A 
angehören. 

Dieselbe  Eigenschaft  sprechen  wir  auch  so  aus,  dass  die 
Zahlen  eines  Körpers  sich  durch  die  rationalen  Operationen 
(Addition,  Subtraction,  Multiplication,  Division)  reproduciren. 
Hierbei  sehen  wir  es  als  selbstverständlich  an,  dass  die  Zahl 
Null  niemals  den  Nenner  eines  Quotienten  bilden  kann;  wir 
setzen  deshalb  auch  immer  voraus,  dass  ein  Körper  mindestens 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl  enthält,  weil  sonst  von  einem 
Quotienten  innerhalb  dieses  Systems  gar  nicht  gesprochen  werden 
könnte. 

Offenbar  bildet  das  System  R  aller  rationalen  Zahlen  einen 
Körper,  und  dies  ist  der  einfachste  oder,  wie  man  auch  sagen 
kann,  der  kleinste  Körper,  weil  er  in  jedem  anderen  Körper  A 
vollständig  enthalten  ist.  In  der  That,  wählt  man  aus  A  nach 
Belieben  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  a  aus,  so  ist  der 
Quotient  dieser  Zahl  a  in  sich  selbst,  d.  h.  die  Zahl  1,  zufolge 
der  Definition  ebenfalls  in  A  enthalten,  und  da  aus  dieser  Zahl 
durch  wiederholte  Addition  und  Subtraction  alle  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen,  und  hieraus  durch  Division  alle  rationalen  Zahlen 
entstehen,  so  ist  JR  gänzlich  in  A  enthalten. 

Jede  bestimmte  irrationale  Wurzel  6  einer  quadratischen 
Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  erzeugt,  wie  schon  in 
§.  159  bemerkt  ist,  einen  bestimmten  quadratischen  Körper,  den 
wir  mit  J?(öj  bezeichnen  werden;  er  besteht  aus  allen  Zahlen 
von  der  Form  x-^-yd^  wo  x  und  y  alle  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen. Man  sieht  leicht  ein,  dass  es  unendlich  viele  verschiedene 
([uadratische  Körper  R(8)  giebt,  obgleich  ein  und  derselbe  Körper 
immer  durch  unendlich  viele  verschiedene  Zahlen  8  erzeugt  wird. 

Das  System  Z  aller  reellen  und  complexen  Zahlen  ist  eben- 
falls ein  Körper,  und  zwar  der  denkbar  grösste,  weil  jeder  andere 
Körper  in  ihm  enthalten  ist.  Zwischen  den  beiden  Extremen 
R  und  Z  liegt  ferner  der  Körper,  welcher  aus  allen  reellen^  so- 
wohl rationalen  als  irrationalen  Zahlen  besteht. 

Man  hat,  wie  schon  die  eben  erwähnten  Beispiele  zeigen, 
sehr  häufig  auszudrücken,  dass  alle  Zahlen  eines  Körpers  D  auch 
einem  Körper  M  angehören;  in  diesem  Falle  wollen  wir  der 
Kürze  halber  D  einen  Divisor  von  Jf,  umgekehrt  3£  ein  Multi- 
plum  von  D  nennen.  Hiernach  ist  jeder  Körper  Divisor  und 
Multiplum  von   sich  selbst,  und  wenn  jeder  der  beiden.  Körper 
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Ä^  B  Divisor  des  anderen  ist,  so  sind  sie  identisch,  was  durch 
A  =  B  bezeichnet  wird.  Ist  JD  ein  Divisor  von  3/,  aber  ver- 
schieden von  M^  so  mag  D  ein  echter  Divisor  von  ü/,  und  M 
ein  echtes  Multiplum  von  D  heissen.  Ist  A  Divisor  von  B^  und 
B  Divisor  von  (7,  so  ist  A  auch  Divisor  von  C.  Der  Köi*per  R 
ist  ein  gemeinschaftlicher  Divisor,  der  Körper  Z  ein.  gemeinsames 
Multiplum  aller  Körper. 

Aus  gegebenen  Körpern  lassen  sich  nun  nach  bestimmten 
Regeln  neue  Körper  bilden;  wir  betrachten  im  Folgenden  zwei 
solche  Körperbildungen,  nämlich  die  des  grössten  gemeinsamen 
Divisors  und  die  des  kleinsten  gemeinsamen  Multiplums  oder  des 
Productes. 

Sind  J.,  B  zwei  beliebige  Körper,  so  ist  der  Inbegriff  I) 
aller  derjenigen  Zahlen  w,  i;  .  .  . ,  welche  beiden  Körpern  gemein- 
sam angehören,  wieder  ein  Körper,  weil  die  Summen,  Differenzen, 
Producte,  Quotienten  von  w,  v  sowohl  in  A  als  in  B,  also  auch 
in  D  enthalten  sind.  Dieser  Körper  Z)  ist  ein  gemeinsamer 
Divisor  von  A^  B^  und  er  soll  der  grösste  gemeinsame  Divisor 
von  A^  B  heissen,  weil  jeder  andere  offenbar  Divisor  von  D  ist. 
Wenn  A  Divisor  von  B  ist,  so  ist  I)  =  A,  und  umgekehrt. 

Diese  Betrachtung  lässt  sich  unmittelbar  auf  ein  System  von 
mehr  als  zwei,  ja  von  unendlich  vielen  Körpern  A^  B  ,  .  .  über- 
tragen; die  Gesammtheit  derjenigen  Zahlen,  welche  allen  diesen 
Körpern  gemeinsam  angehören,  ist  ein  Körper  und  heisst  ihr 
grösster  gemeinsamer  Divisor.  * 

Die  zweite  Art  der  Körperbildung  beruht  auf  der  folgenden, 
ebenfalls  sehr  einfachen  Betrachtung.  Ist  ein  bestimmtes  System 
G  von  Zahlen  g  gegeben,  deren  Anzahl  endlich  oder  unendlich 
sein  kann,  so  giebt  es  immer  solche  Körper  M'  (z.  B.  den  oben 
genannten  Körper  Z),  in  welchen  alle  diese  Zahlen  g  enthalten 
sind;  der  grösste  gemeinsame  Divisor  M  aller  dieser  Körper  M' 
ist  nach  dem  Obigen  selbst  ein  solcher  Körper  ili"',  und  zwar  von 
allen  der  kleinste.  Es  ist  wichtig ,  sich  von  diesem ,  durch  das 
System  G  vollständig  bestimmten  Körper  M,  durch  eine  einfache 
Construction  ein  deutliches  Bild  zu  verschaffen ,  wobei  wir  an- 
nehmen dürfen,  dass  G  nicht  aus  der  einzigen  Zahl  Null  besteht. 
Zunächst  muss  M  jede  Zahl  h  enthalten,  welche  entweder  selbst 
eine  Zahl  g   oder  doch   ein  Product  aus  mehreren*)  Factoren  g 

*)  Hiermit  soll,   wie    auch   später,   immer    eine    endliche  Anzahl   von 
Dingen  bezeichnet  werden. 
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ist;  diese  Zahlen  h  reproduciren  sich  durch  Multiphcation. 
Sodann  muss  If  jede  Zahl  h  enthalten,  welche  entweder  seihst 
eine  Zahl  h  oder  doch  eine  Summe  von  mehreren  Zahlen  h  ist; 
diese  Zahlen  k,  unter  denen  sich  auch  die  Zahlen  g  befinden, 
reproduciren  sich  durch  Addition  und  Multiphcation.  Ferner 
muss  M  jede  Differenz  l  von  irgend  zwei  Zahlen  Je  enthalten; 
diese  Zahlen  l  reproduciren  sich  durch  Addition,  Subtraction 
und  Multiphcation,  und  unter  ihnen  befinden  sich  auch  alle 
Zahlen  h  =  (k  -\-  h)  —  h  Endlich  muss  M  auch  jeden  Quo- 
tienten m  von  irgend  zwei  Zahlen  l  enthalten;  diese  Zahlen  m 
reproduciren  sich  durch  alle  vier  rationalen  Operationen  und 
bilden  offenbar  den  Körper  M^  weil  unter  ihnen  sich  jede  Zahl 
l  z=  II  :  l^  folglich  auch  jede  Zahl  h^  h,  g  befindet.  Auf  diese 
Weise  hat  sich  ergeben,  dass  jede  Zahl  m  dieses  Körpers  31 
durch  eine  endliche  Anzahl  rationaler  Operationen  aus  den 
Zahlen  g\  g"  .  .  -  des  gegebenen  Systems  G  herstellbar  ist;  solche 
Zahlen  m  heissen  rational  darstellbar  durch  das  System  G\  der 
Körper  M  ist  der  hibegriff  aller  dieser  Zahlen  m  und  kann 
zweckmässig  durch  B  (G)  oder  B  (g\  g"  .  .  .)  bezeichnet  werden. 
Im  Anschluss  an  eine  von  Galois  herrührende  Ausdrucksweise 
wollen  wir  auch  sagen,  der  Körper  M  entstehe  aus  dem  Körper 
B  der  rationalen  Zahlen  durch  Adjunction  des  Systems  G  der 
Zahlen  g\  </"...;  allgemeiner  bezeichnen  wir,  wenn  A  irgend 
ein  Körper  ist,  mit  A  {g\  g"  .  .  .)  den  durch  Adjunction  der 
Zahlen  g\  g"  .  .  -  aus  A  erzeugten  Körper ,  d.  h.  den  kleinsten 
Körper,  welcher  ausser  den  Zahlen  des  Körpers  A  auch  die 
Zahlen  g\  g"  .  .  .  enthält. 

Liegt  nun  irgend  ein  System  von  Körpern  A^  B  .  .  .  vor, 
und  nimmt  man  in  das  System  G  jede  und  nur  jede  solche 
Zahl  g  auf,  welche  in  mindestens  einem  dieser  Körper  enthalten 
ist,  so  wird  der  entsprechende  Körper  M^  welcher  aus  allen  durch 
diese  Zahlen  g  rational  darsteUbaren  Zahlen  m  besteht,  ein  ge- 
meinsames Multiplum  von  A,  B  .  .  .,  und  zwar  das  Meinste,  weil 
nach  dem  Obigen  jedes  andere  M'  ein  Multiplum  von  31  ist. 
Der  Kürze  halber  werden  wir  aber  den  Körper  31  auch  das 
Product  der  Factoren  A,  B  .  .  .  nennen  und  mit  AB.,,  be- 
zeichnen, wobei  die  Anordnung  der  Factoren  gleichgültig  ist; 
denn  offenbar  ist  AB  =  BA,  (AB)C  =  A(B C)  u. s. w.  Wendet 
man  die  oben  beschriebene  Construction  des  Körpers  31  auf  den 
Fall  von  zwei  Körpern  J.,  -B  an,   so  besteht   das  System  G   aus 
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allen  Zahlen  a  des  Körpers  A  und  allen  Zahlen  b  des  Körpers 
5,  die  Zahlen  h  sind  die  Producte  a&,  die  Zahlen  Ä;  und  l  sind 
Summen  von  solchen  Producten,  und.  folglich  besteht  das  Pro- 
duct  AB  aus  allen  Quotienten  von  der  Form 

a\  h\  -[-  a'^h'^  -[-  '  '  '  -{-  a'r h'r 

Dass  A  ein  Divisor  von  B  ist,  kann  bequem  durch  AB  =  B 
ausgedrückt  werden,  und  immer  \^i  AA  =  A. 


§■  161. 

Es  geschieht  in  der  Mathematik  und  in  anderen  Wissen- 
schaften sehr  häufig,  dass,  wenn  ein  System  A  von  Dingen  oder 
Elementen  a  vorliegt,  jedes  bestimmte  Element  a  nach  einem 
gewissen  Gesetze  durch  ein  bestimmtes,  ihm  entsprechendes  Ele- 
ment a'  ersetzt  wird  (welches  in  A  enthalten  sein  kann  oder 
auch  nicht);  ein  solches  Gesetz  pflegt  man  eine  Substitution  zu 
nennen,  und  man  sagt,  dass  durch  diese  Substitution  das  Ele- 
ment a  in  das  Element  a\  und  ebenso  das  System  A  in  das 
System  A*  der  Elemente  a'  übergeht*).  Die  Ausdrucksweise 
gestaltet  sich  noch  etwas  bequemer  und  anschaulicher,  wenn  man, 
was  wir  thun  wollen,  diese  Substitution  wie  eine  Abbildung  des 
Systems  A  auffasst  und  demgemäss  a'  das  Bild  von  a,  ebenso 
A'  das  Bild  von  A  nennt.  Der  Deutlichkeit  halbem  ist  es  oft 
nothwendig,  ein  solches  Abbildungsgesetz,  um  es  von  anderen  zu 
unterscheiden,  mit  einem  besonderen  Zeichen,  z.  B.  9,  zu  belegen; 
geschieht  dies,  so  wollen  wir  das  Bild  a\  in  welches  a  durch  qp 
übergeht,  auch  durch  a(p  bezeichnen;  ist  ferner  T  ein  Theil  von 
A^  d.  h.  ein  System  von  Elementen  ^,  welche  alle  in  A  enthalten 
sind,  so  soll  T(p  das  System  bedeuten,  welches   aus   den  Bildern 


*)  Schon  in  der  dritten  Auflage  dieses  Werkes  (1879,  Anmerkung  auf 
S.  470)  ist  ausgesprocheu,  dass  auf  dieser  Fähigkeit  des  Geistes,  ein  Ding 
a  mit  einem  Ding  a'  zu  vergleichen,  oder  a  auf  a'  zu  beziehen,  oder  dem 
a  ein  a'  entsprechen  zu  lassen ,  ohne  welche  überhaupt  kein  Denken  mög- 
lich ist,  auch  die  gesammte  Wissenschaft  der  Zahlen  beruht.  Die  Durch- 
führung dieses  Gedankens  ist  seitdem  veröffentlicht  in  meiner  Schrift 
Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?  (Braunschweig  1888);  die  daselbst 
angewandte  Bezeichnuugsweise  für  Abbildungen  und  deren  Zusammen- 
setzung weicht  äusserlich  von  der  hier  gebrauchten  ein  wenig  ab. 
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t  (p  aller   dieser  Elemente  t  besteht ;  demnach  ist  A  (p  identisch 
mit  dem  obigen  A', 

Wir  wenden  nun  diesen  Begriff  auf  einen  beliebigen  Zahlen- 
körper  A  an,  betrachten  aber  nur  solche  Substitutionen  cp,  durch 
welche  jede  in  A  enthaltene  Zahl  a  wieder  in  eine  Zahl  a'  =  a(p 
übergeht.  In  dieser  Allgemeinheit  aufgefasst,  würden  solche 
Substitutionen  indessen  noch  gar  kein  Interesse  darbieten;  wir 
fragen  vielmehr,  ob  es  möglich  ist,  die  Zahlen  a  des  Körpers  A 
in  der  Weise  durch  Zahlen  a'  abzubilden,  dass  alle  zwisclien  den 
Zahlen  a  bestehenden  rationalen  Beziehungen  sich  vollständig  auf 
die  Bilder  a!  übertragen ;  oder  mit  anderen  Worten,  wir  verlangen, 
dass,  wenn  aus  beliebigen  Zahlen  tt,  v,  tv  .  .  .  des  Körpers  A 
durch  rationale  Operationen  eine  Zahl  t  abgeleitet  ist,  welche 
folglich  ebenfalls  dem  Körper  A  angehört,  durch  dieselben  ra- 
tionalen Operationen  aus  den  Bildern  u\  v\  w'  .  .  ,  immer  das 
Bild  t'  der  Zahl  t  entstehen  soll.  Eine  Substitution  oder  Ab- 
bildung q),  welche  sich  durch  diese  Eigenschaft  vor  anderen  aus- 
zeichnet, wollen  wir  eine  Fermiitation  des  Körpers  A  nennen. 
Da  jede  rationale  Operation  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  ein- 
fachen Additionen,  Subtractionen,  Multiplicationen  und  Divisionen 
zusammengesetzt  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Abbildung  cp  stets 
und  nur  dann  eine  solche  Permutation  ist,  wenn  für  je  zwei 
in  A  enthaltene  Zahlen  w,  v  die  folgenden  vier  Grundgesetze 
gelten : 

{u  -f  V)'  z=u'  -^  v'  (l) 

(u  —  v)'  =  u'  —  v'  (2) 

(uv)'      =:       U' V'  (3) 

©'    -     7-  (^^ 

Von  diesen  für  eine  Permutation  charakteristischen,  d.  h.  er- 
forderlichen und  hinreichenden  Bedingungen  verlangt  die  letzte 
offenbar,  dass  die  Bilder  a'  nicht  alle  verschwinden;  umgekehrt, 
wenn  eine  Abbildung  (p,  durch  welche  jede  Zahl  a  des  Körpers 
A  in  eine  Zahl  a'  übergeht,  diese  Eigenschaft  besitzt  und  ausser- 
dem den  Gesetzen  (1)  und  (3)  gehorcht,  so  ergeben  sich  hieraus, 
wie  wir  jetzt  beweisen  wollen,  die  Gesetze  (2)  und  (4),  und  folg- 
lich ist  qp  eine  Permutation  des  Körpers  A.  In  der  That,  aus 
der  Gleichung  (1)  folgt  unmittelbar  die  Gleichung  (2),  wenn  man, 
was   offenbar   erlaubt   ist,  die  willkürliche  Zahl  u   des  Körpers 
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Ä  durch  die  ebenfalls  in  A  enthaltene  Zahl  (u  —  v)  ersetzt; 
ebenso  darf  man  in  (3),  wenn  v  von  Null  verschieden  ist,  u  durch 
den  Quotienten  u  :  v  ersetzen,  vrodurch  man  zunächst 


"'  =  (7)'^' 


erhält ;  wäre  nun  v'  =  0 ,  so  würden  die  Bilder  u'  von  allen  in 
Ä  enthaltenen  Zahlen  u  verschwinden,  was  aber  im  Widerspruch 
mit  unserer  ausdrücklichen  Voraussetzung  steht;  mithin  ist  das 
Bild  v'  jeder  von  Null  verschiedenen  Zahl  v  ebenfalls  von  Null 
verschieden ,  und  es  gilt  folglich  das  Gesetz  (4) ,  was  zu  be- 
weisen war. 

Es  ergiebt  sich  ferner,  dass  das  System  Ä',  in  welches  der 
Körper  Ä  durch  eine  Permutation  (p  übergeht,  wieder  ein  Körper 
ist.  Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  Ä'  aus  allen  und  nur 
solchen  Zahlen  u' ^  v'  .  .  ,  besteht,  welche  Bilder  von  Zahlen 
u,  V  .  .  .  des  Körpers  Ä  sind,  und  dass  jede  von  Null  verschie- 
dene Zahl  v'  des  Systems  Ä'  zufolge  (1)  gewiss  das  Bild  einer 
von  Null  verschiedenen  Zahl  v  des  Körpers  Ä  ist,  so  ergiebt 
sich,  dass  die  Summen,  Differenzen,  Producte,  Quotienten  von  je 
zwei  in  A'  enthaltenen  Zahlen  u\  v'  ebenfalls  dem  System  A' 
angehören,  weil  sie  zufolge  der  Gesetze  (1),  (2),  (3),  (4)  ebenfalls 
Bilder  von  Zahlen  des  Körpers  A  sind;  mithin  ist  A'  ein  Körper, 
was  zu  beweisen  war. 

Wir  bemerken  sodann,  dass  je  zwei  von  einander  verschie- 
dene Zahlen  u^  v  des  Körpers  A  auch  von  einander  verschiedene 
Bilder  u\  v'  besitzen*),  weil  sonst  zufolge  (2)  das  Bild  der  von 
Null  verschiedenen  Zahl  (u  —  v)  verschwinden  würde ,  was ,  wie 
wir  oben  schon  bewiesen  haben,  nicht  möglich  ist.  Mithin  ist 
jede  bestimmte  im  Körper  A'  enthaltene  Zahl  a'  das  Bild  von 
einer  einzigen,  völlig  bestimmten  Zahl  a  des  Körpers  A^  und 
folglich  kann  man  der  Permutation  9),  durch  welche  A  in  A' 
übergeht,  eine  mit  cp-^  zu  bezeichnende  Abbildung  des  Körpers 
A'  gegenüberstellen,  durch  welche  jede  bestimmte,  in  A'  ent- 
haltene Zahl  a'  in  diese  bestimmte  Zahl  a  des  Körpers  A  über- 
geht; diese  Abbildung  9-^  ist  aber  gewiss  eine  Fermutation  des 


*)  Nach  der  in  der  oben  citirten  Schrift  (§.  3)  gewählten  Ausdrucks- 
weise ist  daher  jede  Permutation  eines  Körpers  eine  ähnliche  oder  deut- 
liche Abbildung  desselben;  A  und  A'  sind  ähnliche  Systeme. 
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Körpers  A'\  denn  wenn  u',  v'  zwei  beliebige  Zahlen  des  Körpers 
A\  und  u^  V  die  ihnen  entsprechenden  Zahlen  des  Körpers  Ä 
bedeuten,  so  gehen  zufolge  (1)  und  (3)  die  Zahlen  u'  -f  v'  und 
u'v'  des  Körpers  Ä'  durch  cp—^  in  die  Zahlen  u  -]-  v  und  uv 
über,  was  zu  zeigen  war.  Ausserdem  leuchtet  ein,  dass  der  Körper 
Ä'  durch  cp—^  in  den  vollen  Körper  Ä^  nicht  etwa  in  einen 
echten  Divisor  von  A  übergeht;  denn  jede  in  Ä  enthaltene  Zahl  a 
ist  wirklich  das  durch  die  Permutation  cp—^  erzeugte  Bild  einer 
in  Ä'  enthaltenen  Zahl  a'.  Wir  wollen  jede  dieser  beiden  Per- 
mutationen cp  und  gj— 1  die  umgekehrte  oder  inverse  der  anderen 
nennen,  die  beiden  Körper  Ä  und  Ä'  sollen  conjugirte  Körper^ 
und  je  zwei  einander  entsprechende  Zahlen  a  und  a'  sollen  con- 
jugirte Zahlen  heissen. 

Diejenige  Abbildung  eines  Körpers  Ä  durch  welche  jede 
seiner  Zahlen  in  sich  selbst  übergeht,  genügt  offenbar  den  Be- 
dingungen (1),  (2),  (3),  (4)  und  ist  folglich  eine  Permutation; 
wir  wollen  sie  die  identische  Permutation  von  Ä  nennen.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  jeder  Körper  mit  sich  selbst  conjugirt  ist. 

Der  in  §.  159  betrachtete  Körper  Joder  R(i)  besitzt  ausser 
der  identischen  noch  eine  zweite  Permutation,  durch  welche  jede 
in  ihm  enthaltene  Zahl  x  -\-  yi  in  die  conjugirte  Zahl  x  —  yi 
übergeht.  Dieselbe  Permutation  gilt,  wenn  x,  y  nicht  auf 
rationale  Zahlen  beschränkt  werden,  sondern  beliebige  reelle 
Zahlen  bedeuten,  auch  für  den  aus  allen  Zahlen  bestehenden 
Körper  Z. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gesehen,  dass  jeder 
Körper  Ä  auch  alle  rationalen  Zahlen  enthält;  ist  nun  cp  wieder 
eine  beliebige  Permutation  von  Ä,  und  wendet  man  das  Gesetz  (4) 
auf  den  Fall  u  =  v  an,  so  ergiebt  sich,  dass  1'  =  1  ist,  und 
hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gesetze  (1),  (2),  (3),  (4),  dass 
jede  rationale  Zahl  des  Körpers  J.,  weil  sie  durch  eine  endliche 
Anzahl  von  einfachen  rationalen  Operationen  aus  der  Zahl  1 
entsteht,  durch  die  Permutation  cp  in  sich  selbst  übergeht.  Der 
Körper  B  der  rationalen  Zahlen  besitzt  daher  keine  andere,  als 
die  identische  Permutation. 

Ist  q)  eine  Permutation  des  Körpers  J.,  so  wollen  wir  um- 
gekehrt sagen,  Ä  gehöre  zu  cp  oder  sei  der  zu  (p  gehörige  Körper, 
oder  wir  wollen  der  Kürze  halber  Ä  auch  geradezu  den  Körper 
der  Permiitation  (p  nennen,  während  Äcp  der  durch  (p  erzeugte 
Körper  heisst. 
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Dass  cp  und  i^  nur  verschiedene  Zeichen  für  eine  und  die- 
selbe Körper  -  Permutation  sind ,  werden  wir  durch  cp  =  t  an- 
deuten ;  hierin  liegt  also,  dass  (p  und  ip  Permutationen  desselben 
Körpers  Ä  sind,  und  dass  für  jede  in  Ä  enthaltene  Zahl  a  stets 
acp  =z  ai}j  ist.  Falls  eine  dieser  beiden  Bedingungen  nicht  er- 
füllt ist,  nennen  wir  cp  und  i^  verschieden. 

Bedeutet  nun  0  ein  System  von  Permutationen  irgend 
welcher  Körper,  so  wollen  wir  eine  in  allen  diesen  Körpern  (also 
auch  in  ihrem  grössten  gemeinsamen  Divisor)  enthaltene  Zahl 
einwerthig,  zweiiverthig  u.  s.  w.  in  Bezug  auf  ^  oder  zu  O  nennen, 
je  nachdem  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe,  in  welche  sie 
durch  alle  diese  Permutationen  übergeht,  ==1,2  u.  s.  w.  ist. 
Nach  dem  Obigen  ist  daher  jede  rationale  Zahl  einwerthig  in 
Bezug  auf  jedes  System  0;  ebenso  wichtig  ist  der  folgende  Satz: 

Ist  0  ein  System  von  n  verschiedenen  Permutationen  cpi ,  cp^ 
.  .  .  cpn  desselben  Körpers  A^  so  gieht  es  in  letzterem  unendlich 
viele  Zahlen^  welche  n-iverthig  zu  O  sind. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir,  wenn  t  irgend  eine  Zahl 
in  A  bedeutet,  der  Kürze  halber  tcpr  =  tr  setzen.  Ist  n  =  2, 
so  versteht  sich  der  Satz  nach  dem  Obigen  von  selbst.  Ist  w>2, 
so  dürfen  wir  annehmen,  es  sei  schon  eine  Zahl  a  in  ^  gefunden, 
welche  durch  die  n  —  1  Permutationen  9^2?  93  •  •  •  <5Pn  iii  ebenso 
viele  verschiedene  Zahlen  a.2,  a^  ...  a„  übergeht.  Wenn  nun  a^ 
ebenfalls  von  allen  diesen  Zahlen  verschieden  ist,  so  besitzt  die 
Zahl  a  die  im  Satze  ausgesprochene  Eigenschaft.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle,  wenn  z.  B.  %  =  a^  ist,  wähle  man  aus  A  eine 
andere  Zahl  b  aus ,  welche  durch  cp^^ ,  (p2  in  zwei  verschiedene 
Zahlen  61,  &2  übergeht,  und  betrachte  alle  Zahlen  von  der  Form 
y  =  ax  -]-  &,  welche  durch  beliebige  rationale  Zahlen  x  erzeugt 
werden  und  folglich  demselben  Körper  A  angehören;  da  x  nach 
dem  Obigen  durch  jede  Permutation  in  sich  selbst  übergeht,  so  ist 
nach  den  Gesetzen  (1)  und  (3)  allgemein  yr  =  arX  -}-  by-,  also  auch 

Vr   —   ys^=  (ar   —   as)  X   +    (br   —   ?>s),  > 

wo  r,  s  irgend  eine  Combination  von  zwei  verschiedenen  Zahlen 
aus  der  Reihe  1,  2  .  .  .  n  bedeutet.  Für  die  Combination  r  =  1, 
s  =  2  ergiebt  sich,  dass  die  Zahlen  ^/j,  </2  stets  von  einander 
verschieden  ausfallen,  wie  auch  die  rationale  Zahl  x  gewählt  sein 
mag,  weil  «i  ==■  «2,  aber  bi  von  Z>2  verschieden  ist.  Für  jede 
der  übrigen   Combinationen  r,  s  ist  ar  verschieden   von  a»,  und 
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folglich  giebt  es  entweder  gar  keine  oder  nur  eine  rationale 
Zahl  X,  für  die  yr  =  ijs  wird;  schliesst  man,  indem  man  alle 
Combinationen  durchgeht,  diese  etwa  vorhandenen  Zahlen  x  aus, 
deren  Anzahl  gewiss  < -1^(^—1)  ist,  so  erzeugt  jede  andere 
rationale  Zahl  x  gewiss  eine  Zahl  y^  welche  durch  die  n  Per- 
mutationen in  n  verschiedene  Zahlen  2/ii  2/2  •  •  •  2/n  übergeht,  was 
zu  beweisen  war. 

Hieraus  ziehen  wir  noch  eine  wichtige  Folgerung.  Nach 
einem  sehr  bekannten  Satze  der  Determinanten-Theorie,  auf  den 
wir  später  (in  §.  167)  noch  einmal  zurückkommen  werden,  ist 
das  Product  aller  derjenigen  Differenzen  i/,.  —  ?/s,  in  denen  r  <  s, 
gleich  der  Determinante 


yn-i  yn-2  . 

yr'  yr'  • 

•  .    2/1 

•  •J/2 

1 

1 

yn-1    yn-2 

.  yn 

1 

deren  Elemente  die  Potenzen  {yrY"^  sind,  wo  jetzt  r,  s  unab- 
hängig von  einander  alle  Werthe  1,  2  ...  n  durchlaufen.  Diese 
Determinante  ist  daher  in  unserem  Falle  von  Null  verschieden 
Da  nun  y^  =  y(pr  und  folglich  nach  dem  Gesetze  (3)  die  Potenz 
{yrY~^  =  (y'^~^)(pr  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  1/"— «  =  a^*> 
setzt,  den  Satz: 

Sind  die  n  Permidationen  9>i,  9>2  •  •  •  9^n  desselben  Körpers 
Ä  von  einander  verschieden,  so  giebt  es  in  A  ein  System  von 
n  Zahlen  a'.  a"  .  .  .  a^")  der  Arf'^  dass  die  aus  den  Elementen 
a^*^  (pr  gebildete  Determinante  nicht  verschwindet. 
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Nach  diesen  Betrachtungen,  welche  sich  auf  Permutationen 
eines  und  desselben  Körpers  beziehen,  gehen  wir  zu  der  Zu- 
sammensetzung"^) von  zwei  Permutationen  (p^^l)  über,  die  aber 
nur  dann  möglich  ist ,  wenn  1^  eine  Permutation  des  durch  9? 
erzeugten  Körpers   Afp  ist;   im  Anschluss   an   die  einzuführende 


*)  Dieselbe  bildet  nur  einen  speciellen  Fall  der  Zusammensetzung  von 
Abbildungen  beliebiger  Systeme;  vergl.  den  Schluss  in  §.  2  meiner  oben 
citirten  Schrift,  wo  aber  die  Bezeichnungsweise  eine  andere  ist. 
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Zeichensprache  kann  man  zweckmässig  i/'  einen  rechten  Nachbar 
von  (p^  und  (p  einen  linken  Nachbar  von  x/^  nennen.  Jede  be- 
stimmte Zahl  a  des  Körpers  Ä  geht  durch  die  Permutation  cp 
in  eine  bestimmte  Zahl  acp  des  Körpers  Äcp^  und  diese  geht 
durch  i};  in  eine  bestimmte  Zahl  (a  cp)  ijj  über ;  man  kann  daher 
eine  Abbildung  Jt  des  Körpers  A  dadurch  definiren,  dass  man 
allgemein  ajt  =  {acp)tp  setzt.  Wendet  man  nun  die  Gesetze  (1) 
und  (3)  des  vorigen  Paragraphen  erst  auf  g?,  dann  auf  ip  an,  so 
ergiebt  sich,  wie  der  Leser  leicht  finden  wird,  dass  dieselben 
Gesetze  auch  für  diese  Abbildung  7t  gelten,  und  da  die  Bilder 
an  offenbar  nicht  alle  verschwinden  (weil  z.  ß.  1  jr  ^  1  ist),  so 
ist  7t  eine  Permutation  des  Körpers  A.  Wir  nennen  sie  die 
Resultante  der  Componenten  qp,  i^  und  bezeichnen  sie  durch  das 
Symbol  cp  i^,  wobei  der  Einfluss  der  linken  oder  ersten  Compo- 
nente  cp  von  dem  der  rechten  oder  zweiten  Componente  il?  durch 
die  Stellung  wohl  zu  unterscheiden  ist.  Die  Definition  dieser 
Resultante  cpip  besteht  nach  dem  Obigen  darin,  dass  das  aus 
jeder  in  A  enthaltenen  Zahl  a  erzeugte  Bild 

a  {cpip)  =  {acp)i\} 

ist;  man  kann  daher  unbedenklich  die  Klammern  weglassen  und 
dieses  Bild  kurz  durch  acpi\)  bezeichnen.  Ebenso  leicht  erkennt 
man,  dass,  wenn  T  irgend  ein  Theil  von  A  ist,  die  beiden  Systeme 
T(cpip)  und  (Tcp)^  vollständig  identisch  sind  und  daher  kurz 
durch  Tq)ip  bezeichnet  werden  können.  Hieraus  ergiebt  sich 
unmittelbar  der  Satz: 

Wenn  zwei  Körper  A^  A"  mit  einem  dritten  A'  conjugirt 
sind^  so  sind  sie  auch  mit  einander  conjugirt. 

Denn  zufolge  der  Annahme  giebt  es  eine  Permutation  cp  von 
J-,  und  eine  Permutation  ip  von  A\  für  w^elche  Acp  =  A',  und 
A'tpz=A"  wird;  mithin  ist  A{cpilj)  =  (Acp)il;  =^  A'ii^  =^  A'\ 
was  zu  bew^eisen  war. 

Nachdem  die  Zusammensetzung  benachbarter  Permutationen 
ausführlich  beschrieben  ist,  heben  wir  noch  die  folgenden,  darauf 
bezüglichen  wichtigen  Sätze  hervor,  deren  Beweise  der  Leser 
leicht  finden  wird. 

Ist  cp  eine  Permutation  des  Körpers  J.,  so  ist  cpcp~^  die 
identische  Permutation  von  A.  Ist  ^  ein  rechter  Nachbar  von 
9?,  so  ist  i^~^  ein  linker  Nachbar  von  cp-\  und  (cpip)~'^  =  ilj-^  q)—'^. 
Ist  ferner  ^i  ebenfalls  ein  rechter  Nachbar   von  qp,   und   cpi  ein 


>5.  163.  Allgemeine  Zahlentheorie.  463 

linker  Nachbar  von  i^,  so  folgt  aus  (pip  ==  91/^1,  dass  1^  =r  i^^. 
und  aus  cptl^  =  ^1^,  dass  cp  =  (p^  ist.  Wenn  ausserdem  die 
Permutation  %  ein  rechter  Nachbar  von  ip  ist,  so  ist  ((p'4})i  =  cp  (i^x% 
und  man  kann  daher  diese  Resultante  kurz  durch  q)xpx  be- 
zeichnen; hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  dieselbe  Schlussweise 
wie  in  §.  2  anwendet,  die  vollständig  bestimmte  Bedeutung  der 
Resultante  «jPi  9^2  •  •  •  ^n-i  ffn  von  n  Componenten  g?i ,  92  •  •  • 
qp„_i,  cpn,  deren  jede  ein  rechter  Nachbar  der  vorhergehen- 
den ist;  da  die  Componenten  nicht  mit  einander  vertauscht 
werden  dürfen,  und  jede  immer  nur  mit  der  nächstfolgenden 
zu  einer  Resultante  verbunden  werden  kann,  so  ist  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Herstellungsarten  dieser  Resultante  = 
(n—l)  {n—2)  ...  2.1. 

§.  163. 

Ausser  der  eben  beschriebenen  Zusammensetzung  benach- 
barter Permutationen  haben  wir  nun  noch  die  ebenso  wichtigen 
Beziehungen  zu  betrachten,  welche  zwischen  den  Permutationen 
eines  Körpers  und  denen  seiner  Divisoren  stattfinden.  Ist  der 
Körper  Ä  ein  Divisor  des  Körpers  ilf,  und  jt  eine  Permutation 
des  letzteren,  so  ist  in  ihr  immer  eine  vollständig  bestimmte  Ab- 
bildung cp  von  Ä  enthalten,  welche  darin  besteht,  dass  für  jede 
in  Ä^  also  auch  in  M  enthaltene  Zahl  a  das  Bild  a(p  =  ajt  ist, 
und  es  leuchtet  aus  den  Grundgesetzen  in  §.  161  unmittelbar 
ein,  dass  diese  Abbildung  9  eine  Fermutation  von  A  ist;  wir 
wollen  sie  den  auf  A  bezüglichen  Divisor  von  :r,  und  umgekehrt 
TT  ein  Mtdtiplum  von  cp  nennen.  Offenbar  ist  9?— ^  zugleich  ein 
Divisor  von  ;r~^  Wenn  A  =  Jf  ist,  so  ist  natürlich  auch  cp  =  7i; 
in  jedem  anderen  Falle,  d.  h.  wenn  A  ein  echter  Divisor  von  M 
ist,  wird  man  aber  cp  von  7t  streng  unterscheiden  müssen*). 
Ist  7c  wieder  ein  Divisor  einer  Permutation  p,  so  leuchtet  ein, 
dass  (p  auch  ein  Divisor  von  q  ist.  Ist  n  die  identische  Per- 
mutation von  3/,  so  ist  cp  die  identische  Permutation  von  A. 
Die  einzige  —  nämlich  die  identische  ~  Permutation  des  Körpers 
R  der  rationalen  Zahlen  ist  (nach  §.  161)  gemeinsamer  Divisor 
aller  Körper-Permutationen.  Allgemein  gilt  der  folgende  Funda- 
mentalsatz : 


*)  Auf  diese  Unterscheidung  brauchte  in  der  oben  citirten  Schrift  (§,  2) 
kein  Gewicht  gelegt  zu  werden. 
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Bedeutet  TL  irgend  ein  System  von  Permutationen  tc  beliebiger 
Körper  M^  so  bildet  die  Gesammtheit  A  aller  zu  11  einwerthigen 
Zahlen  a  einen  Körper^  der  ein  gemeinsamer  Divisor  der  Körper 
M  ist ;  die  Permutationen  n  haben  alle  einen  und  denselben  auf  A 
bezüglichen  Divisor  (5p,  und  jeder  gemeinsame  Divisor  i\)  der  Per- 
mutationen 7t  ist  Divisor  dieser  Permutation  (p. 

Denn  das  Wesen  einer  zu  U  einwerthigen  Zalil  a  besteht 
(nach  §.  161)  darin,  dass  die  den  sämmtlichen  Permutationen  n 
entsprechenden  Bilder  an  einen  und  denselben  Werth  besitzen, 
mithin  folgt  aus  den  Grundgesetzen  (in  §.  161),  dass  die  Summen, 
Differenzen,  Producta  und  Quotienten  von  je  zwei  solchen  ein- 
werthigen Zahlen  ^,  v  ebenfalls  einwerthig  zu  U  sind;  also  ist 
A  ein  Körper.  Definirt  man  ferner  die  Abbildung  (p  von  A^ 
indem  man  a(p  =  an  setzt,  so  ist  cp  offenbar  der  auf  A  bezüg- 
liche Divisor  von  jeder  einzelnen  Permutation  n.  Wenn  endlich 
eine  Permutation  i\)  eines  Körpers  D  gemeinsamer  Divisor  der 
Permutationen  ;r,  und  b  irgend  eine  Zahl  in  B  ist,  so  muss  Ji^ 
mit  jedem  der  Bilder  bn  übereinstimmen,  d.  h.  b  ist  eine  zu  77 
einwerthige  Zahl;  folglich  ist  B  Divisor  von  A^  und  zugleich  ip 
Divisor  von  9,  was  zu  beweisen  war. 

Da  dieser  Körper  J.,  welcher  ein  gemeinsamer,  aber  keineswegs 
immer  der  grösste  gemeinsame  Divisor  der  Körper  M  ist,  durch 
das  System  77  vollständig  bestimmt  ist,  so  wollen  wir  sagen,  A 
gehöre  zu  77  oder  sei  der  zu  TL  gehörige  Körper,  oder  wir  wollen 
kurz  A  den  Körper  des  Systems  TL  nennen,  und  maH  sieht  sofort, 
dass  diese  Ausdrucksweise,  falls  77  nur  aus  einer  einzigen  Per- 
mutation besteht,  vollständig  mit  der  in  §.  161  eingeführten 
übereinstimmt.  Die  Permutation  (p  kann  unbedenklich  der  grösste 
gemeinsame  Divisor  der  Permutationen  n  genannt  werden;  der 
Kürze  halber  wollen  wir  aber  (p  auch  den  Rest  des  Systems  77 
oder  der  Permutationen  %  nennen.  — 

Ganz  anders  verhält  es  sich  dagegen  mit  der  Existenz  eines 
gemeinsamen  Multiplum  von  gegebenen  Permutationen;  denn  es 
leuchtet  z.  B.  ein,  dass  zwei  verschiedene  Permutationen  eines 
und  desselben  Körpers  gewiss  kein  gemeinsames  Multiplum  haben. 
Hierauf  gründet  sich  eine  sehr  wichtige  Unterscheidung:  die  Per- 
mutationen (p^ip  ...  sollen  einig  (harmonisch)  oder  uneinig  heissen, 
je  nachdem  sie  ein  gemeinsames  Multiplum  besitzen  oder  nicht. 
Beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  von  zwei  einigen  Per- 
mutationen qp,  1/^    der  Körper  A,  B,   und   bezeichnen   mit  q    ein 
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gemeinsames  Multipliim  von  9),  i^,  so  ist  der  zu  q  gehörige  Körper 
ein  gemeinsames  Multiplum  von  A,  B  und  folglich  auch  von 
AB;  bedeutet  ferner  a  jede  in  A,  h  jede  in  J5  enthaltene  Zahl, 
und  TT  den  auf  ^jB  bezüglichen  Divisor  von  p,  so  ist  ä(p  =  uq 
=  UTt,  bt  ==  hg  =  bTt^  und  folglich  ist  jt  ebenfalls  ein  gemein- 
sames Multiplum  von  qp,  1/;.  Da  nun  jede  bestimmte  Zahl  m  des 
Körpers  AB  (nach  §.  160)  durch  eine  endliche  Menge  von 
Zahlen  a,  b  rational  darstellbar  ist,  und  das  Bild  niTt  (nach  deii 
Grundgesetzen  jeder  Permutation)  auf  dieselbe  Weise  aus  den 
Bildern  an-,  bii^  also  aus  den  Zahlen  acp^  b\i;  abgeleitet  wird,  so 
ergiebt  sich,  dass  die  Permutation  tc  des  Productes  AB  durch 
die  Permutationen  9,  ^  der  Factoren  A.  B  vollständig  bestimmt^ 
also  gänzlich  unabhängig  von  der  Auswahl  der  obigen  Permu- 
tation Q  ist.  Diese  Permutation  tt,  welche  folglich  Divisor  von 
jedem  gemeinsamen  Multiplum  q  der  Permutationen  9),  i^  ist,  kann 
daher  ihr  kleinstes  gemeinsames  Multiplum  oder  kürzer  ihre 
Union"^)  genannt  w^erden. 

Umgekehrt,  wenn  .tc  eine  Permutation  eines  Productes  AB^ 
und  g),  t^'  die  auf  J.,  B  bezüglichen  Divisoren  von  jr  bedeuten,  so 
sind  diese  Permutationen  cp.  i?  offenbar  einig,  und  tc  ist  ihre'  Union. 
Zugleich  leuchtet  ein,  dass  (AB)tc  =  {Atc)(Btc)=  (A(p)(Bil^), 
und  dass  jt— ^  die  Union  von  qp—^,  ?^— ^  ist.  Sind  ausserdem  g)i, 
il^i  zwei  einige  Permutationen  der  Körper  Aq),  B^,  und  tii  ihre 
Union,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Resultanten  cpcpi,  i^il^i 
ebenfalls  einig  sind,  und  dass  die  Resultante  tctci  ihre  Union  ist. 

Auf  diesen  Betrachtungen,  die  genau  ebenso  für  Systeme  von 
mehr  als  zwei,  ja  von  unendlich  vielen  einigen  Permutationen 
gelten,  beruht  endlich  noch  der  folgende  Begriff.  Ein  System 
von  beliebigen  (einigen  oder  uneinigen)  Permutationen 

und  ein  System  von  correspondirenden  Permütationen 

qpi,  (p'>,  (p'i  -  •  ■ 
sollen  conjiigirte  Systeme  heissen,  wenn  je  zwei  correspondirende 
Glieder  (jp^,  cpr  Permutationen   eines   und   desselben  Körpers  Ar 
sind,  und  wenn  zugleich  die  resultirenden  Permutationen 


*)  Ich  würde  das  Wort  Product  vorziehen,  wenn  dasselbe  nicht  von 
manchen  Schriftstellern  schon  hei  der  Zusammensetzung  von  Substitutionen 
in  dem  Sinne  benutzt  wäre,  wofür  ich  oben  (§.  162)  den  ebenfalls  ge- 
bräuchlichen Namen  Eesidtante  gewählt  habe. 
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einig  sind.  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  dann  sofort 
der  Satz,  dass  zwei  mit  einem  dritten  conjugirte  Systeme  von 
Permutationen  auch  mit  einander  conjugirt  sind.  Der  Nutzen, 
welchen  diese  und  die  früher  entwickelten  Begriffe  gewähren, 
würde  freilich  erst  bei  einer  ausführlicheren,  ins  Einzelne  gehen- 
den Darstellung  der  Algebra  deutlich  erkennbar  werden. 


§.  164. 

Für  die  genaue  Untersuchung  der  Verwandtschaft  zwischen 
den  verschiedenen  Körpern  —  und  hierin  besteht  der  eigentliche 
Gegenstand  der  heutigen  Algebra  —  bildet  der  folgende  Be- 
griff**) die  allgemeinste  und  zugleich  einfachste  Grundlage: 

Ein  System  T  von  m  Zahlen  Wj,  «2  .  .  .  «„i  heisst  reducihel 
in  Bezug  auf  einen  Körper  Ä ,  wenn  es  m  Zahlen  «i ,  «2  .  .  .  a^n 
in  A  giebt,  die  der  Bedingung 

genügen  und  nicht  alle  verschwinden;  im  entgegengesetzten  Falle 
heisst  das  System  T  irrediicibel  nach  A.  Je  nachdem  der  erstere 
oder  letztere  Fall  stattfindet,  werden  wir  auch  sagen,  die 
m  Zahlen  oj^,  »2  •  •  •  «,„  seien  von  einander  abhängig  oder  un- 
abhängig  (in  Bezug  auf  A), 

Ist  A  ein  Divisor  des  Körpers  jB,  so  leuchtet  ein,  dass  jedes 
in  Bezug  auf  A  reducibele  System  auch  reducihel  nach  B^  und 
jedes  nach  B  irreducibele  System  auch  irreducibel  in  Bezug  auf 
A  ist.  Bei  den  zunächst  folgenden  Bemerkungen  werden  aber 
alle  Systeme  T  immer  auf  einen  und  denselben  Körper  A  be- 
zogen, und  es  wird  deshalb  erlaubt  sein,  diese  Beziehung  un- 
erwähnt zu  lassen. 

Jedes  irreducibele  System  besteht  aus  lauter  von  einander 
und  von  Null  verschiedenen  Zahlen,  und  ein  aus  einer  einzigen 
Zahl  bestehendes  System  ist  dann  und  nur  dann  irreducibel, 
wenn  diese  Zahl  von  Null  verschieden  ist. 

*)  Vergl.  Dirichlet:  Verallgemeinerung  eines  Satzes  aus  der  Lehre  von 
den  Kettenbrüchen  nebst  einigen  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  Zahlen. 
(Berliner  Monatsberichte,  April  1842,  oder  Dirichlet's  Werke,  Bd.  1,  S.  633.) 
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Ein  reducibeles  oder  irreducibeles  System  behält  diesen 
Cliarakter,  wenn  die  Zahlen  desselben  mit  einem  beliebigen  ge- 
meinsamen, von   Null  verschiedenen  Factor   multiplicirt    werden. 

Fügt  man  zu  einem  reducibelen  Systeme  noch  eine  oder 
mehrere  Zahlen  hinzu,  so  bleibt  das  System  reducibel;  jeder 
Theil  eines  irreducibelen  Systems  ist  irreducibel. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  folgende  Anwendung  des 
obigen  Begriffes.  Wir  sagen,  eine  Zahl  ß  sei  algehraisch  in  Bezug 
auf  den  Körper  JL,  wenn  sie  die  Wurzel  einer  endlichen  alge- 
braischen Gleichung  von  der  Form 

0"  -f  ch  Ö"-^  -f  •  •  •  -f  cin-i  ö  +  ö„  =  0 

ist,  deren  Coefficienten  a^  dem  Körper  Ä  angehören.  Dieselbe 
Eigenschaft  können  wir  jetzt  so  aussprechen,  dass  die  n  -\-  1 
Potenzen  6'\  (p'-^  .  .  .  ö,  1  ein  nach  Ä  reducibeles  System  bilden. 
Unter  allen  positiven  Exponenten  n,  für  welche  diese  Reduci- 
bilität  besteht,  muss  es  nun  einen  Meinsten  n  geben,  in  der 
Weise,  dass  das  System  der  n  Potenzen  ö"~^  .  .  .  Ö,  1  irreducibel 
ist,  aber  durch  Hinzufügung  von  O"'  reducibel  wird;  diese  natür- 
liche Zahl  71  wollen  wir  den  Grad  der  Zahl  0  in  Bezug  auf  Ä 
nennen,  und  wir  sagen  kurz,  0  sei  eine  (algebraische)  Zahl  nten 
Grades  in  Bezug  auf  Ä.  Ist  n  =  1,  so  ist  0  offenbar  in  Ä  ent- 
halten, und  umgekehrt  ist  jede  Zahl  des  Körpers  Ä  algebraisch 
vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  A. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  zurück  und 
nehmen  wir  an ,  das  obige  System  der  m  Zahlen  «i ,  Og  •  .  .  «m 
(die  nicht  alle  verschwinden)  sei  reducibel,  so  wird  offenbar  ein 
Theil  dieses  Systems,  der  etwa  aus  den  n  Zahlen  «i,  «2  .  .  .  cj^ 
bestehen  mag,  irreducibel  sein,  während  jede  der  übrigen  m  —  n 
Zahlen  a3„4.i,  a?n+2  .  .  •  «»i  mit  jenen  ein  reducibeles  System 
bildet.  Wir  wollen  nun  allgemein  mit  o  jede  Zahl  bezeichnen, 
welche  von  den  Zahlen  Oi,  «2  •  .  •  «n  abhängig  ist,  d.  h.  welche 
mit  diesen  Zahlen  ein  reducibeles  System  bildet;  es  leuchtet  ein, 
dass  jede  solche  Zahl  «  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Art  in 
der  Form 

O  =  \  OJi    -f    h.2  «2    +    •  •   •    +    ^n  »n  (1 ) 

darstellbar  ist,  wo  die  Coefficienten  \,  Ju  .  .  ,  hn  Zahlen  des 
Körpers  Ä  bedeuten,  und  dass  umgekehrt  jede  in  dieser  Form 
darstellbare  Zahl  abhängig  ist  von  den  n  Zahlen  «j,  Ö2  •  •  •  «n. 
Die  Gesammtheit  Sl  aller  dieser  Zahlen  a  nennen  wir  eine  Schaar 

30* 
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(in  Bezug  auf  Ä)]  das  System  der  n  bestimmten  Zahlen  coi, 
«2  .  .  '  C3n  heisst  eine  (irreducibele)  Basis  der  Schaar  tß,  und 
diese  n  Zahlen  «,.  selbst  heissen  die  Glieder  oder  Elemente  dieser 
Basis.  Zu  jeder  in  Sl  enthaltenen  Zahl  co  gehören  dann  n  völlig 
bestimmte  Zahlen  hi^  J12  .  .  •  hn  des  Körpers  Ä^  die  in  der  Dar- 
stellung (1)  von  05  auftreten  und  die  Coordinaten  von  a  in  Bezug 
auf  diese  Basis  heissen  sollen.  Die  charakteristischen  Eigen- 
schaften einer  solchen  Schaar  Sl  sind  die  folgenden: 

I.  Die  Zahlen  in  Sl  reproduciren  sich  durch  Addition  und 
Suhtraction^  d.  h.  die  Summen  und  Differenzen  von  je  zicei  solchen 
Zahlen  sind  ebenfalls  Zahlen  in  Sl. 

IL  Jedes  Product  aus  einer  Zahl  in  Sl  und  einer  Zahl  in  A 
ist  eine  Zahl  in  Sl. 

III.  Es  gieht  n  von  einander  unabhängige  Zahlen  in  iß,  aber 
je  >^  -f-  1  solche  Zahlen  sind  von  einander  abhängig. 

Nur  der  zweite  Theil  dieser  letzten  Eigenschaft  bedarf  noch 
einer  Begründung,  und  wir  dürfen  dabei  annehmen ,  dass  sie  für 
jede  ähnliche  Schaar,  deren  Basis  aus  weniger  als  n  Gliedern 
besteht,  schon  bewiesen  sei.  Nimmt  man  nun  n  -j-  1  beliebige 
Zahlen  «,  «i,  «2  .  .  .  ce„  aus  *ß,  so  sind  sie,  falls  eine  von  ihnen, 
z.  B.  04  =  0  ist,  gewiss  von  einander  abhängig;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  dürfen  wdr  voraussetzen,  dass  z.  B.  die  erste 
Coordinate  der  Zahl  a  nicht  verschwindet;  dann  kann  man  offen- 
bar n  Zahlen  Ci,  C2  .  .  .  c^  in  A  so  bestimmen,  ^dass  die  erste 
Coordinate  von  jeder  der  n  Zahlen 

verschwindet'");  diese  n  Zahlen  gehören  dann  einer  Schaar  an, 
deren  Basis  aus  nur  n  —  1  Zahlen  o^^  (o^  .  .  .  «„  besteht,  und 
sind  folglich  von  einander  abhängig;  es  giebt  daher  n  Zahlen 
«1,  «2  •  •  •  ^»  ii^  ^:  die  nicht  alle  verschwinden,  und  welche  der 
Bedingung 

ay  (ofii  +  Ci  04)  +  «2  («2  -f  C2  «)  -h  •  •  •  -f  »n  («„  -f  r„  a)  =  0 

genügen,  und  da  auch  die  Summe  a  =:  a^  c^  -^  a^  c^  +  •  •  •  -h  (^t^n  Cn 
in  A  enthalten  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  die  n  -\-  \  Zahlen 
oc,  cci,  «2  •  •  •  ^n  wirklich  von  einander  abhängig  sind,  was  zu 
beweisen  war. 


*)  Im  Falle  ?i  =  1  ist  hierdurch  allein  die  Behauptung-  schon  erwiesen^ 
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Umgekehrt,  wenn  ein  Zahlensystem  Sl  die  obigen  drei  Eigen- 
haften I,  II,  III  besitzt,  so  folgt  aus  der  letzten,  dass,  nachdem 
man  .  n  von  einander  unabhängige  Zahlen  cji ,  (Ö2  -  .  .  «„  aus  Sl 
gewählt  hat,  jede  in  Sl  enthaltene  Zahl  »  gewiss  von  der  Form 
(1)  ist;  sodann  folgt  aus  II  und  I,  dass  auch  jede  in  der  Form  (1) 
enthaltene  Zahl  cd  dem  System  Sl  angehört.  Also  sind  wirklich 
diese  drei  Eigenschaften  charakteristisch  für  die  aus  allen  Zahlen 
G3  von  der  Form  (1)  bestehende  Schaar  Sl. 

Zugleich  leuchtet  hieraus  ein,  dass  jedes  aus  n  solchen 
Zahlen  co  bestehende  irreducibele  System  ebenfalls  als  eine 
Basis  von  Sl  angesehen  und  benutzt  werden  kann;  mit  jedem 
Uebergange  von  einer  Basis  zu  einer  anderen  ist  offenbar  eine 
Transformation  der  Coordinaten  aller  Zahlen  w  verbunden,  ähn- 
lich wie  in  der  analytischen  Geometrie.  Auf  die  Auswahl  einer 
solchen  neuen  Basis  bezieht  sich  der  folgende  wichtige  Satz,  von 
dem  wir,  wenn  auch  erst  später,  oft  Gebrauch  zu  machen  haben 
werden. 

IV.  Ein  hcliehiges  System  von  n  Zahlen  der  Schaar  Sl  ist 
reducihel  oder  irreducibel^  je  nachdem  die  aus  ihren  Coordinaten 
gebildete  Determinante  verschivindet  oder  nicht  verschwindet. 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  ein  beliebiges  System 
von  n  Zahlen  c«i ,  «2  .  .  .  «n?  die  in  Sl  enthalten ,  also  von  der 
Form 

sind,  und  bezeichnen  mit  a  die  aus  den  Coordinaten  a,., «  gebil- 
dete Determinante.  Bilden  nun  diese  n  Zahlen  «,.  ein  reduci- 
beles  System,  so  giebt  es  n  Zahlen  x\^  X2  .  »  .  Xn  in  J.,  die  nicht 
alle  verschwinden  und  die  der  Bedingung 

a^i  «1  4-  ^2  0^2  +  •  •  •  +  ^n  oc„  =  0 
genügen ;    ersetzt    man   hierin    die   n  Zahlen    «,.   durch    die  vor- 
stehenden Ausdrücke,  so  müssen,  weil  die  n  Zahlen  oj^  von   ein- 
ander unabhängig  sind,  die  in  A  enthaltenen  n  Summen 

sein,  und  hieraus  folgt  bekanntlich,  dass  jedes  der  Producte 
«x'i,  aXi  .  .  .  aXn^  also  auch  a  selbst  verschwindet.  Bilden  aber 
die  n  Zahlen  a^  ein  irreducibeles  System,  also  auch  eine  neue 
Basis  von  £1,  so  sind  die  n  Zahlen  Wo  darstellbar  in  der  Form 


«< 


bi,sOCl    -\-  b2,s  «2    +    •   •   •    +    bn.sC^n 
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wo  wieder  alle  Coefficienten  hr^si  deren  Determinante  wir  mit  h 
bezeichnen,  in  A  enthalten  sind.  Substituirt  man  diese  Darstel- 
lungen der  Zahlen  «s  in  den  obigen  x^usdruck  für  a^,  so  folgt, 
dass  jede  der  in  A  enthaltenen  t^2  Summen 

ist,  je  nachdem  r,  s  gleich  oder  verschieden  sind;  nach  dem  be- 
kannten Satze  über  die  Multiplication  der  Determinanten  folgt 
hieraus  ab  =  1^  mithin  ist  a  von  Null  verschieden,  was  zu  be- 
weisen war.  — 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  wichtigen  Frage:  wann  ist  eine 
solche,  durch  die  Eigenschaften  I,  II,  III  charakterisirte  Schaar 
Sl  ein  Körper?  Soll  dies  der  Fall  sein,  so  müssen  alle  Producte 
cjrGis  aus  je  zwei  Elementen  der  Basis  ebenfalls  in  Sl  enthalten, 
also  muss 

a^cjs  —  a;*'*«!  +  a^'*a92  H-  •  •  •  +  «^'*«n 

sein,  wo  alle  Coefficienten  a^'*  Zahlen  des  Körpers  A  bedeuten*). 
Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Zahlen 
09  der  Schaar  Sl  sich  nicht  nur  (zufolge  I)  durch  Addition  und 
Subtraction,  sondern  auch  durch  Multiplication  reproduciren ;  ist 
ferner  oc,  eine  beliebige,  aber  von  Null  verschiedene  Zahl  in  Sl, 
so  bilden  die  n  Producte  ata,,  gewiss  ein  irreducibeles  System, 
und  da  sie  ebenfalls  in  Sl  enthalten  sind,  so  können  sie  als  eine 
neue  Basis  von  Sl  dienen;  mithin  ist  jede  Zahl  g>  auch  dar- 
stellbar in  der  Form: 

CO  =  a  (kl  «i  +  7^2  «2  4-  •  •  •  +  ^n  ««), 
wo  die  n  neuen  Coordinaten  kr  wieder  dem  Körper  A  angehören, 
und   folglich   ist  auch  jeder  Quotient  von  zwei  Zahlen  «,  a  der 
Schaar  Sl  wieder  eine  Zahl   in  Sl.     Wir  haben   daher  folgenden 
Satz  gewonnen: 

V.  Die  erforderlichen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  die  Schaar  ^  ein  Körper  ist^  bestehen  darin,  dass  alle  Pro- 
ducte aus  zwei  Elementen  einer  Basis  von  Sl  ivieder  in  ^  ent- 
halten sind. 


*)  Zufolge  der  allgemeinen  Gesetze  wrw«  =  wsWr  und  (w  w«)wt 
=:  tür  {(Osm)  müssen  diese  Coefficienten  gewisse  Bedingungen  erfüllen,  die 
wir  aber  hier  nicht  weiter  zu  verfolgen  brauchen.  Vergl.  §.  159  der 
zweiten  Auflage  (1871)  dieses  Werkes  und  meinen  Aufsatz:  Zur  Theoiie 
der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  compJexen  Grössen  (Nachrichten  von 
der  Göttinger  Ges.  d.  W.  1885.  S.  141). 
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Jede  Basis  der  Schaar  Sl  nennen  wir  nun  auch  eine  Basis 
des  Körpers  Sl  in  Bezug  auf  Ä.  Da  dieser  Körper  Sl  gewiss  die 
Zahl  1  enthält,  so  ergiebt  sich  aus  II  der  Satz: 

VI.  Ist  die  Schaar  Sl  ein  Körper^  so  ist  A  ein  Divisor  von  Sl. 

Da  ferner,  wenn  a>  eine  beliebige  Zahl  dieses  Körpers  Sl 
bedeutet,  auch  alle  Potenzen  «2,  «^  .  .  .  in  Sl  enthalten  sind,  so 
bilden  zufolge  III  die  n  -]-  \  Zahlen  w",  0"— ^  .  .  .  «,  1  gewiss  ein 
reducibeles  System,  was  wir  so  aussprechen  können: 

VII.  Ist  die  Schaar  Sl  ein  Körper^  so  ist  jede  darin  ent- 
haltene Zahl  algebraisch  in  Besiig  auf  A  und  zwar  höchstens 
vom  Grade  n. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Körper  A,  B  und  nehmen  an,  es 
gebe  n  Zahlen  fOi ,  02  .  .  .  w«  in  B,  die  ein  nach  A  irreducibeles 
System  bilden,  aber  jedes  System  von  n  -h  l  Zahlen  des  Körpers 
B  sei  reducibel;  da  jeder  Theil  eines  irreducibelen  Systems  eben- 
falls irreducibel  ist,  so  kann  es  nur  eine  einzige  solche  Anzahl  t? 
geben;  in  diesem  Falle  sagen  wir,  der  Körper  B  sei  endlich  und 
vom  Grade  n  in  Bezug  auf  A^   und  bezeichnen   dies   durch   die 

Gleichung''') 

(B,  A)  =  n. 

Zunächst  leuchtet  ein,  dass  der  Fall  w  =  1  dann  und  nur  dann 
eintritt,  wenn  B  Divisor  von  A  ist;  die  beiden  Gleichungen 

(J5,  ^)  =  1,    AB^  A 

sind  daher  gleichbedeutend.  Für  einen  beliebigen  Grad  n  ergiebt 
sich,  dass  B  in  der  Schaar  Sl  enthalten  ist,  welche  aus  allen 
Zahlen  a  von  der  Form  (1)  besteht,  und  da  alle  Producte  cor  cos 
in  Bj  mithin  auch  in  Sl  enthalten  sind,  so  ist  Sl  (nach  V,  VI) 
ein  Körper,  und  zwar  ein  Multiplum  von  AB;  da  ferner  jede 
Zahl  C3  rational  aus  Zahlen  /*,.  des  Körpers  A  und  Zahlen  w,- 
des  Körpers  B  gebildet  und  folglich  in  AB  enthalten  ist,  so 
ergiebt  sich,  dass  Sl  auch  ein  Divisor  von  AB,  mithin  Sl  z=  AB 
ist.     Wir  können  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

VIII.  Ist  B  ein  Körper  n^"''  Grades  in  Bezug  auf  den 
Körper  A,  so  ist  auch 


*)  In  dieser  Bedeutung  habe  ich  das  Symbol  (J5,  A)  zuerst  benutzt  auf 
S.  21  der  Literaturzeitun^  im  Jahrgang  18  von  Schlömilch's  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  (1873). 
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■      (AB,  Ä)  =  (B,A)  =  H  (2) 

Und  jedes  nach  A  irreducihele  System  von  n  Zahlen  in  B  oder  in 
AB  bildet  eine  Basis  der  Schaar  AB  in  Bezug  auf  A. 

Zugleich  ergiebt  sich  (aus  VII),  dass  alle  Zahlen  in  AB^ 
also  auch  alle  Zahlen  in  B  algebraisch  in  Bezug  auf  A  sind,  und 
zwar  höchstens  vom  Grade  n\  dass  es  in  B  auch  Zahlen  «*®" 
Grades  giebt,  könnte  zwar  schon  jetzt  bewiesen  werden,  doch 
wollen  wir,  weil  dies  später  (in  §.  165,  VI)  sich  ganz  von  selbst 
ergeben  wird,  für  jetzt  darauf  verzichten  und  nur  die  folgende 
Umkehrung  beweisen : 

IX.  Ist  6  eine  algebraische  Zahl  n  ^^"  Grades  in  Bezug  auf 
A,  und  B  der  Körper  B(fi),  tcelcher  aus  allen  durch  6  rational 
darstellbaren  Zahlen  besteht^  also  AB  =  A(d)^  so  ist  (B^A)  =  n^ 
und  die  n  Potenzen  ö'^~^,  ö"~^  .  .  .  ö,  1  bilden  eine  Basis  von  A((i) 
in  Bezug  ai^f  A. 

Hierzu  betrachten  wir  die  Schaar  5i  aller  Zahlen  w  von  der 
Form 

deren  Coordinaten  hr  beliebige  Zahlen  in  A  sind.  Da  (nach  An- 
nahme) die  Potenz  0^  in  ß  enthalten  ist,  so  gilt  dasselbe 
(nach  II,  I)  von  h^ij"^  und  von  jedem  Producte  cöÖ,  also  auch 
von  allen  höheren  Potenzen  ^"+i ,  Ö"+^  .  .  . ;  mithin  sind  alle 
Producte  aus  je  zwei  Gliedern  der  Basis  ebenfalls  in  Sl  enthalten, 
und  folglich  ist  *ß  (nach  V)  ein  Körper.  Da  diesei*  Körper  Sl 
ein  Multiplam  von  A  ist  und  die  Zahl  {)  enthält,  so  ist  er  auch 
ein  Multiplum  von  A{{P)  und  folglich  =  J.(^)),  weil  umgekehrt 
jede  Zahl  ca  gewiss  in  Ä{{)')  entlialten  ist.  Der  Körper  A{1\)  oder 
AB  ist  daher  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  J.,  und  dasselbe  gilt 
folglich  auch  von  i?,  was  zu  beweisen  war. 

Hieran  knüpfen  wir  die  folgenden  Bemerkungen.  Bedeutete 
eine  Variahele,  und  bezeichnen  wir  mit  F{t%f{t)^fi(t),f2(t)  .  .  . 
ausschliesslich  solche  ganze  Functionen  von  f,  deren  Goefficienten 
im  Körper  A  enthalten  sind,  so  sind  die  Summen,  Differenzen, 
Producte  derselben  ebenfalls  solche  Functionen,  und  durch  Divi- 
sion von  /i  (t)  durch  /  (/)  entspringt  eine  Identität  von  der  Form 
f\{t)z=  f{t)fi{t)  -h  F{t),  wo  der  liest  F (t)  von  niedrigerem 
Grade  als/(^),  oder  identisch  =  0  wird,  falls  f^{t)  durch /(^) 
theilbar  ist.  Hat  nun  7?  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorstehenden 
Satze,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  P'unction  u*"^  Grades 
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/  (0  =  ^"  +  «1 1''-'  +  •  •  •  +  cin-i  t  +  a„  (3) 

welche  zugleich  mit  t  —  0  verschwindet  und  folglich  durch  die 
Zahl  6  (und  A)  vollständig  bestimmt  ist.  Bezeichnet  man  mit 
F{t)  jede  Function,  deren  Grad  <n  ist,  so  wird  nur  dann 
F(())  =  0,  wenn  identisch  F(t)  =  0  ist.  Ist  daher  f^  {())  =  0, 
so  rauss/i(Q  durch  f(t)  theübar  sein.  Die  Function /(Q  selbst 
kann  durch  keine  Function  F(t)  theilbar  sein,  weil  aus  f(t) 
=  F{t)F^  (t)  und  f(6)  =  0  entweder  F(6)  =  0  oder  F,  (ö)  =  0 
folgen  würde,  was  unmöglich  ist.  Eine  solche  Function  f(t)y 
deren  Coefficienten  in  Ä  enthalten  sind,  und  welche  durch  keine 
ähnliche  Function  niedrigeren  Grades  theilbar  ist,  heisst  irredu- 
cihel  oder  eine  Frimfundion  in  Bezug  auf  J.,  und  ebenso  heisst 
auch  die  Gleichung  f{d)  =  0  irreducibel.  Der  Körper  A{d)  be- 
steht aus  allen  Zahlen  a  von  der  Form  jP(Ö),  und  jede  solche 
Zahl  (ö  kann  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form  F{()) 
dargestellt  werden. 

Hierauf  gehen  wir  zur  Betrachtung  von  drei  Körpern  A^  J5,  C 
über  und  stellen  folgenden  Satz*)  auf: 

X.  Ist  B  endlich  in  Bezug  auf  A ,  und  G  endlich  in  Bezug 
auf  AB^  so  ist  auch  BG  endlich  in  Bezug  auf  J.,  und 

(BGM)  =  {G,AB){B,A).  (4) 

Bilden  nämlich,  wenn  (jB,  A)  =  n  und  (G^AB}  =  p  gesetzt 
wird,  die  n  Zahlen  cor  in  B  ein  irreducibeles  System  nach  A^ 
und  die  p  Zahlen  r«  in  G  ein  irreducibeles  System  nach  AB^  so 
bilden,  wie  man  leicht  sieht,  die  np  Producte  ta,. r^  eine  irredu- 
cibele  Basis  des  Körpers  AB  G  in  Bezug  auf  J.,  was  zu  be- 
weisen war. 

Am  häufigsten   tritt   der  Fall   auf,  wo  B  Multiplum  von  A 

und    zugleich    Divisor    von    (7,    also   AB  ==  B^  B  G  =  C,   und 

folglich 

(G,  A)  =  (C,  B)  (B,  A)  (5.) 

ist.  Ausserdem  folgt  aus  dem  Satze  X,  dass  jedes  Product  aus 
zwei  oder  mehreren,  in  Bezug  auf  A  endlichen  Körpern  wieder 
ein  solcher  Körper  ist.  Sind  nun  ö,  rj  irgend  zwei  algebraische 
Zahlen  in  Bezug  auf  A,  so  sind  (nach  IX)  die  Körper  R  (0),  B  (rf) 
endlich  in  Bezug  auf  A,  und  folglich  gilt  dasselbe  von  ihrem 
Producte  B  (Ö,  rj) ;   mithin   sind  auch   die   in   dem  letzteren   ent- 


*)  Vergl.  das  vorhergehende  Citat. 
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haltene  Summe,  die  Differenz,  das  Product  und  der  Quotient 
von  ö,  7]  algebraisch  in  Bezug  auf  J.,  und  folglich  ist  der  In- 
begriff aller  in  Bezug  auf  A  algebraischen  Zahlen  ein  Körper. 

Es  ist  vortheilhaft,  dem  Symbol  (jB,  ä)  auch  dann  eine  Be- 
deutung beizulegen  und  zwar  (B,  J.)  =  0  zu  setzen*),  wenn  B 
nicht  endlich  in  Bezug  auf  Ä  ist.  Hierdurch  erreicht  man 
nämlich,  wie  der  Leser  leicht  finden  wird,  dass  die  in  den  beiden 
Gleichungen  (2),  (4)  enthaltenen  Sätze  ohne  jede  Voraussetzung 
für  beliebige  Körper  J.,  i?,  C  gelten.  Vertauscht  man  nun  die 
letzteren  mit  einander,  so  erhält  man  gewisse  Reciprocitäten  und 
andere  Beziehungen,  wie  z.  B. 

(B,  C)  (C,  A)  {A,  B)  =  (C,  B)  {A,  C)  (B,  A),  (6) 

deren  tiefere  Bedeutung  aber  erst  durch  die  nachfolgenden  Unter- 
suchungen erkannt  werden  kann. 


§.  165. 

Wir  verbinden  jetzt  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
erklärten  Begriffe  mit  einander  und  nehmen  an,  der  Körper  Ä 
sei  ein  Divisor  des  Körpers  itf,  und  it  sei  eine  Permutation  des 
letzteren;  der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir,  w^enn  co  irgend  eine 
Zahl  in  M  bedeutet,  mit  a'  die  conjugirte  Zahl  cjjt.  Bilden  nun 
die  in  M  enthaltenen  m  Zahlen  Oj ,  0.2  •  •  .  «m  ein  nach  Ä  redu- 
cibeles  System  T,  giebt  es  also  m  Zahlen  «i ,  a2  .  .  .  »^  in  ^,  die 
der  Bedingung 

genügen  und  nicht  alle  verschwinden,  so  folgt  hieraus,  weil 
0'  =  0  ist,  auch 

a\  co'i   -f  a'2  ö'a   -f  •  •  •  +  Ct'm  ö'm  =  0, 

und  da  einer  von  Null  verschiedenen  Zahl  a  in  Ä  immer  eine 
von  Null  verschiedene  Zahl  a'  in  u^Tt  entspricht,  so  ist  das  in 
Mn  enthaltene,  aus  den  m  Zahlen  o'i,  w'a  •  •  •  «'m  bestehende 
System  Tit  reducihel  in  Bezug  auf  A%.  Da  ferner  jede  Zahl  a' 
des  Körpers  Mit  durch  die  inverse  Permutation  je""^  in  eine 
Zahl  G)  des  Körpers  M  übergeht,  so  ist  umgekehrt  das  System  T 


*)  Wenn  man  es  vorzieht,   so  mag   man  (5,  ^)  =  00   setzen,   was   im 
Wesentlichen  denselben  Erfolg  hat. 
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gewiss  reducibel  nach  A,  wenn  das  System  Ttv  reducibel  nach 
An  ist.     Wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

1.  Ist  der  Körper  M  ein  Multiplum  des  Körpers  A^  und  n 
eine  Permutation  von  M^  so  ivird,  je  nachdem  das  in  M  enthaltene 
System  T  reducibel  oder  irreducibel  nach  A  ist^  das  System  Tn 
auch  reducibel  oder  irreducibel  nach  An  sein. 

Wenden  wir  dies  auf  den  Fall  an,  wo  M  das  Product  der 
beiden  Körper  A,  B  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz: 

IL  Ist  %  eine  Fermutation  des  Froductes  AB  der  beiden 
Körper  A^  B^  so  ist 

(B,  A)  =  (B7t,  An). 

Hierauf  schreiten  wir  zum  Beweise  des  folgenden  Funda- 
mentalsatzes : 

III.  Ist  der  Körper  B  endlich  in  Bezug  auf  den  Körper  A^ 
und  cp  eine  Fermutation  von  A,  so  ist  der  Grad  (B,  A)  die  Anzahl 
aller  derjenigen  verschiedenen  Fermutationen  n  des  Froductes  AB, 
tvelche  3Iultipla  von  cp  sind.  Zugleich  ist  A  der  Körper  und  cp 
der  Best  des  Systems  n  dieser  Fermutationen  %. 

Derselbe  leuchtet  für  den  Fall  (5,  JL)  ==  1  unmittelbar  ein, 
weil  dann  B  ein  Divisor  von  A^  also  AB  =  A,  mithin  noth- 
wendig  7i  =  (p  sein  muss.  Um  ihn  allgemein  zu  beweisen,  wenden 
wir  die  vollständige  Induction  an;  wir  nehmen  an,  er  sei  schon 
für  alle  Fälle  bewiesen,  wo  der  Grad  (B,  A)  <  n  ist,  und  zeigen, 
dass  er  dann  auch  für  (B^A)  =  n  gilt. 

Hierbei  müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden,  deren  erster 
dann  eintritt,  wenn  es  einen  dritten  Körper  K  giebt,  der  ein 
echter  Divisor  von  AB  und  zugleich  ein  echtes  Multiplum  von  A 
ist.  Setzen  wir  {AB^  K)  =  p^  (X,  A)  =  q^  so  ist  (nach  den 
Sätzen  VIII  und  X  in  §.  164)  n  =  (B ,  A)  ^  {AB,  A)  == 
(J  i?,  K)  (Ä',  A)  =  pq,  und  da  K  verschieden  von  AB  und  A 
ist,  so  ist  jeder  der  beiden  Grade  p,  g>  1  und  folglich  auch<  w. 
Nach  unserer  Annahme  giebt  es  daher  q  und  nur  q  verschiedene 
Permutationen 

Xii  X'i  '  '  '  Xq 

des  Körpers  AK^=  K,  welche  Multipla  von  cp  sind,  und  wenn 
Xr  irgend  eine  dieser  Fermutationen  ist,  so  giebt  es  p  und  nur 
p  verschiedene  Permutationen 

^r,  1 ,    ^r,  2    •   •   •   ^r,  p 
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des  Körpers  AB K  =  AB^  welche  Multipla  von  ir  sind,  und 
jede  dieser  Permutationeii  jr,.,«  ist  (nach  §.  163)  zugleich  Multi- 
plum  von  (p.  Da  ferner  jeder  Permutation  71  des  Körpers  AB^ 
welche  Multiplum  von  (p  ist,  immer  eine  und  nur  eine  Permu- 
tation %  von  K  entspricht,  welche  Divisor  von  %  und  folgUch 
ebenfalls  Multiplum  von  (p  ist,  so  sind  die  oben  erhaltenen 
n  Permutationen  TCr^si  welche  den  (/Werthen  r  und  denj^Werthen 
s  entsprechen,  alle  von  einander  verschieden ,  und  ausser  diesen 
n  Permutationen  Tty^s  kann  es  keine  andere  Permutation  %  von 
AB  geben,  die  ein  Multiplum  von  cp  wäre.  Also  ist  in  diesem 
Falle  unser  Satz  über  die  Anzahl  der  Permutationen  tc  bewiesen. 

Im  entgegengesetzten  zweiten  Falle,  wo  es  keinen  Körper  K 
von  der  obigen  Beschaffenheit  giebt,  wählen  wir  aus  B  (oder 
auch  aus  AB)  eine  nicht  in  A  enthaltene  Zahl  (1  ^  was  stets 
möglich  ist,  weil  w>  1,  also  B  nicht  Divisor  von  A  ist.  Dann 
muss  der  aus  A  durch  Adjunction  von  0  erzeugte  Körper 
A{ß)  =  AB  sein,  weil  er  Divisor  von  AB  und  zugleich  Multi- 
plum von  A^  aber  verschieden  von  A  ist,  und  die  in  Bezug  auf 
A  algebraische  Zahl  6  ist  (nach  IX  in  §.  164)  gewiss  vom  Grade 
n  =  (jBf,  A) ;  der  Körper  A  (0)  besteht  aus  allen  Zahlen  cc  von 
der  Form 

a  =  F(0)  =  X,  ö»-i   +  X,  Ö"-2  +  •  •  •  +  Xn-iO  +  Xn,       (1) 

wo  die  n  Coefficienten  oder  Coordinaten  x  willkürliche  Zahlen  in 
A  bedeuten,  und  zwar  ist  jede  Zahl  a  nur  auf  eine  einzige  Art 
so  darstellbar,  weil  die  n  Potenzen  (P^—^  ...  0^1  "fein  nach  A 
irreducibeles  System  bilden.  Die  Zahl  0  ist  die  Wurzel  einer 
bestimmten,  nach  A  irreducibelen  Gleichung 

/(Ö)  =  ö»  -f  «1  Ö»-i  +  «2  Ö"-2  +  .  .  .  +  an-iO  -f  an  =  0,     (2) 

deren  Coefficienten  a,.  zugleich  die  Coordinaten  der  Zahl  —  ()"■ 
sind*). 

Wir  suchen  nun  alle  etwa  vorhandenen  Permutationen  tc 
dieses  Körpers  A(6)^  welche  Multipla  von  der  gegebenen  Per- 
mutation (p  des  Körpers  A  sind.  Der  Einfachheit  halber  setzen 
wir,  wenn  x  irgend  eine  Zahl  in  A  bedeutet,  die  aus  ihr  durch 
9p  erzeugte,  also  gegebene  Zahl 

x<p  =  x']  (3) 

*)  Es    ist   gut,    zu    bemerken,   dass    alles    Folgende    für  jeden  solchen 
Körper  A  {())  gilt,  der  aus  einer  Zahl  ü  vom  Grade  n  entspringt. 
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dann  muss,  weil  %  ein  Multiplum  von  (p  sein  soll,  auch 


X7C 


X 


All 


(4) 


sein,  und  da  alle  Zahlen  a  des  Körpers  Ä  B  rational  aus  Zahlen 
X  und  der  einzigen  Zahl  0  gebildet  sind,  so  wird  die  Permutation 
n  vollständig  bestimmt  sein,  sobald  auch  Oit  bekannt  ist;  setzen 
wir  der  Kürze  halber  diese  Zahl 

On^Tl,  (5) 

so  folgt  aus  (1)  und  (2),  dass  jede  in  der  Form  (1)  dargestellte 
Zahl  a  durch  tc  in  die  zugehörige  Zahl 


an  ==  "^{t])  = 


V 


n — 1 


+    X',r-'-    H -f    X'n-l  n  -f  X'n       (6) 


Übergeht,  und  dass  iq  eine  Wurzel  der  bestimmten  Gleichung 

f  (t?)  ^  t?«  +  a\  r-'  4-  tt'2  r-'  H +  a'n-i  V  -f  d'n  =  0     (7) 

sein  muss.  Umgekehrt,  wenn  rj  eine  bestimmte  Wurzel  dieser 
Gleichung  (7)  bedeutet,  so  ist,  weil  jede  Zahl  a  des  Körpers 
Ä{0)  stets  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form  (1)  dar- 
stellbar ist,  durch  das  Gesetz  (6),  worin  (4)  und  (5)  als  specielle 
Fälle  enthalten  sind,  eine  Abbildung  7t  dieses  Körpers  vollständig 
bestimmt,  und  wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  dieselbe  wirklich 
eine  Permutation  ist.  Hierzu  brauchen  wir  (nach  §.  161)  nur  zu 
zeigen,  dass  für  je  zwei  Zahlen  a,  ß  des  Körjjers  AB  die  beiden 

Gesetze 

(cc  -^  ß)7t  =  ccTt.  ^  ßn  (8) 

(aß)  7t    ==(a7t){ß7t)  (9j 

gelten.  Bezeichnet  man  mit  yr  die  Coordinaten  von  ß^  so  sind 
Xr  -{-  yr  diejenigen  von  a  -\-  ß]  äa,  nun  cp  eine  Permutation  von 
A,  also  (Xr  +  yr)'  =  ^'r  +  v'r  ist,  SO  crgicbt  sich  aus  (6)  un- 
mittelbar das  Gesetz  (8).  Da  dasselbe  natürlich  auch  für  Summen 
von  mehr  als  zwei  Gliedern  gilt,  und  da  jede  Zahl  ß  eine  Summe 
von  Producten  ist,  deren  Factoren  theils  in  A  enthalten,  theils 
=  0  sind,  so  erkennt  man  leicht,  dass  das  Gesetz  (9)  nur  noch 
für  die  beiden  Fälle  zu  beweisen  ist,  wo  ß  entweder  eine  belie- 
bige Zahl  y  des  Körpers  A  oder  =  0  ist.  Da  nun  die  Coordi- 
naten yXr  des  Productes  ay  durch  die  Permutation  cp  in  (yXr)' 
z=y'x'r  übergehen,  so  folgt  aus  (6)  der  erste  Fall  (ay)7t  =(a7t)y'i 
und  ebenso  leicht  ergiebt  sich  der  zweite  Fall  {ad) 7t  =  (a7r)rj^ 
wenn  man  bedenkt,  dass  zufolge  (2),  (6),  (7)  auch  (ö")  :r  =  ^"  ist. 
Hiermit    ist    der    Beweis    geliefert,    dass    jeder  Wurzel    i]    der 
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Gleichung  (7)  wirklich  eine  durch  (6)  definirte  Permiitafion  tc 
des  Körpers  AB  entspricht,  welche  ein  Multiplum  von  cp  ist*). 
Zugleich  folgt  aus  dem  Satze  I,  dass  die  n  Potenzen 
rj*^~'^  .  .  .  i^,  1  ein  irreduciheles  System  in  Bezug  auf  den  Körper 
ÄTt  ==  Äcp  bilden.  Nun  giebt  es  nach  dem  zuerst  von  Gauss 
bewiesenen  Hauptsatze  der  Algebra  im  Allgemeinen  n  verschie- 
dene Wurzeln  rj  der  Gleichung  (7),  und  ihre  Anzahl  ist  bekannt- 
lich nur  dann  kleiner  als  w,  wenn  wenigstens  eine  dieser  Zahlen 
rj  zugleich  der  Bedingung 

f  (ri)  =  nri''-'^  -\-(n  —  l)  a\  tj«-^  -f  (n— 2)  a'^  j?"-^  -j [-  a'„_i  =  0 

genügt;  da  dies  aber  mit  der  eben  bewiesenen  Irreducibilität  im 
Widerspruch  stehen  würde,  so  hat  die  Gleichung  (7)  wirklich 
n  verschiedene  Wurzeln  t]^  und  es  giebt  folglich  genau  n  ver- 
schiedene Permutationen  ti  des  Körpers  AB^  welche  Multipla 
von  cp  sind,  was  zu  beweisen  war. 

Nachdem  hiermit  der  Satz  III,  soweit  er  von  der  Anzahl 
der  Permutationen  7t  handelt,  allgemein  bewiesen  ist,  können 
wir  auch  seinen  letzten  Theil  leicht  erledigen.  Denn  wenn  K 
den  Körper^  und  %  den  Best  des  Systems  77  bedeutet,  so  besteht 
K  (nach  §.  163)  aus  allen  zu  77  einwerthigen  Zahlen,  ist  also 
Multiplum  von  A  und  Divisor  von  AB^  und  seine  Permutation  % 
ist  Multiplum  von  (p\  setzt  man  wieder  {AB^  K)z=p^  (K^A.)  =  q^ 
so  ist  n  =  i?  3,  und  nach  dem  schon  bewiesenen  Theile  des  Satzes 
ist  p  die  genaue  Anzahl  derjenigen  verschiedenen  Permutationen 
von  AB^  welche  Multipla  von  %  sind;  unter  diesen  befinden  sich 
aber  gewiss  die  n  Permutationen  jr,  und  folglich  ist  p^n^  mithin 
p  :zzz:  n^  q  =  l^  K  z=  A^  %  ^=  cp^  was  zu  beweisen  war.  — 

Nachdem  der  Fundamentalsatz  III  vollständig  bewiesen  ist, 
bemerken  wir  zunächst,  dass  die  auf  B  bezüglichen  Divisoren  i^ 
der  n  Permutationen  tt  ebenfalls  von  einander  verschieden  sind, 
weil    (nach  §.  163)  jede  Permutation  it   des  Productes  AB  um- 


*)  Bedeuten  (wie  in  §.  164)  f{t),  F{t%  /i  (0  •  •  •  ganze  Functionen  der 
Variahelen  t,  deren  Coelficienten  c  in  ^  enthalten  sind,  und  gehen  aus 
ihnen  resp.  die  Functionen  f  (t),  i^  (t),  fj  (t)  .  .  .  dadurch  hervor,  dass  jeder 
Coefficient  c  durch  c'  =^  C(p  ersetzt  wird,  so  folgen,  weil  cp  eine  Permu- 
tation von  A  ist,  aus  den  Identitäten  7^(0  -j-  F-^{t)  =  J'\(t)j  F{t)F^{f) 
=  /(0/i  (0  +  7^3(0  immer  die  Identitäten  |^  (0 -f  3?i  (0  =  ^2  (0,  S  (0  5i  (0 
=  !  (0  fi  (^)  ~l~  1^3  (0-  Hierin  liegt  offenbar  ein  Bew^eis  der  Gesetze  (8)  und 
(9),  von  welchem   der  oben   im  Text  gegebene  nur   eine  ümschreibunj^  ist. 
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gekehrt  durch  ihre  auf  Ä.  B  bezüglichen  Divisoren  qp,  i/;  voll- 
ständig bestimmt  ist.  Der  Körper  des  Systems  'F  dieser  n  mit 
(p  einigen  Permutationen  il)  ist,  wie  unmittelbar  einleuchtet,  der 
grösste  gemeinsame  Divisor  D  von  A,  B,  und  der  Rest  von  ^ 
ist  der  auf  J)  bezügliche  Divisor  von  cp. 

Ist  ferner  q)'  ebenfalls  eine  Permutation  von  Ä,  also  q)~^  (p 
eine  Permutation  von  Acp^  und  77'  das  System  derjenigen  n  Per- 
mutationen Ji'  von  AB,  welche  Multipla  von  q)'  sind,  so  sind, 
wenn  tc  eine  bestimmte  Permutation  in  72  bedeutet,  die  n  Per- 
mutationen 7t-^7t'  des  Körpers  {AB)n  verschieden  und  zugleich 
Multipla  von  qp~^  9'  (nach  §.  163),  und  da  der  Körper  (AB)  7t 
zufolge  II  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  A(p  ist,  so  kann  es  zu- 
folge III  ausser  diesen  n  Permutationen  tc-'^  7t\  durch  welche 
(AB)jt  in  die  n  Körper  (AB)7i'  übergeht,  und  deren  Complex 
zweckmässig  durch  n-^  77'  bezeichnet  wird,  keine  andere  Per- 
mutation von  (AB) 7t  geben,  die  zugleich  Multiplum  von  (p~~^(p' 
wäre;  es  ist  also  Aq)  der  Körper,  (p—^q)'  der  Rest  des  Systems 
:r-i77'.  — 

Von  jetzt  ab  wollen  wir  nur  noch  den  speciellen  Fall  be- 
trachten, in  welchem  q)  die  identische  Permutation  von  A  ist; 
dann  sind  in  den  Systemen  77,  ^F  offenbar  auch  die  identischen 
Permutationen  von  AB^  B  enthalten;  A  ist  der  Inbegriff  aller 
Zahlen  in  AB^  welche  durch  jede  Permutation  7t  in  sich  selbst 
übergehen,  und  ebenso  ist  D  der  Inbegriff'  aller  Zahlen  in  B, 
welche  durch  jede  Permutation  t/^  in  sich  selbst  übergehen.  Be- 
deutet nun  T  irgend  eine  in  ^^  enthaltene  Reihe  von  n  Zahlen 
0)1,  G>2  .  .  .  «ni  und  sind  jrj ,  %  .  .  .  7t ^  die  in  einer  bestimmten 
Folge  geordneten  Permutationen  in  77,  so  wollen  wir  die  aus 
den  n^  Elementen  cDyTTs  gebildete  Determinante 


WjL  Tti  ,   (02  ^1    •    .   .    ß^n  ^1 
Wj  ~2  1   ^2  ^2    •   •   •    ^n  ^i 


(T) 


10) 


setzen  und  kurz  die  Determinante  des  Systems  T  nennen.    Dann 
gilt  folgender  Satz: 

IV.  Bie  erforderliche  und  hinreichende  Bedingung  dafm\ 
dass  das  System  T  irreducibel  nach  A  ist  und  folglich  eine 
Basis   von  AB  bildet^  besteht  dar  in  ^  dass  die  Determinante  (T) 


9 
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nicht  verschwindet;  und  der  Quotient  von  je  zwei  solchen  Deter- 
minanten (T)  ist  in  A  enthalten. 

Denn   wenn    T  irreducibel    ist,    so    kann    jede   Zahl    a    der 
Scliaar  AB  in  der  Form 

CC  =  XiCJi    -\-    X.2CJ2    -\-    '   '   '    -\-    XnCOn  (ll) 

dargestellt    werden,    wo    die    Zahlen   Xy    die   in    A    enthaltenen 
Coordinaten  von  a  bedeuten,  und  folglich  ist  zugleich 

ans  =  x^  {a^Tt,^  -f  x^  (ö^tTs)  -|-  •  •  •'  +  ^(^„(«„Tr^).  (12) 

Ist  nun  U  ein  System   von  n  solchen   Zahlen  ol^,  a^  ...  «„, 
und  ay^s  die  s*^  Coordinate  von  a^.,  so  ist 

«,.    =r  a,.  1  CTi    -f-    «,.,2  «-2    -f-    •   •   •    +    Clr^nGin  (13) 

«r^s  =  Öfr,  1  («1  ^s)  +  «r,  2  («2  ^*)  +  *   '   *  +  ^r^nio^n  ^s) 

.und    folglich   nach    dem    bekannten    Satze    der    Determinanten- 
Theorie 

{U)  =  a{n  (U) 

wo  a  die  aus  den  Coordinaten  a^,«  gebildete  Determinante 


a 


^1,  1  1    ^1,  2    •    •    •  ^1,  « 
^2,1  1    ^^^2,2     •    •    •    ^'^2,  n 


(15) 


bedeutet,  also  in  A  enthalten  ist.  Da  nun  nach  einem  früheren 
Satze  (am  Schlüsse  von  §.  Ißl)  in  AB  gewiss  ein  System  U 
existirt,  dessen  Determinante  .{ü)  nicht  verschwindet,  so  folgt 
aus  (14),  dass  {T)  von  Null  verschieden  ist*).  Wenn  aber 
zweitens  T  reducibel  ist,  so  giebt  es  n  Zahlen  ^r^  in  JL,  welche 
nicht  sämmtlich  verschwinden,  für  welche  aber  die  Summe  «  in 
(11),  also  auch  alle  n  Summen  a;rs  in  (12)  verschwinden,  und 
hieraus  folgt  bekanntlich,  dass  auch  (T)  =  0  ist,  was  zu  be- 
weisen war. 

Unter  der  in  Bezug  auf  A  genommenen:  ^on?^  des  Körpers  B 
verstehen  wir  das  Product  P  der  n  conjugirten  Körper  Bn 
oder  5  t/;,  in  welche  jB  durch  die  n  Permutationen  i>  des  Sy- 
stems W  übergeht;  da  unter  diesen  sich  auch  die  identische 
Permutation    von   B  befindet,    so    ist    die    Norm    P   immer    ein 


*)  Man  vergleiche  hiermit  den  Satz  IV  in  §.  164. 
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Multiplum  von  B.  Offenbar  ist  ÄP  zugleich  die  Norm  von  ÄB^ 
weil  Ä7C  =  Ä^  also  (ÄB)7C  =  Ä(Bi^)  ist,  und  aus  dem  Beweise 
des  vorhergehenden  Satzes  ergiebt  sich  leicht  der  folgende: 

Y.  Ist  P  die  Norm  des  Körpers  B  in  Bezug  auf  A^  und  Q 
der  grösste  gemeinsame  Divisor  von  P  und  J.,  so  ist  (jB,  ä)  =  (B,  Q). 

Denn  wenn  man  aus  B  ein  nach  Ä  irreducibeles  System  T 
von  n  Zahlen  «j ,  C02  •  .  •  (x>n  wählt,  so  ist  jede  Zahl  a  des  Kör- 
pers B  in  der  Form  (11)  darstellbar;  da  nun  die  Determinante 
(T)  nicht  verschwindet,  und  da  alle  in  (12)  auftretenden  Zahlen 
a:r,  cjr^  in  P  enthalten  sind,  so  gilt  dasselbe  von  den  Coordi- 
naten  Xr^  welche  mithin  gewiss  dem  Körper  Q  angehören;  das 
nach  J-,  und  folglich  auch  nach  Q  irreducibele  System  T  wird 
daher  durch  Hinzufügung  jeder  in  B  enthaltenen  Zahl  a  redu- 
cibel  nach    Q,  und  folglich  ist  (5,  Q)  =  n,  was  zu  beweisen  war.  • 

Bedeutet  ferner  6  eine  beliebige  Zahl  in  AB,  und  T  das 
System  der  n  Potenzen  Ö"~^ ,  Ö"~"^  .  .  .  ö,  1 ,  so  ist  die  Determi- 
nante (T),  wie  wir  schon  früher  (am  Schlüsse  von  §.  161)  be- 
merkt haben,  das  Product  der  sämmtlichen  Differenzen  ßjCr  —  ö^r^, 
wo  r<s^  und  folglich  wird  das  System  T  stets  und  nur  dann 
irreducihel  nach  J.,  wenn  ö  eine  n-tverthige  Zahl  zu  77  ist;  da 
nun  jede  in  AB  enthaltene  Zahl  (nach  §.  164,  VIII)  algebraisch 
in  Bezug  auf  A  und  höchstens  vom  Grade  n  ist,  so  folgt  hier- 
aus, dass  jede  n-werthige  Zahl  6  und  keine  andere  vom  Grade  n 
ist.  Da  ferner  das  System  ^F  aus  n  verschiedenen  Permutationen 
il^  des  Körpers  B  besteht,  so  giebt  es  in  B  (nach  §.  161)  un- 
endlich viele  Zahlen  ö,  welche  n-werthig  zu  \F^  also  auch  zu  77 
sind,  und  wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

VI.  Ist  B  ein  Körper  n*^^  Grades  in  Bezug  auf  J.,  so  gieht 
es  in  B  auch  unendlich  viele  Zahlen  0  vom'  Grade  n  in  Bezug 
auf  J.,  und  zugleich  ist  A  (6)  :=  AB. 

Wenn  umgekehrt  ein  Körper  B  aus  lauter  Zahlen  besteht, 
die  algebraisch  in  Bezug  auf  A  sind,  und  deren  Grade  eine 
endliche  Höhe  nicht  überschreiten,  so  ergiebt  sich  aus  den  vor- 
hergehenden Sätzen  ohne  Schwierigkeit,  dass  B  endlich  in  Bezug 
auf  A  ist.  Ein  anderes,  ebenfalls  charakteristisches  Kriterium 
dieser  Endlichkeit  besteht  darin,  dass  die  Anzahl  aller  der  ver- 
schiedenen Körper  Z",  welche  Multipla  von  A  und  zugleich  Divi- 
soren von  AB  sind,  endlich  ist.  Wir  wollen  hier  aber  nur  auf 
den   einen   Theil  dieses   Satzes  eingehen,   indem  wir  wieder  an- 
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nehmen ,  B  sei  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  J.,  und  mit  77  das 
System  der  n  Permutationen  7t  von  AB  bezeichnen,  welche 
Multipla  der  identischen  Permutation  (p  von  Ä  sind;  setzt  man 
{AB^  K)  =  p,  (AT,  A)  =  q,  so  ist  n  =  pq,  und  K  ist  (nach  VI) 
von  der  Form  A(a),  wo  oc  eine  in  K,  also  auch  in  ^^  ent- 
haltene Zahl  vom  Grade  q  bedeutet,  und  umgekehrt  erzeugt  jede 
Zahl  a  in  AB  einen  solchen  Körper  K  ^=  A(a).  Nun  giebt  es 
(nach  III)  q  verschiedene  Permutationen  %  ^^^  ^5  welche 
Multipla  von  cp  sind,  und  durch  welche  a  in  q  verschiedene 
Werthe  cc%  übergeht;  jede  bestimmte  solche  Permutation  %  ist 
wieder  der  Rest  eines  Systems  77'  von  p  Permutationen  jr', 
welche  einen  und  denselben  Werth  aji'  =  kx  erzeugen,  und  das 
System  71  besteht  aus  diesen  q  Complexen  77'.  Da  nun  umgekehrt 
K  durch  jeden  einzelnen  Complex  77'  als  zugehöriger  Körper 
■  (nach  §.  163)  vollständig  bestimmt  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die 
Anzahl  solcher  Körper  K  endlich  ist,  weil  ein  endliches  System  77 
auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Theilen  77'  besitzt.  —  Auf 
den  Beweis  der  Umkehrung,  welcher  zwar  nicht  schwierig  ist, 
aber  doch  einige  Hülfssätze  erfordert,  müssen  wir  der  Kürze 
halber  hier  verzichten. 

Für  die  Algebra  bildet  nun  die  vollständige  Bestimmung 
aller  dieser  Körper  K  und  die  Untersuchung  ihrer  gegenseitigen 
Beziehungen  die  wichtigste  Aufgabe,  deren  Lösung  von  La- 
grange"^)  begonnen  und  endlich  von  Galois"^*)  zu  einem  systemati- 
schen Abschluss  durch  die  Theorie  der  Gruppen  gebracht  ist. 
Obgleich  wir  auf  die  letztere  selbst  nicht  näher  eingehen  können, 
so  wollen  wir  doch  von  unserem  Standpuncte  aus  noch  andeuten, 
worin  diese  Zurückführung  besteht. 


§.  166. 

Ein  System  77  von  n  verschiedenen  Körper-Permutationen  tc 
heisst  eine  Gruppe^  wenn  jede  mit  jeder  zusammensetzbar,  und 
wenn  die  Resultante  immer  in  77  enthalten  ist. 


*)   Beflexions   sur   la   resolution    algehrique    des    equations   (Mem,    de 
l'Acad.  de  Berlin.  1770,  1771.  —  OEuvres  de  L.  Tome  III). 

**)  Sur  les  conditions  de  resoluhilite  des  equations  par  radicaux  (Liou- 
ville's  Journal,  t.  XI,  1846). 
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Aus  dieser  Erklärung  folgt  zunächst,  dass  die  in  einer 
Gruppe  n  enthaltenen  Permutationen  :i;  sich  alle  auf  einen  und 
denselben  Körper  beziehen,  und  dass  dieser  Körper  M  durch 
jede  Permutation  tc  in  sich  selbst  übergeht.  Bedeutet  ferner  tc' 
eine  bestimmte  dieser  n  Permutationen,  während  7t  sie  alle  durch- 
läuft, so  sind  die  w  Resultanten  jtTt'  (nach  §.  162)  alle  verschieden^ 
mithin  ist  ihr  Complex  identisch  mit  TT;  es  giebt  daher,  wenn 
7t\  7t"  zwei  bestimmte  Permutationen  sind,  immer  eine  und  nur 
eine  Permutation  tt,  welche  der  Bedingung  7t7t''=  7t"  genügt. 
Nimmt  man  7t'  =  7t'\  so  ergiebt  sich,  dass  in  TT  auch  die  identische 
Permutation  von  M  enthalten  ist.  Auf  diesen  Eigenschaften  einer 
Gruppe  beruht  der  folgende  Fundamentalsatz: 

I.  Besteht  eine  Gruppe  TI  aus  .n  verschiedenen  Permutationen 
7t  des  Körpers  M^  und  ist  A  der  Körper  von  U^  so  ist  (Jf,  Ä)  =  n, 
und  der  Best  von  TT  ist  die  identische  Bermutation  von  A. 

Um  dies  zu  beweisen,  wählen  wir  (nach  §.  161)  aus  ilT  ein 
System  von  n  Zahlen  ay  so  aus,  dass  die  aus  den  n'^  Zahlen  arTt 
gebildete  Determinante  nicht  verschwindet;  dann  giebt  es,  wenn 
03  irgend  eine  bestimmte  Zahl  in  M  bedeutet,  ein  und  nur  ein- 
System  von  n  Zahlen  Xr^  welche  den  n  linearen  Gleichungen 

(xi7t  =  X^  («1  7t)    -f-    X^iof,^'^)   -\-    •   •  •    +    OCn  («»  7t)  (1) 

genügen;  da  alle  hier  auftretenden  Zahlen  cotc^  a7t  in  M  ent- 
halten sind,  so  gilt  dasselbe  auch  von  diesen  n  Zahlen  Xr^  und 
folglich  entspringt,  wenn  7t'  eine  bestimmte  Permutation  in  TT 
bedeutet,  aus  dem  vorstehenden  System  (1)  das  folgende 

cö  TT  jr'  =  {Xi  7t')  («1  7t7t')  -f  (^2  ^')  («2  :r  jr')  -^ \-  {x^  7t')  (a„  n'), 

welches,  weil  7t  7t'  zugleich  mit  7t  das  ganze  System  TT  durchläuft, 
auch  in  der  Form 

CJTt  =  (X-L  7t')  («1  7t)    -f    {X2  7t')  («2  ^)    -h    •   •   •    +    {^n  ^')  («n  ^) 

dargestellt  werden  kann;  durch  Vergleichung  mit  (1)  ergiebt  sich 
hieraus  Xr  7t'  =  x,.,  und  folglich  sind  die  n  Zahlen  Xr  in  dem 
Körper  A  enthalten,  welcher  (nach  §.  163)  aus  allen  zu  TT  ein- 
werthigen  Zahlen  besteht.  Da  unter  den  Permutationen  7t  sich  auch 
die  identische  Permutation  von  M  befindet,  so  folgt  aus  (1),  dass 
jede  Zahl  cd  des  Körpers  M  in  der  Form 

CO   z=  X^CCl    -\-    X.2OC.2    -{-'-'    -{-    Xn  ein 

darstellbar  ist,  wo  die  Coefficienten  Xr  dem  Körper  A  angehören; 
mithin   ist  M  endlich   in  Bezug   auf  A,  und  zwar  (JT,  A)  ^  n]. 

31* 
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da  es  aber  n  verschiedene  Permutationen  n  von  M  giebt,  welche 
Multipla  der  identischen  Permutation  von  A  sind,  so  folgt  (nach 
§.  165,  III),  dass  (ilf,  Ä)  =  t?,  und  dass  das  System  der  n  Zahlen 
a,-  irreducibel  nach  A  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Bildet  nun  ein  Theil  der  Gruppe  77  ebenfalls  eine  Gruppe  77\ 
welche  aus  p  Permutationen  %'  besteht,  so  ist  der  zu  77'  gehörige 
Körper  A'  Divisor  von  M  und  Multiplura  von  A^  weil  jede  zu  77 
einwerthige  Zahl  auch  einwerthig  zu  77'  ist,  und  zugleich  ist 
n  =  pq,  wo  p  =  {M^  A')^  q  =  {A'yA)\  bezeichnet  man  ferner, 
wenn  it  eine  bestimmte  Permutation  in  77  bedeutet,  %'  aber  alle 
Permutationen  der  Gruppe  77'  durchläuft,  mit  TL' it  den  Complex 
der  p  Resultanten  ii'n^  und  mit  cp'  den  Rest  von  77 'tt,  so  besteht 
die  Gruppe  77  aus  q  verschiedenen  Complexen  77':;r,  und  deren 
Reste  cp'  stimmen  überein  mit  denjenigen  q  Permutationen  des 
Körpers  J.',  welche  Multipla  der  identischen  Permutation  von  A 
sind.  Umgekehrt,  wenn  ein  Körper  A'  Divisor  von  M  und  Multi- 
plura von  A  ist,  so  bilden,  wie  man  leicht  sieht,  diejenigen  Per- 
mutationen von  M^  welche  Multipla  der  identischen  Permutation 
von  A'  sind,  eine  in  77  enthaltene  Gruppe  77-,  und  A'  ist  der 
zu  77'  gehörige  Körper.  Ist  ferner  77"  ebenfalls  eine  in  77  ent- 
haltene Gruppe,  und  A"  der  zugehörige  Körper,  so  bilden  die 
den  beiden  Gruppen  77',  77"  gemeinsamen  Permutationen  wieder 
eine  Gruppe;  und  der  zugehörige  Körper  ist  das  Product  A'  A". 

Hieraus  erkennt  man,  dass  die  vollständige  Bestimmung  aller 
dieser  Körper  A\  A"  .  .  .  und  die  Untersuchung*  ihrer  gegen- 
seitigen Beziehungen  vollständig  erledigt  wird  durch  die  Bestim- 
mung aller  in  der  Gruppe  77  enthaltenen  Gruppen  77',  77"  .  .  ., 
und  diese  Aufgabe  gehört  in  die  allgemeine*)  Theorie  der  Gruppen. 

Nun  lässt  sich  der  allgemeine  Fall  (§.  165),  wo  (7?,  ^)  =  w  >  0, 
und  wo  es  sich  um  die  Bestimmung  aller  Körper  K  handelt,  die 
Multipla  von  J.  und  zugleich  Divisoren  von  AB  sind,  leicht  auf 
den  eben  besprochenen  zurückführen.  Bedeutet  cp  wieder  die 
identische  Permutation  von  A^  und  77  das  System  der  n  Per- 
mutationen 7t  von  AB^  welche  Multipla  von  (p  sind,  so  haben 
wir  schon  bemerkt,  dass  die  Norm  von  i?,  d.  h.  das  Product  P 
der  n  Körper  Bit^  ein  Multiplum  von  B  ist.     Wenn  nun  P  =  B^ 


*)  Schon  in  meinen  Göttinger  Vorlesungen  (1857  — 1858)  habe  ich  diese 
Theorie  in  der  Weise  vorgetragen,  dass  sie  für  Gruppen  n  von  beliebigen 
Elementen  n  gilt. 
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also  B  seine  eigene  Norm  ist,  soll  B  ein  Normdlkörper  in  Bezug 
auf  A  heissen;  dieser  Fall  tritt  stets  und  auch  nur*)  dann  ein, 
wenn  alle  Körper  B%  identisch  mit  B  sind,  und  offenbar  ist 
dann  auch  AB  normal  in  Bezug  auf  A.  Ist  nun  das  Letztere 
der  Fall  —  was,  wie  wir  doch  bemerken  wollen,  auch  eintreten 
kann,  ohne  dass  B  normal  in  Bezug  auf  ^  ist  — ,  so  überzeugt 
man  sich  leicht,  dass  11  eine  Gruppe  ist,  und  dass  Alles,  was 
oben  von  dem  Körper  M  gesagt  ist,  für  diesen  Körper  AB  gilt. 
Ist  aber  AB  (und  folglich  auch  B)  nicht  normal  in  Bezug  auf 
A^  so  ist  doch  immer  die  Norm  P  von  B  und  folglich  auch  AP 
normal  in  Bezug  auf  A\  ist  nämlich  %  eine  bestimmte  Permu- 
tation von  AP  und  zwar  Multiplum  von  9,  so  sind  (nach  §.  165) 
die  auf  die  n  Körper  ABn  bezüglichen  Divisoren  von  %  von  der 
Form  7t—'^7c\  wo  %'  gleichzeitig  mit  tc  alle  in  TI  enthaltenen  Per- 
mutationen durchläuft**),  und  folglich  ist  {AP)i  =  AP,  d.  h. 
AP  (und  ebenso  auch  P)  ist  normal  in  Bezug  auf  A,  das 
System  X  aller  Permutationen  %  ist  eine  Gruppe,  cp  deren  Rest, 
und  die  obigen  Principien  gelten  für  den  Körper  M ^=  AP. 

Hieraus  folgt  beiläufig  auch  noch  der  wichtige  Satz,  dass, 
wenn  o  irgend  eine  in  AB  enthaltene  Zahl  bedeutet,  jede  aus 
den  n  Zahlen  co  %  auf  rationale  und  symmetrische  Weise  abgeleitete 
Zahl  gewiss  in  A  enthalten  ist,  weil  sie  offenbar  einwerthig  zu  X  ist. 


*)  Zunächst  folgt  allerdings  nur,  dass  jeder  Körper  Bn  Divisor  von  B 
sein  muss;  da  aber  (nach  §.  164)  jede  Zahl  w  in  jB  algebraisch  in  Bezug 
auf  A  ist,  und  da  die  Zahlen  der  unendlichen  Kette  (o,  w'=:w7r,  (jii"  =  (o'n, 
(o'"  =  od" TT  . . .  in  B  enthalten  und  Wurzeln  einer  und  derselben,  nach  A 
irreducibelen  Gleichung  sind,  so  müssen  in  ihr  Wiederholungen  von  der 
Form  (o^^^  =  oJ-^'^^^  auftreten,  wo  s  >  0,  und  da  aus  (CTi:=ßn  stets  «  = /S 
folgt,  so  ergiebt  sich  cu=w^*-^,  und  folglich  ist  jede  in  J5  enthaltene  Zahl  w 
auch  in  Bti  enthalten,  also  Bn=zB.  —  Um  diese  Betrachtung  in  das 
rechte  Licht  zu  setzen,  bemerken  wir  noch  Folgendes.  Sind  r,  i'  irgend 
zwei  transcendente,  d.h.  nicht  algebraische  Zahlen  in  Bezug  auf  JL,  so  geht 
der  Körper  J.(r)  durch  unendlich  viele  Permutationen,  welche  Multipla  der 
identischen  Permutation  von  A  sind,  in  A{t')  über,  und  unter  ihnen  ist 
eine  einzige  n,  für  welche  Tn  =  T'  wird;  nimmt  man  nun  z.  B,  z'=zt^,  so 
leuchtet  leicht  ein,  dass  der  mit  A{z)  conjugirte  Körper  A{t'^)  ein  echter 
Divisor  von  A  (r)  ist. 

**)  Denn  wählt  man  a.ua  AB  irgend  eine  ?i-werthige  Zahl  6,  so  müssen 
die  w  verschiedenen,  in  AP  enthaltenen  Zahlen  dn  durch  die  Permutation  / 
(nach  §.  161)  auch  in  n  verschiedene  Bilder  Öt?'  übergehen,  und  folglich  sind 
auch  die  n  Permutationen  n'  verschieden ;  die  Permutation  /  erzeugt  also 
eine  gewisse  Vertausch ung  (Permutation)  der  nWerthe  dn  unter  einander. 
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Wir  bezeichnen  wieder  mit  (p  die  identische  Permutation 
eines  Körpers  Ä^  mit  JB  einen  in  Bezug  auf  A  endlichen  Körper 
vom  Grade  n,  mit  11  das  System  der  n  verschiedenen  Permu- 
tationen 71  von  AB,  welche  Multipla  von  cp  sind,  und  führen 
folgende  Begriffe  ein.  Ist  a  eine  beliebige  Zahl  in  AB^  so  ver- 
stehen wir  unter  ihrer  Sjmt  S(oc)  die  Summe,  unter  ihrer  Norm 
N(o()  das  Product  der  n  mit  a  conjugirten  Zahlen  a:r;  da  (nach 
§.  161)  das  Bild  aTt  einer  von  Null  verschiedenen  Zahl  a  niemals 
verschwindet,  so  ist  nur  dann  N(a)  =  0,  wenn  a  =  0  ist.  Ist 
X  eine  einwerthige,  also  in  A  enthaltene  Zahl,  so  ergiebt  sich 

S(x)  =  nx^  S(xoc)  =  xS{cc)  (1) 

]Sf(x)  ■=  x"",  N(xa)  =  x'^Nia),  (2) 

und  wenn  ß  ebenfalls  eine  m  AB  enthaltene  Zahl  ist,  so  folgt 
aus  den  Gesetzen  {a  ^  ß)7c  ^=  0L:t  ^  ßit  und  (aß)7c  =((K7t)(ß7c), 

S(ci  ±ß)  =  S(a)  ±  S(ß)  (3) 

N(aß)  =  N{a)N{ß),  (4) 

dass  also  die  Spur  einer  Summe  von  Zahlen  gleich  der  Summe 
ihrer  Spuren,  und  die  Norm  eines  Productes  gleich  dem  Producte 
aus  den  Normen  der  Factoren  ist. 

Bedeutet  T  irgend  ein  System  von  n  Zahlen  ßJi ,  «2  .  .  .  «„ 
in  AB,  so  haben  wir  schon  (in  §.  165,  (10))  die,  aus  den  n^ 
Zahlen  cor^s  gebildete  Determinante  mit  (T)  bezeichnet,  und  wir 
wollen  jetzt  das  Quadrat  von  (T),  welches  von  der  Reihenfolge 
der  Zahlen  cOr  und  der  Permutationen  Tts  gänzlich  unabhängig 
ist ,  die  JDiscriminante  des  Systems  T  nennen  und  kurz  mit  z/  T 
oder  ^(o9i,  «2  .  •  .  «n)  bezeichnen;  dieselbe  ist  (nach  §.  16.5,  IV) 
stets  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  das  System  T 
irreducihel  ist  und  folglich  eine  Basis  von  AB  bildet;  und  wenn 
ein  System  ü  von  n  Zahlen  ocj ,  «3  .  .  .  «„  mit  T  durch  n  Glei- 
chungen von  der  Form 

«r    =   «r,  1  »1     -f    a^,  2  «2    H-    •   •   •    -J-    <^r,  n  «n  (5) 

verbunden   ist,   wo    alle   Coefficienten  a^, «  in   A   enthalten    sind 

so  folgt 

{U)r==  a{T\  JTJ=a'^/JT,  (6) 
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wo  a  die   aus    diesen    Coefficienten   ar,s    gebildete  Determinante 
bedeutet  (§.  165,  (13)  bis  (15)). 

Zwischen  den  Determinanten  (T),  den  Spuren  und  Normen 
bestehen  ferner  die  folgenden  Beziehungen.  Bezeichnet  man  das 
System  der  n  Producte  acji,  atog  •  •  •  ^f^n  kurz  mit  «T,  so  folgt 
aus  (a(Dr)^s  =  (oc7ts)(cJr  ^s)i  dass  die  zugehörige  Determinante 

(aT)=.N{a)(T)  (7) 

ist.     Wenn   ferner  ü  ein  System   von   n  Zahlen  a^,    und  V  ein 
System  von  7i  Zahlen  ßs  ist,  so  folgt  bekanntlich  aus 

dass  das  Product 

S(a,ß,)...S(a,ßn) 


(Ü){V)^ 


S(a„,A)...  S(anßn) 
und  folglich  die  Discriminante 

S(c3i  öl)   .  .   .    >S  («!«„) 


(8) 


z/r  = 


S{cOnCOi)  .  .  .   S{(x)nG)n) 


(9) 


ist. 

Aus  der  Schlussbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  folgt 
unmittelbar,  dass  alle  Spuren  und  Normen  Zahlen  des  Körpers  A 
sind,  und  da  (nach  §.  165,  VI)  alle  Zahlen  des  Körpers  AB 
rational  durch  die  des  Körpers  A  und  durch  eine  einzige  n- 
werthige  Zahl  d  darstellbar  sind,  so  folgt  dasselbe  (ohne  Zu- 
ziehung von  (8)  und  (9))  auch ,  für  jedes  Product  von  zwei  De- 
terminanten (T),  also  auch  für  jede  Discriminante  z/T,  weil  diese 
Grössen  ebenfalls  symmetriseh  aus  den  n  conjugirten  Zahlen  Ott 
gebildet  sind.  Es  ist  aber  von  Wichtigkeit,  diese  Voraussagungen 
der  allgemeinen  Theorie  durch  die  Rechnung  zu  bestätigen.  Zu 
diesem  Zwecke  wählen  wir  aus  AB  ein  irreducibeles  System  T 
von  n  Zahlen  cOr]  dann  ergiebt  sich  schon  aus  (6)  und  (7),  dass  die 
Norm  N(a)  als  Quotient  der  beiden  Determinanten  (a  T)  und  (T) 
gewiss  in  A  enthalten  ist.  Wir  wollen  dies  etwas  näher  aus- 
führen.    Da  T  eine  Basis  von  AB  bildet,  so  kann  man 

«   =  ^Tj  Wi    -^r   X2CO2    -\-    •   '   '    -\-    OCnC^n  (10) 

und  ebenso 

«1    +    ^r,2Ö2    -f    •   •   •    4-   ^r,n«n  (H) 


«09, 


X. 


r,l 
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setzen,  wo  die  Coordinaten  Xr  und  Xr, «  sämmtlich  in  A  enthalten 
sind,  und  zufolge  (6)  und  (7)  ist  die  aus  den  letzteren*)  gebildete 
Determinante 

2   ±   ^1,1^2,2    ..   .   ^n,n  =   N {cc).  (12) 

Jeder  Zahl  os  entspricht  nun,  wenn  t  eine  Variabele  bedeutet, 
eine  ganze  Function  n^^^  Grades 

fit)  =  Y{{t  —  an)  =  t-  -^  a,t—^  H -f  an-J  +  a«,     (13) 

wo  sich  das  Productzeichen  f]  auf  alle  n  Permutationen  n  bezieht. 
Dieselbe  ist  offenbar  dadurch  völlig  bestimmt,  dass  für  jede^i  in 
A  enthaltenen  Werth  t 

m  =  N(t-a)  (U) 

wird;  ersetzt  man  aber  in  (11)  die  Zahl  «  durch  a  —  t,  so  bleiben 
die  Coordinaten  Xy^s  ungeändert  mit  Ausnahme  derjenigen  Xr,r-> 
welche  in  der  Diagonale  liegen  und  durch  Xr,r  —  t  zu  ersetzen 
sind,  und  folglich  entspringt  aus  (12)  die  Gleichung 


=  (-l)"/(0.  (15) 

Xfi^  1    •   •   •    ^n,  n  ^ 

welche  identisch  für  jeden  Werth  von  t  gilt,  weil  auch  die  linke 
Seite  eine  ganze  Function  t^*®^  Grades  von  t  ist;  mithin  sind  die 
Coefficienten  ür  der  Function  f(t)  in  A  enthalten.  Dies  gilt  also 
insbesondere  von  der  Spur 

5(a)  =  Xi^^    -f    ^2,2    -f    •   •   •    -I-    ^n,n    =   —    «1  (16) 

und  zufolge  (8)  und  (9)  auch  von  allen  Producten  (ü)  (V)  und 
von  allen  Discriminanten  z/  T,  was  zu  beweisen  war. 

Ist  ci  eine  w-werthige  und  folglich  (nach  §.  165)  eine  Zahl 
w*^^  Grades  in  Bezug  auf  J.,  so  ist  die  zugehörige  Function  f(t) 
irreducihel  in  Bezug  auf  J.,  d.  h.  sie  kann  nicht  in  Factoren 
niedrigeren  Grades  zerlegt  werden,  deren  Coefficienten  ebenfalls 
in  A  enthalten  sind  (§.  164):  allgemein,  wenn  «  eine  g-werthige 
Zahl  ist,  so  ist  (nach  §.  165)  n^=pq^  und /(^)  ist  die  p^^  Potenz 
einer  irreducibelen  Function  vom  Grade  q.  Da  die  Function /(f), 
also  auch   ihre  Derivirte  /'  (t)  durch   die  Zahl  a  vollständig  be- 


*)  Diese  sind  offenbar  homogene  lineare  Functionen  der  n  Coordinaten 
Xr,  und  die  Coefficienten  dieser  Functionen  sind  die  Coordinaten  der  Pro- 
ducte  (Orcos.    Vergl.  §.  182. 
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stimmt  ist,  so  gehört  zu  jeder  Zahl  cc  eine  bestimmte  Zahl  «*, 
welche  durch 

«*  =/'(«)  =  *^«"-'  +  •  •  •  H-  «n-i  (17) 

definirt  wird  und  ebenfalls  in  AB  enthalten  ist,  und  wenn  tc 
eine  bestimmte  Permutation  in  U  bedeutet,  so  folgt  aus  (13),  dass 

a''7r=f'(a7t)  =  U'{cc^  —  a7t')  (18) 

ist,  wo  das  Productzeichen  0'  sich  auf  alle  n — 1  von  Jt  ver- 
schiedenen Permutationen  ti'  bezieht,  und  hieraus  ergiebt  sich 

iV^(cc*)  r=  (—  lyAnin-l)  {J"  (aTTr  —  UTt^Y,  (19) 

wo  die  Multiplication  fl"  auf  alle  Combinationen  r,  s  auszudehnen 
ist,  in  denen  r<s  ist.  Offenbar  ist  die  Zahl  a*  dann  und  nur 
dann  von  Null  verschieden,  wenn  cc  eine  n-werthige,  also  eine 
Zahl  n*®"^  Grades  ist,  und  folglich  das  aus  den  n  Potenzen 
a"-i,  a"-2  ...  05,  1  bestehende  System  T«  eine  Basis  von  AB 
bildet.     In  dieser  Annahme  folgt  aus 

/(«)  r=  oc"  -f  ai  a"-i  -h  •  •  •  -f  a„  =  0,  (20) 

dass  cir  die  r*®  Coordinate  der  Zahl  — a"  ist;  bedeuten  ferner 
X,  y  willkürliche  Variabele,  so  können  wir 

^^""l  ~  {}^^  =  A  (x)  y-'  +  h  (^)  2/-^  +  •■•+/»  (a;)    (21) 

setzen,  wo 

/^  {X)  =  X''-'^  -f-   ai  X''-^   -h    •   •  •    +   öfr-2  X  -\-  ar-1, 

und  hieraus  entspringt  wieder  ein  bestimmtes  System  IIa  von 
n  Zahlen  «i,  «2  •  *  *  "n,  welche  durch 

Kr  =fr{cc)  =  «^-^    +    «i  «^"^    +    •   •   •    "f    «r-a «    -f   «r-1       (22) 

definirt  sind  und  den  Bedingungen 

«i  =  1 ;     «r+i  =  (^^r  tI-  «r;     0  ==««„  +  a„  (23) 

genügen.  Da  die  aus  ihren  Coordinaten  gebildete  Determinante 
=  ( — ly/inin-i)  igt^  so  folgt  aus  (6): 

(f7«)  =  (-l)V>^«("-iH^«>  (24) 

Wählt  man  ferner  irgend  zwei  Permutationen  tt,  ti'  und  setzt 
X  =  ocTt,  y  =  an',  so  ergiebt  sich  aus  (21),  dass  die  Summe 

(0Ci7t)(a*'--'7t')  -h  (a,7t){a^-^7t')  H +  («„3r)(l;r')     (25) 

=  a*7t  oder  =  0 
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ist,  je  nachdem  jt,  ti'  gleich  oder  verschieden  sind;  lässt  man  n 
und  7t'  unabhängig  von  einander  alle  n  Permutationen  durch- 
laufen, und  bildet  man  die  Determinante  aus  den  entsprechenden 
n"^  Summen,  so  ist  dieselbe  bekanntlich  das  Product  aus  den 
Determinanten  {üa\  (Ta),  und  man  erhält  daher 

(üu)  (Ta)  =  N(a%  (26) 

also  mit  Rücksicht  auf  (24)  auch 

iV(«*)  =  (— l)V.«(n-i)z/T«;  (27) 

da  nach  einem  sehr  bekannten,  schon  öfter  (z.  B.  in  §.  161)  von 
uns  benutzten  Satze  die  Determinante  (T«)  gleich  dem  Producte 
aller  Differenzen  wtt,.  —  aTts  ist,  wo  r<s,  so  stimmt  (27)  völlig 
mit  (19)  überein. 

Das  Vorhergehende  hängt  nahe  zusammen  mit  der  folgenden 
allgemeinen  Betrachtung*).  Bedeutet  wieder  T  irgend  ein  irre- 
ducibeles  System  von  ^^  Zahlen  ö,.,  so  giebt  es,  weil  die  in  (9) 
dargestellte  Discriminante  z/T  von  Null  verschieden  ist,  immer 
ein  und  nur  ein  System  T'  von  n  correspondirenden  Zahlen  «V? 
welches  den  n  linearen  Gleichungen 

C3r  =   S{C0r(Di)c3\    -j-    >S  («^  Wg)  «'2    +    '   '   *    +    S  {(D y  CD n)  Cj' n      (28) 

genügt  und  offenbar  ebenfalls  in  AB  enthalten  ist,  weil  dies 
von  allen  anderen  hier  auftretenden  Zahlen  cor,  S(cOrG)s)  gilt. 
Setzt  man  diese  Ausdrücke  (28)  in  die  Gleichung  (10)  ein,  so 
geht  die  letztere  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (3)  in  *die  Gleichung 

CC  =   5(«a9i)o'i    -1-    S(kCQ2)G)'2    +•••-!-    S(cCCJn)G)'n  (29) 

über,  in  welcher  umgekehrt  die  Gleichungen  (28)  als  specielle 
Fälle  enthalten  sind.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  das  System  T' 
ebenfalls  eine  Basis  von  AB  bildet,  und  dass  die  ihr  ent- 
sprechenden Coordinaten  einer  beliebigen  Zahl  «die  n  Spuren 
S{acor)  sind.  Wir  wollen  T'  die  zu  T  complcmentäre  Basis  oder 
das  Complement  von  T  nennen,  wobei  wohl  zu  beachten  ist,  dass 
jedem  Elemente  Or  der  Basis  T  ein  bestimmtes  Element  a'r  der 
Basis  T'  entspricht.  Setzt  man  nun  a  =  co's,  so  ergiebt  sich 
aus  (29),  dass 

S{G3r(o's)  =  1  oder  =r  0  (30) 


*)  Vergl.  meine  Abhandlung  Ueber  die  Discriminanten  endlicher  Körper 
(1882,  Bd.  29  der  Abhandlungen  der  Ges.  d.  Wissensch.  zu  Göttingen). 
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ist,  je  nachdem  r,  s  gleich  oder  verschieden  sind,  und  aus  (8) 
folgt  daher 

(T)  (.!')--  l,  ^T  .  ^r  =  h  '       (31) 

Umgekehrt,  wenn  zwei  Systeme  T  und  T'  von  je  n  Zahlen  «^ 
und  (ü'r  des  Körpers  AB  den  n^  Gleichungen  (30)  genügen,  so 
folgt  zunächst  aus  (31),  dass  beide  Systeme  Basen  von  AB  sind; 
jede  Zahl  a  in  AB  ist  daher  von  der  Form 

wo  die  Coefficienten  y^  in  A  enthalten  sind;  multiplicirt  man 
mit  ö,.,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (1),  (3)  und  (30),  dass 
y^  ^=  S{acOr)  ist;  mithin  gilt  (29),  also  auch  (28),  und  folglich 
ist  T'  das  Complement  von  T.  Da  aber  die  Gleichungen  (30) 
durchaus  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  beiden  Systeme  T  und  T' 
sind,  so  ist  zugleich  T  das  Complement  von  T'.  Aus  denselben 
Gleichungen  (30)  und  aus  der  Bedeutung  einer  Spur  ergiebt  sich 
ferner  nach  bekannten  Sätzen,  dass  w',. 7ts.{T)  der  Coefficient  des 
Elementes  Or'^s  in  der  Determinante  (T)  ist;  zugleich  folgt,  dass 
auch  die  Summe 

(cöi  7t)  («'1  ;r')  4-  .  •  .  -f  (ön  ^)  («'«  ^')  =  1  oder  =  0       (32) 

ist,  je  nachdem  die  Permutationen  tt,  n'  gleich  oder  verschieden 
sind,  und  umgekehrt  folgt  (30)  aus  (32).  Nimmt  man  für  n  und 
7t'  die  identische  Permutation  von  AB^  so  ergiebt  sich  die  Be- 
ziehung 

welche  man  auch  auf  anderem  Wege  aus  (29)  und  (16)  ableiten 
kann. 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (25)  mit  (32),  so  ergiebt 
sich,  dass  das  dort  mit  üa  bezeichnete  System  ==  a*  T«  ist,  wo 
T'a  das  Complement  des  dortigen  Systems  Ta  bedeutet;  hieraus 
folgt  zugleich  mit  Rücksicht  auf  (30),  dass 

S  (^^^)  =  1  oder  =  0  (34) 

ist,  je  nachdem  r,  s  gleich  oder  verschieden  sind;  das  Letztere 
ergiebt  sich  aber  auch  unmittelbar  aus  dem  bekannten  Satze 
über  die  Zerlegung  echt  gebrochener  Functionen  mit  dem  Nenner 
f(t)  in  Partialbrüche. 
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Durch    Vertauschung   von    T  mit  T'  ergiebt   sich   aus  (29), 
dass  jede  Zahl  a  auch  in  der  Form 

a  =    >S(0«G5'i)a?i    -{-    5  (ß  «y  «2    +    •  •   *    +    S((X(0'n)G}n         (35) 

darstellbar,  also  S(aco's)  die  s*®  Coordinate  von  a  in  Bezug  auf 
die  Basis  T  ist.  Verstehen  wir  jetzt  unter  «i,  «3  •  •  •  «n  nicht 
mehr  die  in  (22)  definirten  Zahlen,  sondern  die  in  (5)  darge- 
stellten Elemente  einer  beliebigen  Basis  C7,  so  ist  die  Zahl 
ar,s  =  S{ar(o's)  die  s*^  Coordinate  von  «^  in  Bezug  auf  die  Basis 
T  und  folglich  zugleich  die  r*®  Coordinate  von  a's  in  Bezug  auf 
die  Basis  ü' ;  hieraus  ergiebt  sich ,  dass  gleichzeitig  mit  den 
n  Gleichungen  (5)  auch  die  n  Gleichungen 

gelten.  — 

Zum  Schlüsse  der  in  den  §§.  160  bis  167  enthaltenen  Dar- 
stellung algebraischer  Grundlagen  bemerken  wir,  dass  in  dem 
weiteren  Verlaufe  des  vorliegenden  Werkes  der  Körper,  auf 
welchen  sich  die  Begriffe  der  reducibelen  und  irreducibelen 
Systeme,  der  algebraischen  Zahlen,  der  endlichen  Körper  u.  s.  w 
beziehen,  ausschliesslich  der  Körper  B.  der  rationalen  Zahlen  sein 
wird.  Ein  System  von  m  Zahlen  «i ,  «2  •  .  .  «^  heisst  daher 
reducibel ,  wenn  es  m  rationale  Zahlen  a^ ,  a.2  .  .  .  am  giebt ,  die 
der  Bedingung  a^coi  -\-  a2C02  -\-  •  -  •  -\-  amCdm  =  0  genügen  und 
nicht  alle  verschwinden;  im  entgegengesetzten  Falle  heisst  das 
System  schlechthin  irredueibel.  Eine  Zahl  6  heisst  algebraisch"^) 
und   vom   Grade  n,   wenn   die  n  Potenzen    1,  d^Q^\  .  .  ö"~^  ein 


*)  Aus  dem  Satze  X  in  §.  164  und  dessen  unmittelbaren  Folgerungen 
geht  hervor,  dass  der  Inbegriff  %  aller  dieser  algebraischen  Zahlen  ein 
(nicht  endlicher)  Körper,  und  dass  jede  in  Bezug  auf  ^  algebraische  Zahl 
nothwendig  in  %  selbst  enthalten  ist.  Dass  aber  mit  %  das  Reich  aller 
Zahlen  noch  nicht  erschöpft  ist,  dass  es  also  noch  andere,  sogenannte 
transcendente  Zahlen  giebt,  ist  meines  Wissens  zuerst  von  Liouville  be- 
wiesen {Sur  des  classes  tres  -  etendues  de  quantites  dont  la  valeur  n^est  ni 
algebriqiie,  ni  meme  reductible  ä  des  irrationnelles  algebriques.  Journal  de 
Math.  t.  XVI,  1851).  Einen  anderen  Beweis  findet  man  in  der  Abhandlung 
von  G.  Cantor:  Ueher  eine  Eigenschaft  des  Inbegriffes  aller  reellen  alge- 
braischen Zahlen  (Crelle's  Journal,  Bd.  77,  1874).  Dann  hat  Ch.  Hermite 
(in  der  Abhandlung  Sur  la  fonction  exponentielle,  1874)  zuerst  den  strengen 
Beweis  geliefert,  dass  die  Basis  e  des  natürlichen  Logarithmensystems  eine 
transcendente  Zahl  ist ,  und  durch  die  hieran  sich  anschliessenden  Unter- 
suchungen von  Lindemann  (lieber  die  Zahl  n\  Math.  Annalen,  Bd.  20)  und 
Weierstrass  (Sitzungsberichte  der  Berliner  Ak.  1885)  ist  endlich  der  all- 
gemeinere Satz  bewiesen,  dass,  wenn  a  irgend  welche  verschiedene  Zahlen 


#• 
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irreducibeles  System  bilden,  das  durch  Hinzufügung  von  ö"  redu- 
cibel  wird.  Aus  jeder  solchen  Zahl  0  entspringt  ein  endlicher 
Körper  R(d),  und  umgekehrt  ist  jeder  endliche  Körper  w*«"  Grades 
von  dieser  Form;  er  besitzt,  weil  es  nur  eine  einzige  Permutation 
von  R  giebt,  n  und  nur  n  verschiedene  Permutationen,  von  denen 
eine  die  identische  Permutation  ist. 


§.  168. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  anderen  allgemeinen  Unter- 
suchung, welche  eine  wichtige  Grundlage  unserer  Zahlentheorie 
bildet  und  auch  auf  andere  Theile  der  Mathematik  sich  mit 
Nutzen  anwenden  lässt.  Sie  beruht  auf  dem  folgenden  einfachen 
Begriffe : 

Ein  System  a  von  beliebigen  reellen  oder  complexen  Zahlen 
soll  ein  Modul  heissen,  wenn  dieselben  sich  durch  Subtraction 
reproduciren ,  d.  h.  wenn  die  Differenzen  von  je  zwei  solchen 
Zahlen  demselben  System  a  angehören. 

Zufolge  dieser  Erklärung  ist  jeder  Zahlenkörper  (§.  IGO) 
gewiss  auch  ein  Modul;  aber  wir  wollen  von  vornherein  bemerken, 
dass  in  der  folgenden  allgemeinen  Theorie  auf  diesen  Umstand 
nicht  das  geringste  Gewicht  zu  legen  ist,  weil  diejenigen  beson- 
deren Moduln,  welche  wir  später  (§.  172)  ausschliesslich  zu  be- 
trachten haben,  niemals  zugleich  Körper  sind. 

In  jedem  Modul  a  ist  die  Zahl  Null  enthalten;  denn  wenn  a 
irgend  eine  Zahl  in  a  bedeutet,  so  muss  auch  die  Differenz 
a  —  a  in  a  enthalten  sein.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  Zahl 
Null  für  sich  allein  schon  einen  Modul,  den  Modul  0,  bildet. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  mit  oc  auch  stets  die  entgegen- 
gesetzte Zahl  —  a==0  —  a  in  a  enthalten  ist.  Sind  ferner  «i ,  «2 
und  folglich  auch  —  a.^  Zahlen  in  a,  so  gilt  dasselbe  von  der 
Differenz  a^  —  ( —  «2)1  d.  h.  von  der  Summe  a^  -f  «2,  und  ebenso 


in  %  durchläuft,  die  entsprechenden  Potenzen  e«  immer  ein  nach  %  irre- 
ducibeles System  bilden ,  woraus  als  specieller  Fall  die  Transcendenz  der 
Ludolph'schen  Zahl  n  ^  also  auch  die  vorher  noch  nicht  erwiesene  Un- 
möglichkeit der  Quadratur  des  Cirkels  hervorgeht.  Vergl.  auch  Hurwitz: 
lieber  arithmetische  Eigenschaften  gewisser  transcendenter  Functionen 
(Math.  Annalen,  Bdde.  22  und  32),  ferner  die  neuesten,  sehr  einfachen  Be- 
weise für  die  Transcendenz  der  Zahlen  e  und  n  von  Hilhert  und  Hurwitz 
(Nachr.  v.  d.  Göttinger  Ges.  d.  W.,  1893). 
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von  jeder  aus  mehreren  Zahlen  des  Moduls  a  gebildeten  Summe. 
Die  Zahlen  eines  Moduls  reproduciren  sich  daher  nicht  bloss 
durch  Subtraction,  sondern  auch  durch  Addition*),  und  folglich 
besteht  jeder  von  0  verschiedene  Modul  immer  aus  unendlich 
vielen  verschiedenen  Zahlen;  denn  wenn  oc  in  a  enthalten  ist,  so 
müssen  auch  alle  Zahlen  von  der  Form  xtn^  in  a  enthalten  sein, 
wo  X  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durchläuft. 

Hieran  schliesst  sich  die  Bemerkung,  dass  jedes  endliche 
oder  unendliche  System  T  von  Zahlen«,  falls  es  nicht  selbst 
schon  ein  Modul  ist,  durch  Hinzufügung  der  Zahlen  —  a  und 
aller  Summen  von  mehreren  Zahlen  +«  offenbar  zu  einem  Modul 
a  ergänzt  wird;  diesen,  durch  das  System  T  vollständig  be- 
stimmten Modul  a  kann  man  zweckmässig  durch  das  Symbol  [T] 
bezeichnen,  und  wir  wollen  T  eine  Basis  des  Moduls  a  nennen. 
Zugleich  leuchtet  ein,  dass  jeder  Modul  b,  welcher  alle  Zahlen  a 
des  Systems  T  enthält,  auch  alle  Zahlen  des  Moduls  [T]  ent- 
halten muss. 

Ist  T  ein  endliches  System,  welches  aus  den  n  Zahlen  w^,  a.^ 
.  .  .  «,i  besteht,  so  bezeichnen  wir  den  zugehörigen  Modul  a  durch 
das  Symbol 

derselbe  besteht  offenbar  aus  allön  Zahlen  von  der  Form 

WO  ^1 ,  iTa  .  .  .  Xn  willkürliche  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Jeden  solchen  Modul  a  wollen  wir  einen  endlichen  Modul  nennen; 
die  n  Zahlen  «j ,  «2  .  .  .  o«„  heissen  die  Elemente  oder  Glieder 
seiner  Basis,  und  a  selbst  heisst  danach  ein  n-gliedriger  Modul. 
Offenbar  ist  es  stets  erlaubt,  diese  Basis  in  der  Weise  abzuändern, 
dass  man  zu  ihren  Gliedern  noch  irgend  welche  in  dem  Modul  a 
enthaltene  Zahlen  als  neue  Glieder  hinzufügt;  derselbe  Modul  a 
ist  daher  auch  ein  (n  -}-  l)-gliedriger  Modul  **).  Der  eingliedrige 
Modul  [1],  den  wir   immer  durch  %  bezeichnen  wollen,  ist  nichts 


*)  In  §.  IGl  der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (1871),  wo  der  Begriff 
des  Moduls  zuerst  in  die  Zahlentheorie  eingeführt  ist,  und  ebenso  in  §.  165 
der  dritten  Auflage  (1879)  war  diese  Eigenschaft  in  die  Erklärung  selbst 
aufgenommen. 

**)  Erst  später  (§.    172)   kann   es   zweckmässig  erscheinen,   diese  Aus- 
drucksweise abzuändern. 
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Anderes  als  das  System  aller  ganzen  rationalen  Zahlen;  ebenso 
ist  [2]  oder  auch  [2,  6,  10]  das  System  aller  geraden  Zahlen, 
und  der  zweigliedrige  Modul  [1,  i]  ist  das  System  aller  ganzen 
complexen  Zahlen  von  Gauss  (§.  159). 


§.  169. 

Sehr  häufig  wird,  wie  z.  B.  in  der  vorstehenden  Betrachtung 
der  Fall  auftreten,  dass  alle  Zahlen  eines  Moduls  m  auch  in 
einem  Modul  b  enthalten  sind;  dann  heisst  m  theübar  durch  b, 
oder  mr  sagen,  m  sei  ein  Vielfaches  oder  Multiplum  von  b, 
b  sei  ein  Theiler  oder  Divisor  von  m,  oder  b  gehe  in  m  auf  und 
wir  bezeichnen  dies  symbolisch*)  auf  doppelte  Weise  durch 

m  >  b     oder    b  <  m. 

Diese  Ausdrucks-  und  Bezeichnungsweise  mag  auf  den  ersten 
Blick  Anstoss  erregen,  weil  das  Vielfache  m  in  Wahrheit  einen 
Theü  des  Theilers  b  bildet,  doch  wird  dieselbe  sich  in  der  Folge 
hinreichend  rechtfertigen  durch  die  Analogie  mit  der  Theilbar- 
keit  der  Zahlen**);  so  ist  z.  B.  [4]  ein  Vielfaches  von  [2],  weil 
alle  durch  4  theilbaren  ganzen  rationalen  Zahlen  auch  gerade 
Zahlen  sind.  Allgemein  bemerken  wir,  dass  der  Modul  0  ein 
gemeinschaftliches  Vielfaches,  und  das  System  aller  Zahlen  ein 
gemeinsamer  Theiler  aller  Moduln  ist.  Der  im  vorigen  Para- 
graphen betrachtete  Modul  [T]  ist  theilbar  durch  jeden  Modul, 
welcher  alle  Zahlen  der  Basis  T  enthält.  Ist  jeder  der  Moduln 
^ij  ^2,  a-j  .  .  .  durch  den  zunächst  folgenden  theilbar,  so  ist  jeder 
auch  ein  Multiplum  von  allen  folgenden.  Jeder  Modul  ist  durch 
sich  selbst  theilbar,  und  wenn  jeder  der  beiden  Moduln  m,  b 
durch  den  anderen  theilbar,  also  m  >  b  und  b  >  m  ist,  so  folgt 
m  =  b,  d.  h.  m  und  b  sind  nur  verschiedene  Zeichen  für  einen 
und  denselben  Modul.     Wenn  dagegen  m  theilbar  durch  b,  aber 


*)  Diese  und  die  später  folgenden  Zeichen  Q.-\-'b,  a  —  6  u.  s.  w.  habe 
ich  schon  benutzt  in  der  Festschrift:  lieber  die  Anzahl  der  Ideal -Classen 
in  den  verschiedenen  Ordnungen  eines  endlichen  Körpers  (ßraunschweig 
1877). 

**)  Selbst  der  Umstand,  dass  bei  den  Körpern,  die  doch  auch  Moduln 
sind,  die  entgegengesetzte  Ausdrucksweise  gebraucht  ist,  kann  hier  nicht 
ins  Gewicht  fallen,  weil  bei  einiger  Aufmerksamkeit  eine  Verwechselung 
nicht  möfflich  ist. 
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verschieden  von  b  ist,  so  soll  b  ein  echter  Theiler  von  m,  und  m 
ein  echtes  Vielfaches  von  b  heissen;  es  giebt  dann  in  b  mindestens 
eine  und  folglich,  wie  leicht  zu  sehen,  auch  unendlich  viele  Zahlen, 
die  nicht  in  m  enthalten  sind. 

Sind  nun  a,  b  irgend  zwei  Moduln,  und  bedeutet  a  jede  Zahl 
in  a,  ebenso  ß  jede  Zahl  in  b,  so  bezeichnen  wir  mit 

a  -\r  ^ 
das  System  aller  in  der  Form  a  -\-  ß  darstellbaren  Zahlen;  das- 
selbe ist  ebenfalls  ein  Modul,  weil  die  Differenz  von  je  zwei 
solchen  Zahlen  «i  +  /3i ,  «2  -}-  ß-2 ,  nämlich  {a^  —  «2)  -f  {ßi  —  ß'i) 
wieder  in  a  -f  b  enthalten  ist.  Dieser  Modul,  den  wir  kurz  die 
Summe  der  beiden  Moduln  a,  b  nennen,  ist  offenbar  ein  geraein- 
samer Theiler  von  a,  b,  weil  er  alle  Zahlen  «  -|-  0  des  Moduls  a 
und  alle  Zahlen  0  ~\-  ß  des  Moduls  b  enthält.  Ist  ferner  der 
Modul  b  irgend  ein  gemeinsamer  Theiler  von  d^h^  also  b  <  a 
und  b  <  b,  so  sind  alle  Zahlen  oc,  /3,  also  auch  alle  Summen 
a  -\-  ß  m  )i  enthalten,  mithin  ist  b  <  a  -j-  ^-  Aus  diesem  Grunde 
nennen  wir  der  Analogie  wegen  die  Summe  a  -\-  h  auch  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  von  a,  b,  obgleich  er  unter  allen 
Moduln  b  den  kleinsten  Zahleninhalt  besitzt. 

Aus   dieser  Erklärung   folgen  unmittelbar  die   für  beliebige 
Moduln  a,  b,  c  .  .  .  geltenden  Sätze: 

a  -f  Q  =  a  (1) 

a  f  b  =  b  +  a  (2) 

(a-f  b)+  c^a  +  (b  +  c),        -  (3) 

und  wendet  man  auf  (2)  und  (3)  die  in  §.  2  vorgetragene  Schluss- 
weise an,  so  ergiebt  sich  die  Bedeutung  der  in  beliebiger  Ord- 
nung gebildeten  Summe 

2  a  =  ai  +  02  +  •  •  •  +  a„  (4) 

von  beliebigen  Moduln  q,  deren  Anzahl  endlich  ist;  diese  Summe 
ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  n  Moduln  a,  d.  h.  sie 
geht  in  jedem  Modul  a  auf  und  ist  zugleich  theilbar  durch  jeden 
gemeinsamen  Theiler  aller  a.     Offenbar  ist  z.  B. 

[«i  ,   «2    •   •   .   OCn]   —   K]    -f    K]    -f    •   •   •    +    M,  (5) 

und  die  Summe  von  mehreren  endlichen  Moduln  ist  wieder  ein 
endlicher  Modul.  Ausserdem  leuchtet  ein,  dass  die  TJieilbarlceit 
eines  Moduls  in  durch  einen  Modul  b  vollständig  durch 

m  +  t)  =  b  (6) 
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ausgedrückt  wird,  und  dass  aus  a  >  a'  und  b  >  b'  auch 
a  +  b  >  ,a'  +  b'  folgt. 

Der  Begriff  der  Summe  S  (t  oder  des  grössten  gemeinsamen 
Theilers  von  beliebigen  Moduln  a  lässt  sich  aber  von  vornherein 
auch  so  erklären,  dass  er  einen  vollständig  bestimmten  Sinn  und 
zwar  die  oben  ausgesprochene  Bedeutung  behält,  mag  die  An- 
zahl der  Moduln  a  endlich  oder  unendlich  gross  sein,  welcher 
letztere  Fall  auch  bei  unseren  Untersuchungen  gelegentlich  auf- 
treten wird.  Hierzu  führt  am  kürzesten  die  im  vorigen  Para- 
graphen betrachtete  Bildung  des  Moduls  [T]  aus  einem  gegebenen 
System  T;  in  der  That,  nimmt  man  in  T  jede  und  nur  jede 
solche  Zahl  a  auf,  welche  in  wenigstens  einem  der  Moduln  a 
enthalten  ist*),  so  besteht  der  zugehörige  Modul  [T]  aus  diesen 
Zahlen  «  und  allen  Summen  von  mehreren  Zahlen  a,  und  es 
leuchtet  ein,  dass  dieser  Modul  [T],  den  wir  nun  auch  durch  }i  a 
bezeichnen,  im  obigen  Sinne  auch  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
aller  Moduln  a  ist. 

Ein  besonderer  Fall,  welcher  uns  später  (§§.  172,  173) 
wirklich  begegnen  wird,  ist  der,  wo  die  Moduln  a  eine  einfach 
unendliche  Reihe  Oi ,  02 ,  03  ...  von  der  Art  bilden ,  dass  jeder 
Modul  a„  durch  den  nächstfolgenden  an+i  und  also  durch  alle 
folgenden  theilbar  ist.  Dann  ist  oöenbar  ihr  grösster  gemein- 
samer Theiler  [T]  =  T\  bedeuten  nämlich  p,  ö  irgend  zwei 
Zahlen  in  T,  so  gehört  q  einem  Modul  a,.,  ebenso  6  einem  Modul 
Cs  an;  ist  nun  r  ^  s,  so  sind  beide  Zahlen  p,  ö  in  a«  enthalten, 
und  da  a«  ein  Modul  ist,  so  ist  die  Difierenz  q  —  ö  in  a«  und 
folglich  auch  in  T  enthalten,  mithin  ist  T  ein  Modul  und  folg- 
lich =  [T],  wie  behauptet  war.  Offenbar  kann  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  [T]  oder  ]S  a  in  diesem  Falle  zweckmässig  mit 
Coo  bezeichnet  werden. 

Ist  z.  B.  a„  =  [2-"] ,  so  besteht  a«  aus  allen  ganzen  und 
denjenigen  gebrochenen  rationalen  Zahlen,  welche,  auf  die  kleinste 
Benennung  gebracht,  zum  Nenner  eine  Potenz  von  2  haben, 
deren  Exponent  <  n  ist;  offenbar  ist  an+i  ein  echter  Theiler 
von  a„;  der  grösste  gemeinsame  Theiler  a«  aller  dieser  Moduln 
i\n  ist  das  System  aller  derjenigen  rationalen  Zahlen,  deren 
Nenner  irgend  eine  Potenz  von  2  ist;  alle  Moduln  a„  sind  end- 
liche, eingliedrige  Moduln,  aber  a^  ist  kein  endlicher  Modul.  — 

*)  Nach   der  Ausdruck^weise  der   in  §.  161    mehrmals   citirten   Schrift 
(§.  1)  ist  T  das  aus  den  Systemen  a  zusammengesetzte  System. 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  "^^ 
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Auf  der  Erklärung  der  Theilbarkeit  der  Moduln,  aus  welcher 
der  Begriff  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  von  beliebigen 
Moduln  a  hervorgegangen  ist,  beruht  ebenso  der  Begriff  ihres 
Tdeinsten  gemeinsamen  Vielfachen;  wir  verstehen  darunter  das 
System  m  aller  derjenigen  Zahlen  ju,  welche  (wie  z.  B.  die  Zahl  0) 
allen  Moduln  a  gemeinsam  angehören,  deren  jede  also  in  jedem 
dieser  Moduln  a  enthalten  ist*).  Da,  wenn  fii,  ^^  ^'-wei  solche 
Zahlen  in  m  sind,  auch  ihre  Differenz  ft,  —  ^2  in  jedem  der 
Moduln  a  und  folglich  auch  in  m  enthalten  ist,  so  ist  m  ein 
Modul  und  zwar  ein  gemeinsames  Vielfaches  dieser  Moduln  a. 
Da  ferner  jedes  gemeinsame  Vielfache  m'  der  Moduln  a  nur  aus 
solchen  Zahlen  besteht,  welche  in  jedem  dieser  Moduln  a  und 
folglich  in  m  enthalten  sind,  so  ist  m'>m;  aus  diesem  Grunde 
haben  wir  der  Analogie  wegen  m  das  hleinste  gemeinsame  Viel- 
fache der  Moduln  a  genannt,  obgleich  m  unter  allen  Moduln  m' 
den  grössten  Zahleninhalt  besitzt. 

Bezeichnet  man  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  zweier 
Moduln  a,  b  durch  das  Symbol 

a  —  b, 
so  ergeben  sich  folgende  Sätze,   deren  Beweise  wir  wieder  über- 
gehen dürfen: 

a  —  a  —  a  (1') 

a  —  h  =  h-'a  (2') 

(a  —  b)—  c  ==  a  —  (b  —  c).  (3') 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  Theilbarkeit  eines  Moduls  m  durch 

einen  Modul  b  vollständig  durch 

m  —  b  =  m  (6') 

ausgedrückt    wird,    und    dass    aus    a  >  a'    und    )d  >  h'    auch 
a  —  h>o!  —  y  folgt.  — 

Zwischen  den  Begriffen  des  grössten  gemeinsamen  Theilers 
und  des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  beliebiger  Moduln 
besteht  ein  eigenthümlicher  Dualismus,  dessen  letzter  Grund 
schwer  zu  erkennen  sein  mag.  Wir  führen  hier  nur  folgenden 
besonders  charakteristischen  Satz  an: 

Ist  m  theilbar  durch  b,  und  a  ein  beliebiger  Modul,  so  ?*s^**) 

m  4-  (o  —  b)  =  (m  -f  a)  —  b.  (7) 

*)  Nach  der  Aiisdrucksweise  der  eben  wieder  citirten  Schrift  (§.  1)  ist 
m  die   Gemeinheit  der  Systeme  a. 

**)  Dass  umgekehrt,  wenn  drei  Moduln  m,  b,  odie  Gleichung  (7)  erfüllen, 
m  durch  b  theilbar  ist,  leuchtet  unmittelbar  ein. 
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Um  dies  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  den  Modul  linker  Hand 
mit  ^,  den  rechter  Hand  mit  q,  und  wir  haben  zu  zeigen,  dass 
sie  gegenseitig  durch  einander  theilbar  sind.  Die  Theilbarkeit 
von  p  durch  q  ergiebt  sich  ohne  Mühe  aus  den  früheren  Sätzen, 
weil  jeder  der  beiden  Moduln  m  und  a  —  b  theilbar  durch  jeden 
der  beiden  Moduln  m  -|-  a  und  b,  und  folglich  der  grösste  ge- 
meinsame Divisor  p  der  beiden  ersteren  auch  theilbar  durch  das 
kleinste  gemeinsame  Vielfache  q  der  beiden  letzteren  ist.  Um 
aber  die  Theilbarkeit  von  q  durch  p  darzuthun,  genügen  die 
früheren  Sätze  durchaus  nicht,  sondern  es  ist  erforderlich,  noch 
einmal  auf  den  Begriff  des  Moduls  zurückzugehen  und  die  in  q 
enthaltenen  Zahlen  zu  betrachten;  da  jede  solche  Zahl  gleich- 
zeitig in  m  -f-  ö  und  b  enthalten  ist,  so  ist  sie  von  der  Form 
fi  -\-  a  =  d^  wo  fi,  «,  ^  resp.  in  m,  a,  b  enthalten  sind;  da  nun 
m  >  b,  also  ^  auch  in  b  enthalten  ist,  so  gilt  dasselbe  von  der 
Zahl  a  =  ö  —  ft,  welche  folglich  auch  in  a  —  b  enthalten  ist, 
und  hieraus  folgt,  dass  die  Zahl  ^  -\-  oc  wirklich  in  p  enthalten 
ist,  was  zu  beweisen  war. 

Bedeuten  nun  a,  b,  c  willkürliche  Moduln,  und  setzt  man  in 
dem  eben  bewiesenen  Satze  einmal  m  =  b,  b  =  b4-c,  hierauf 
m  =  b  —  c,  b  =  b,  so  ist  die  Bedingung  m  >  b  erfüllt,  und  man 
erhält  die  beiden  Sätze 

(a  +  b)  -  (b  +  c)  =  b  -h  (a  -  (b  +  0)  (8) 

(a  _  b)  -f  (b  -  c)  =r  b  -  (a  4-  (6  -  0),  ^  ^  (8') 
in  welchen  sich  der  erwähnte  Dualismus  recht  auöUllig  aus- 
spricht*). Aus  jedem  dieser  beiden  Sätze  folgt  rückwärts  der 
Satz  (7),  aus  dem  ersten,  wenn  man  b  =  m,  c  =  b,  aus  dem 
zweiten,  wenn  man  b  =  b,  c  ==  m  setzt  und  wieder  m  >  b  voraus- 
setzt.   Der  Satz  (7)  entspricht  dualistisch  sich  selbst. 

*)  Leitet  man  aus  drei  beliebigen  Moduln  neue  Moduln  ab,  indem  man 
immer  wieder  die  gemeinsamen  grössten  Theiler  und  kleinsten  Vielfachen 
bildet,  so  gelangt  man  zu  einer  endlichen  Modulgruppe,  welche  im  All- 
gemeinen aus  28  verschiedenen  Moduln  besteht.  Die  merkwürdigen  Gesetze 
jeder  Gruppe,  welche  mit  je  zwei  Moduln  q,  b  zugleich  die  Moduln  a  ±  b 
enthält,  sollen  an  einem  anderen  Orte  besprochen  werden;  hier  mag  nur 
der  folgende,  oft  anzuwendende  Satz  erwähnt  werden:  sind  a,  b  zwei  be- 
liebige Moduln,  so  findet  zwischen  der  Gruppe  aller  Moduln  o',  welche 
Theiler  von  Q,  und  zugleich  Vielfache  von  o  -j-  '^  sind,  und  der  Gruppe 
aller  Moduln  bj,  welche  Vielfache  von  b  und  zugleich  Theiler  von  q  —  b 
sind,  eine  gegenseitige  eindeutige  Correspondenz  statt,  welche  durch  jede 
der  beiden,  wechselseitig  aus  einander  folgenden  Beziehungen  h^  =  h  —  n', 

q'  =  a  4-  bi  ausgedrückt  wird. 

'      1        &  32* 
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§.  170. 

Während  die  eben  betrachteten  Modulbiklungen  auf  dem  Be- 
griffe der  TheiTbarlxeit  beruhten,  gehen  wir  jetzt  zu  der  hiervon 
durchaus  unabhängigen  MiiUiplication  der  Moduln  über.  Sind  a,  b 
zwei  beliebige  Moduln,  und  bedeutet  a  jede  Zahl  in  a,  ebenso  ß 
jede  Zahl  in  b,  so  verstehen  wir  unter  dem  Froducte  ah  der 
Factoren  a,  b  den  Inbegriff  aller  Zahlen  ^^  welche  als  ein  Pro- 
duct  aß  oder  als  Summe  von  mehreren  solchen  Producten  aß 
darstellbar  sind.  Da  auch  jede  Zahl  — oc  in  a  enthalten  ist,  so 
leuchtet  ein,  dass  jede  Differenz  von  zwei  Zahlen  ^  ebenfalls 
eine  solche  Zahl  ^,  dass  also  das  Product  ah  wieder  ein  Modul 
ist;  aber  man  darf,  wie  kaum  bemerkt  zu  werden  braucht,  das 
Product  ah  nicht  mit  einem   Vielfachen  von  a,  b  verwechseln. 

Aus  dieser  Erklärung  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass 

ah  =  ha  (1) 

(ab)c  =  a(bc)  (2) 

ist;  wir  bezeichnen  dieses  letztere  Product  kurz  mit  abc,  und 
aus  der  schon  oft  angewendeten  Schlussweise  (§.  2)  geht  hervor, 
dass  das  mit  a^  1^2  ..  •  a^  zu  bezeichnende  Product  aus  m  be- 
liebigen Moduln  Ol,  02  .  .  .  Om  eine  vollständig  bestimmte,  von 
der  Anordnung  der  auf  einander  folgenden  Multiplicationen 
gänzlich  unabhängige  Bedeutung  hat.  Man  könnte  dieses  Product 
auch  unmittelbar  als  den  Modul  [T]  erklären  (§.  168),  dessen 
Basis  T  aus  allen  Producten  «j  «2  •  •  •  «m  besteht,  wo  «^ ,  «2  . . .  a„i 
resp.  beliebige  Zahlen  der  Moduln  Oi,  03  .  .  .  a,u  bedeuten.  Sind 
alle  diese  m  Moduln  mit  einander  identisch  =  a,  so  bezeichnen 
wir  ihr  Product  mit  a"\  und  nennen  es  die  m*®  Potenz  von  a; 
m  heisst  der  Fxjmient  derselben,  und  wir  dehnen  diese  Erklä- 
rung auch  auf  den  Fall  m  =  1  aus,  indem  wir  a^  =  a  setzen; 
dann  gelten  allgemein  die  Sätze 

ra*  =  a'-+%  (tv)*  =  a''%  (ahy  =  a^'b'*.     .  (3) 

Wir  bemerken    zunächst,    dass    ein  Product  aus   zwei   oder 

mehreren  Moduln  dann  und  nur  dann  =0  ist,   wenn  unter  den 

Factoren   sich  auch   der  Modul  Null   befindet.     Sodann  leuchtet 

ein,  dass,  wenn  5  wieder  das  System  [1 1   aller  ganzen   rationalen 

Zahlen  bedeutet,  immer 

05  =  11  (4) 
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ist;  und  zwar  ist  5  auch  der  einzige  Modul  b,  welcher  als  Factor 
jeden  Modul  a  ungeändert  lässt,  weil  hi  =  \i  =  %  sein  muss. 

Sehr  häufig  wird  der  Fall  auftreten,  wo  der  eine  Factor  b 
eines  Productes  ab  ein  eingliedriger  Modul  \ri\  ist;  dann  setzen 
wir  zur  Abkürzung  das  Product 

0.  [y]]  =  0.7]  =  riCi\  (5) 

dasselbe   besteht   offenbar    aus   allen   Producten   «7;,   wo  a   alle 
Zahlen  in  a  durchläuft,  und  insbesondere  ist  stets 

[n\  =  m-  (6) 

Ferner  ergiebt  sich,  dass  das  Product  (a»?)i?i  =(01^1)1^  =  Ci{ri7]i) 
ist  und  deshalb  kurz  durch  at^t^i  bezeichnet  werden  darf. 

Sodann  leuciitet  ein,  dass  ein  Product  aus  zwei  oder  mehreren 
endlichen  Moduln  (§.  168)  wieder  ein  endlicher  Modul  ist;  bilden 
z.  B.  die  m  Zahlen  a^  eine  Basis  von  a,  und  die  n  Zahlen  ßs  eine 
Basis  von  b,  so  bilden  die  mn  Producte  a,./5s  eine  Basis  des 
Productes  ah.    Insbesondere  ist 

Nach  diesen,  allein  auf  die  Multiplication  der  Moduln  be- 
züglichen Bemerkungen  lassen  wir  zunächst  einige  Sätze  folgen, 
in  welchen  es  sich  um  eine  Verbindung  mit  dem  Begriffe  der 
Theilbarheit  handelt: 

I.  Ist  Q  >  a\  so  ist  auch  ah  >  ah^  und  tvenn  ausserdem 
h  >  V  ist,  so  ist  ah  >  a'h'. 

Denn  weil  jede  Zahl  co  des  Moduls  a  auch  in  o',  und  jede 
Zahl  ß  des  Moduls  b  auch  in  b'  enthalten  ist,  so  ist  jedes  Pro- 
duct aß  und  folghch  auch  jede  Summe  solcher  Producte  ccß 
zugleich  in  a'b'  enthalten,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  Rücksicht  auf  (4),  oder  auch  unmittelbar  aus  den  Be- 
griffen selbst,  ergiebt  sich  der  besondere  Satz: 

II.  Ist  die  Zahl  1  in  dem  Modul  o  enthalten,  also  5  >  o,  so 
ist  allgemein  a  >  ao. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dass  umgekehrt  aus  der  Theil- 
barkeit  von  ah  durch  a'h  nicht  allgemein  die  Theilbarkeit 
von    a    durch    a'    folgt*);     doch     ist    dies     offenbar    der     Fall, 


*)  Nimmt  man  z.  B.  0  =  [1],  a'  =  [/],  b  =  [1,  i],  wo  «2  =  —  1,  so  ist 
ot)  ==  a'b  =  b,  aber  keiner  der  beiden  Moduln  0,  a'  ist  durcb  den  anderen 
theilbar. 
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wenn  b   ein   von  Null  verschiedener   eingliedriger  Modul  [rj]  ist, 
d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

III.  Ist  ri  eine  von  Null  verschiedene  Zahl^  und  (xri  >  o! ri^ 
so  ist  a  >  a']  und  aus  atj  =  a'rj  folgt  a  =  a'. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  aber  der  folgende  Satz : 

IV.  Sind  a,  b,  c  drei  beliebige  Moduln^  so  ist  immer 

(a  +  b)c  =  ac  +  bc.  (8) 

Bezeichnen  wir  den  Modul  linker  Hand  mit  p,  den  rechter 
Hand  mit  q,  so  haben  wir  zu  zeigen,  dass  p  >  q,  und  q  >  p  ist. 
Das  Letztere  folgt  ohne  Weiteres  aus  dem  Satze  I;  da  nämlich 
a  -{-  h  ein  gemeinsamer  Theiler  von  a,  b  ist,  so  muss  das  Pro- 
duct  |3  auch  ein  gemeinsamer  Theiler  der  Producte  a  c,  b  c,  also 
ein  Theiler  von  deren  grösstem  gemeinsamen  Theiler  q  sein. 
Um  aber  das  Erstere  zu  beweisen,  müssen  wir  alle  in  den 
Moduln  a,  b,  c  enthaltenen  Zahlen  a,  /3,  7  betrachten;  nun  ist 
jede  Zahl  des  Productes  p  ein  Product  {oc  -\-  ß)  y  oder  eine 
Summe  von  mehreren  solchen  Producten ,  und  da  (oc  -\-  ß)y 
:^ay  -\-  ßy  die  Summe  einer  in  ac  enthaltenen  Zahl  ay  und 
einer  in  bc  enthaltenen  Zahl  ßy  ist,  so  ist  jedes  Product  (a  -\-  ß)y 
und  folglich  jede  Zahl  des  Moduls  p  in  der  Summe  q  der 
Moduln  ac,  bc  enthalten,  d.  h.  p  >  q,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  bemerken,  dass  es  keinen  ebenso  bestimmten  Satz  für 
das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  giebt;  aus  dem  Satze  I  folgt 
lediglich,  dass 

(a  —  b)  c  >  a  c  —  b  c  (9) 

ist,  und  mehr  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  beweisen*).    Wenn 
aber  c  z.  B.  ein  eingliedriger  Modul  [rj]  ist,  so  ergiebt  sich  leicht 

(a  —  h)r]  ^=  ar]  —  hrj.  (10) 

Der  Satz  IV  lässt  sich,  wie  man  leicht  erkennt,  auf  Pro- 
ducte von  beliebig  vielen  Factoren  (in  endlicher  Anzahl)  aus- 
dehnen, deren  jeder  eine  Summe  von  beliebig  vielen  (auch 
unendlich  vielen)  Moduln  ist;  als  specieller  Fall  ergiebt  sich 
z.  B.  wieder,  dass  jedes  Product  aus  zwei  endlichen  Moduln 
2  [oir]  und  ^  [ßs]  ebenfalls  ein  endlicher  Modul  ^  [oirßs]  ist. 
Zugleich  leuchtet   ein,   dass   sehr  viele   Identitäten  der  gewöhn- 

*)  Ist  z.   B.  a  =  [1],  b  =  [^■],  c  =  [1,  i],  wo  i^=  —  1,   so  ist  a  —  b 
=  (a  —  b)  c  =  0,  hingegen  ac=:bc  =  üc  —  bc:=c. 
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liehen  Buchstabenrechnung,  in  denen  nur  die  Addition  und 
Multiplication  der  Zahlen  auftritt,  sich  unmittelbar  auf  unsere 
Moduln  übertragen  lassen.     So  ist  z.  B.: 

(a-fbO(a+b,)...(a-i-b,) 
=  a«  +  Cia«-i  +  C2a"-2  +  ...-f  Cn-ia-f  c„,  ^   . 

wo  Ci ,  C2  .  .  .  c„_i ,  Cn  die  einfachsten,  auf  symmetrische  Weise  aus 
bj,  62  .  .  .  b„  gebildeten  Moduln  (Summen  von  Producten)  be- 
deuten. Allein  viele  dieser  Sätze  erleiden  doch,  weil  a  +  a  =  a 
und  nicht  =  2  a  ist ,  eine  wesentliche  Aenderung.  Sind  z.  B.  in 
der  vorstehenden  Gleichung  die  n  Moduln  bj ,  ba  .  .  .  b„  alle  =  b, 
so  wird  Cr  =  b**,  und  man  erhält 

(a  -f  b)"  =  a"  4-  a»-i  b  -f  a^-^b^  -f.  ...  4-  b".  (12) 

Unter  diesen,  der  Modultheorie  eigenthümlichen  Identitäten 
müssen  wir  wenigstens  eine  hier  noch  besonders  hervorheben, 
weil  sie  uns  später  (§.  173)  von  sehr  grossem  Nutzen  sein  wird, 
nämlich 

(a  -f  b  -f  c)  (bc  -I-  ca  -f  ah)  =  (b  -f  c)(c  +  a)(a  -f  b).        (13) 

Ihre  Wahrheit  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Auflösung  aller 
Klammern,  worauf  beide  Producte  dieselbe  Form 

abc  -f  ah^  +  ac^  -f  hc^  +  ha^  -f  ca^  -f  cb^ 

annehmen.  Das  Charakteristische  dieses  Satzes*)  besteht  darin, 
dass  ein  und  derselbe  Modul  auf  zwei  wesentlich  verschiedene 
Arten  als  Product  von  Factoren  dargestellt  wird,  und  dass  eine 
Summe  von  drei  beliebigen  Moduln  a,  b,  c  durch  Multiplication 
mit  einem  Modul,  dessen  Zahlen  auf  rationale  Weise  aus  denen 
von  a,  b,  c  gebildet  sind,  in  ein  Product  verwandelt  wird,  dessen 
Factoren  die  Summen  von  je  ^ivei  dieser  Moduln  sind.  — 


*)  Derselbe  ist  nur  ein  specieller  Fall  des  folgenden  allgemeinen,  nicht 
ganz  leicht  zu  beweisenden  Satzes,  in  welchem  wir  die  oben  in  (11)  ge- 
brauchte Bezeichnung  beibehalten:  Wenn  w  >  r  >  0,  so  ist  das  Product 
aller  Summen  von  je  (r  -f- 1)  mit  verschiedenen  Zeigern  behafteten  Moduln 
aus  der  Reihe  bj,  62  ...  b^   identisch  mit  dem  Producte 

tl       I2     •  •  •   '■^n—r    ' 

wo  die  Exponenten  die  Binomialcoefficienten 

_  n{n—l~s) 

^« ~  n{r—  l)ll{n  —  r—s) 
bedeuten.    Für  r^=l  wird  dieses  Product  =  Cj  Cg  ...  c„_2  c„_i,  und  hieraus 
folgt  unser  obiger  Satz  (13)  für  n  =:  3. 
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Wir  wenden  uns  endlich  zu  einer  letzten  Art  von  Modul- 
bildung, der  Division.    Unter  dem   Quotienten 

—   oder    b  :  a 
a 

zweier  Moduln,  des  Nenners  a  und  des  Zählers  b  verstehen  wir 
den  Inbegriff  n  aller  derjenigen  Zahlen  v  (z.  B.  0),  für  welche 
av  >  h  wird.  Sind  Vj,  V2  solche  Zahlen,  während  a  jede  Zahl 
in  a  bedeutet,  so  sind  alle  Producte  av^^  «^2,  also  auch  alle 
Producte  a  (v^  —  1/2)  in  dem  Modul  b  enthalten,  also  ist 
a  (vi  —  V2)  >  b ,  und  folglich  gehört  die  Differenz  v^  —  Vg  eben- 
falls dem  Quotienten  n  an,  welcher  mithin  ein  Modul  ist*). 
Offenbar  ist  jede  der  beiden  Aussagen 

om  >  b    und    m  >  —  (14) 

eine  Folge  der  anderen,  mithin  könnte  der  Quotient  n  auch 
erklärt  werden  als  der  grösste  gemeinsame  Theiler  (die  Summe) 
aller  der  Moduln  m,  welche  der  Bedingung  am  >  b  genügen. 
Hierauf  beruhen  die  leicht  zu  findenden  Beweise  der  folgenden 
Sätze,  in  denen  sich  eine  gewisse  Fortsetzung  des  im  §.  169  er- 
wähnten Dualismus  offenbart: 

b        b' 
Aus  a  >  a'  h  >  h'  folgt  -y  >  —  (15) 

Allgemein  ist  a  (- j  >  b  >  — ,        ^  (16) 

aber  der  erste  Modul  ist  gleich  dem  zweiten,  wenn  a  ein  Factor 
von  b,  d.  h.  wenn  b  =  a  c,  und  der  zweite  Modul  ist  gleich  dem 
dritten,  wenn  b  =  c :  a  ist.     Ferner  ergiebt  sich 


a  —  b         a         b 


c  c         c      a-fb 


b        a    '    b 


c 

c 

a 

b 

a 

b 

< 

c 

-i- 

c 

(18) 


C  <1    +    ^;      «_±J<^    +    ^.  (19) 


In  den  Untersuchungen,  auf  welche  wir  uns  hier  beschränken 
müssen,  wird    vorzugsweise    der    besondere   Fall   auftreten,   wo 


^)  Ist  der  Nenner  a  =  0,  so  ist  der  Quotient  der  Inbegriff  aller  Zahlen. 
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Zähler  und  Nenner  eines  Quotienten  mit  einander  identisch  sind. 
Wenn  a  ein  beliebiger  Modul  ist,  so  setzen  wir 

QO  =  1  (20) 

und  nennen  a«  die  Ordnung  von  o;  nach  (14)  ist  dann  jede  der 
beiden  Aussagen 

am  >  Q    und    m  >  a«  (21) 

eine  Folge  der  anderen.    Hieraus  ergiebt  sich  nach  (4)  zunächst 

S  >  Q<^,  also  allgemein  h  >  ha^,  (22) 

d.  h.  in  jeder  Ordnung  sind  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  ent- 
halten. Da  mithin  a  >  aa«,  und  zufolge  (21)  auch  aa»  >  a  ist, 
so  ergiebt  sich 

aao  =  a,  (23) 

und  hieraus  ebenso  leicht 

^=^«-  (24) 

Aus  (23)  folgt  aa^a^  =  a,  also  nach  (21)  auch  aH^  >  a^  und 
da  aus  (22)  ebenso  a^  >  a^a^  folgt,  so  ist 

a<?ao  =  ao,  (25) 

mithin  reproduciren  sich  die  Zahlen  einer  jeden  Ordnung  nicht 
bloss  durch  Addition  und  Subtraction,  sondern  auch  durch  Multi- 
plication. 

Umgekehrt,  wenn  ein  Modul  o  die  Zahl  1  enthält,  und  wenn 
seine  Zahlen   sich  durch  Multiplication  reproduciren,  wenn  also 

S  >  0,  o'>  0  (26) 

ist,  so  folgt  leicht,  dass  o  eine  Ordnung,  nämlich 

0  =  oo  (27) 

ist;  denn  zufolge  der  zweiten  Annahme  (26)  ist  o  >  o^  und  aus 
der  ersten  folgt  durch  Multiplication  mit  o*^  und  mit  Rücksicht 
auf  (23)  auch  ßo  >  o,  woraus  sich  (27)  ergiebt. 

Da  nun  zufolge  (22),  (25)  jede  Ordnung  a^  die  beiden  Eigen- 
schaften (26)  besitzt,  so  folgt 

(ao)o  =  ao,  (28) 

und  ebenso  findet  man,  dass  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache 
qo  _  ^0  von  zwei  Ordnungen  a^  b^  und  ihr  Product  a®  b*^,  welches 
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auch  =  (a^  -|-  h^p  und  <  a»  -|-  b»  ist,  wieder  Ordnungen  sind. 
Offenbar  ist 

a  b  =  a«  (a  b)  =  bo  (a  b)  =  a»  bo  (a  b),  (29) 

und  aus  (14),  (16),  (22),  (23)  folgt  ebenso 

7 ="•©-»•  (!)=••'•©■       <»' 

mithin 

.     ao  +  bo  >  aobo  >  {aby,     aH«  >  (-X-  (31) 

Es  liegt  nun  nahe,  den  Begriff  der  Potenz  eines  Moduls  a 
auch  auf  den  Fall  negativer  Exponenten  auszudehnen,  indem  man 

a-"  =  -  (32) 

setzt,  wenn  n  >  0  ist.  Allein  es  ist  im  Allgemeinen  unmöglich, 
die  Gesetze  der  Multiplication  und  Division  von  Zahlenpotenzen 
auf  die  Modulpotenzen  zu  übertragen;  vielmehr  zerfallen  die 
Moduln  hinsichtlich  ihres  Verhaltens  zu  ihrer  Ordnung  in  zwei 
wesentlich  verschiedene  Arten.    Aus  (16)  und  (30)  folgt  jedenfalls 

aa-"-  >  qo,    aOQ-i  =  a-\    a»  >  (a-^)%    a  >  (a-i)-i;      (33) 

wir  wollen  aber  a  einen  eigentlichen  Modul  nennen, 

wenn  a  a-^  =  a^  (34) 

oder,  was  nach  (4),  (23),  (33)  hiermit  gleichwerthig  ist, 

wenn  ^  >  aa-'^  (34') 

ist.     Aus  dieser  Erklärung  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze. 

V.  Ein  Modul  a  ist  gewiss  (und  auch  nur  dann)  ein  eigent- 
licher Modul,  wenn  er  ein  Factor  seiner  Ordnung  a^  ist^  d  h. 
wenn  es  einen  Modul  n  giebt^  welcher  der  Bedingung  an  =  a^ 
genügt;  und  hierausfolgt  a~^  =  rta^. 

Denn  nach  (23)  ist  a(nao)  =  a^,  also  na<^  >  a-^  und  aus 
(33)  folgt  a-^  =  a^a-'^  =  naa-^  >  na«;  mithin  ist  a-^  =  na», 
und  folglich  aa~^  =  naa*>  =  na  =  a^,  was  zu  beweisen  war. 

VI.  Ist   a  ein  eigentlicher  Module  so  gilt  dasselbe  von  a~^ 

und  es  ist 

(a-i)o  =  qo,  (a-i)-i  =  a.  (35) 

Denn  da  nach  (31)  die  Ordnung  eines  Productes  ein  Theiler 
von  der  Ordnung  jedes  Factors  ist,  so  folgt  aus  (34)  mit  Rück- 
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sieht  auf  (28),  dass  a^  <  (a-^j«,  und  hieraus  mit  Rücksicht  auf 
(33),  dass  a^  =  (a-i)^  ist.  Da  nun  zufolge  (34)  der  Modul  a-^ 
ein  Factor  seiner  Ordnung  a^  ist,  so  ist  er  zufolge  V  ein  eigent- 
licher Modul,  und  zugleich  ergiebt  sich  die  zweite  Gleichung  (35), 
was  zu  beweisen  war. 

VII.  Ist  a  ein  eigentlicher^  b  ein  beliebiger  Modul.,  so  ist 

ob       ^    ^      ha^^       ,      ,  ,^^^ 

—  =:^a%     —  =  ha-K  (36) 

Diese  beiden  Sätze  gehen  aus  einander  hervor,  wenn  man  b 
durch  ba-i  oder  durch  ha  ersetzt  und  (34),  (33),  (23)  berück- 
sichtigt. Bezeichnet  man  die  linke  und  rechte  Seite  der  ersten 
Gleichung  resp.  mit  p  und  q,  so  ist  zufolge  (17)  immer  q  >  p. 
Ist  aber  a  ein  eigentlicher  Modul  (34),  so  ist  zufolge  (22)  p  >  p  a  a~^, 
und  da  nach  (16)  pa>ba,  also  paa-^  >  baa-^  ist,  so  folgt 
p  >  q,  mithin  p  =  q,  was  zu  beweisen  war. 

VIII.  Sind  a,  b  eigentliche  Moduln^  so  gilt  dasselbe  von  ihrem 
Producte  ah^  und  es  ist 

{ahy  =  Ci^h\  {ah)-^  =  a-n-\  (37) 

Die  erste  Gleichung  ergiebt  sich  aus  dem  zweiten  Satze  (17), 
wenn  man  c  =  ob  setzt  und  den  ersten  Satz  (36)  zweimal  an- 
wendet. Da  ferner  aa-i  =  ao,  bb~^  =  b«,  mithin  (ah)(a-'^h-^) 
=  a^bo  =  (öb)^,  also  das  Product  ah  ein  Factor  seiner  Ordnung 
(ab)o  ist,  so  ist  es  nach  V  ein  eigentlicher  Modul,  und  zugleich  er- 
giebt sich  mit  Rücksicht  auf  (33),  dass  (ab)-^  ==  {ahy  (a-'^h-'^) 
=  a"^böa~^b~^  =  a~^h~'^  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  wird  man  leicht  finden,  dass  die 
Multiplication  und  Division  aller  Potenzen  eines  eigentlichen 
Moduls,  ebenso  aller  eigentlichen  Moduln,  welche  dieselbe  Ord- 
nung haben,  genau  nach  denselben  Regeln  geschieht,  wie  bei 
Producten  und  Quotienten  von  Zahlen. 


§•  171. 

Wir  gehen  nun  zu  derjenigen  Betrachtung  über,  die  uns 
veranlasst  hat,  für  die  hier  untersuchten  Zahlengebiete  den  Namen 
Modtdn  zu  wählen,  obgleich  derselbe  schon  in  so  vielen  anderen 
Bedeutungen  gebraucht  wird.     Wenn  m  ein  beliebiger  Modul  ist. 
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so  nennen  wir  zwei  Zahlen  «,  ß  congruent  nach  m,  wenn  ihre 
Differenz  a  —  ß  in  m  enthalten  ist,  und  wir  bezeichnen  dies  durch 
die  Congruenz 

cc  ^  ß  (mod.  m),  (1) 

in  welcher  offenbar  die  beiden  Zahlen  cc,  /3,  deren  jede  auch  ein 
Best  der  anderen  heisst,  stets  mit  einander  vertauscht  werden 
dürfen.  Wir  nennen  dagegen  die  Zahlen  «,  /3,  y  .  .  .  incongruent 
nach  m ,  wenn  keine  von  ihnen  mit  einer  der  übrigen  congruent 
ist*).  Aus  dem  Begriffe  eines  Moduls  und  aus  den  früheren 
Sätzen  folgt,  dass  man  beliebig  viele  solche  Congruenzen,  die  sich 
auf  einen  und  denselben  Modul  m  beziehen,  addiren  und  sub- 
trahiren  darf,  wie  Gleichungen;  auch  darf  man  beide  Seiten 
einer  solchen  Congruenz  mit  derselben  ganzen  rationalen  Zahl, 
allgemeiner  mit  jeder  in  der  Ordnung  m^  des  Moduls  m  enthal- 
tenen Zahl  raultipliciren.  Aus  der  Congruenz  zweier  Zahlen  in 
Bezug  auf  einen  Modul  m  folgt  auch  ihre  Congruenz  in  Bezug 
auf  jeden  Theiler  von  m,  und  wenn  eine  Congruenz  in  Bezug  auf 
mehrere  Moduln  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  deren  kleinstes  gemein- 
sames Vielfaches. 

Ferner  leuchtet  ein,  dass  jede  Zahl  sich  selbst  congruent, 
und  dass  zwei  mit  einer  dritten  Zahl  y  congruente  Zahlen  a,  ß 
auch  einander  congruent  sind;  denn  wenn  a  —  y,  ß  —  y  Zahlen 
des  Moduls  m  sind,  so  ist  auch  ihre  Differenz  a — ß  im  m  ent- 
halten. Hierauf  beruht  die  Möglichkeit,  alle  Zahlen  in  Bezug 
auf  einen  Modul  m  in  Zahlclassen  einzutheilen ,  in  der  Weise, 
dass  je  zwei  beliebige  Zahlen  in  dieselbe  oder  in  verschiedene 
Classen  aufgenommen  werden,  je  nachdem  sie  congruent  oder 
incongruent  sind;  ist  «  eine  bestimmte  Zahl,  während  ^  alle 
Zahlen  des  Moduls  m  durchläuft,  so  Eilden  die  Zahlen  a  -}-  ft  eine 
solche  Classe,  die  wir  mit  w  -j-  m  oder  m  -{-  a  bezeichnen  wollen, 
und  man  kann  a  oder  jede  andere  dieser  Zahlen  als  Repräsentant 
oder  auch  als  Best  der  Classe  ansehen.  Die  Gleichung  m  -j-  a 
=  m  4-  /^  ist  dann  gleichbedeutend  mit  der  Congruenz  (1);  findet 


*)  Der  von  Gauss  zuerst  eingeführte  Begriff  der  Congruenz  bildet 
offenbar  einen  besonderen  Fall  des  obigen ;  denn  wenn  a,  1) ,  m  ganze  ra- 
tionale Zahlen  sind,  so  ist  die  Congruenz  a  =  6  (mod.  m)  gleichbedeutend 
mit  der  Congruenz  der  Zahlen  a,  h  nach  dem  Modul  [m]  =  m  [1];  und 
wenn  «,  ß,  /u  ganze  Zahlen  des  Körpers  J  sind  (§.  159),  so  ist  die  Con- 
gruenz cc  =  ß  (mod.  /u)  gleichbedeutend  mit  der  Congruenz  der  Zahlen 
(c,  ß  nach  dem  Modul  [fj,  /ui]  z=  fx  [1,  i]. 
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sie  nicM  statt,  so  sind  die  Classen  a  -f  m,  /3  -f-  m  verschieden 
und  besitzen  keine  einzige  gemeinsame  Zahl.  Offenbar  hildet 
der  Modul  m  selbst  die  durch  die  Zahl  0  repräsentirte  Classe. 

Auf  diesem  Begriffe  beruhen  die  folgenden  Betrachtungen. 
Ist  a  ein  Theiler  ^^orTm,  und  a'  eine  bestimmte  Zahl  in  a,  so 
sind  alle  Zahlen  der  Classe  od  +  ni  auch  in  a  enthalten,  und 
folglich  besteht  der  Modul  a  aus  einer  endlichen  oder  unendlichen 
Anzahl  verschiedener  Classen  a'  -f-  ni,  von  denen  je  zwei  keine 
gemeinsame  Zahl  besitzen.  Ist  ferner  q  eine  beliebige  Zahl,  so 
besteht  zugleich  die  auf  den  Modul  a  bezügliche  Classe  q  -j-  a 
aus  den  sämmtlichen  entsprechenden,  ebenfalls  verschiedenen 
Zahlclassen  (q  -\-  «')  -{-  m. 

Allgemeiner,  sind  a,  b  zwei  beliebige  Moduln,  deren  kleinstes 
gemeinsames  Vielfaches  a  —  b  zur  Abkürzung  mit  m  bezeichnet 
werden  möge,  und  ist  a'  eine  bestimmleZähl  in  a,  so  bilden  alle 
diejenigen  in  a  enthaltenen  Zahlen  oj,  welche  ^  a'  (mod.  b)  sind, 
die  auf  m  bezügliche,  durch  a'  repräsentirte  Classe  a'  -\-  m;  da 
nämlich  a  —  a'  sowohl  in  a  als  auch  in  b  enthalten  ist,  so  ist 
a  =  a'  -|-  fi,  wo  ^a  eine  Zahl  des  Moduls  tn  bedeutet,  und  um- 
gekehrt, wenn  ^  in  m,  also  auch  in  a  und  in  b  enthalten  ist,  so, 
ist  die  Summe  oc  =  oc'  -]-  /Lt  in  a  enthalten  und  zugleich  ^  a' 
(mod.  b).  Wählt  man  daher  aus  jeder  der.  verschiedenen  Classen 
a'  -1-  m,  aus  denen  a  besteht,  einen  bestimmten  Rest  oc'  aus,  so 
besitzt  das  System  aller  dieser  in  a  enthaltenen  Zahlen  a'  offen- 
bar die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  jede  beliebige  in  a 
enthaltene  Zahl  «  mit  einer,  aber  auch  nur  mit  einer  einzigen 
Zahl  a'  congruent  ist  nach  dem  Modul  b;  ein  solches  System  von 
Zahlen  cc'  nennen  vdr  daher  ein  Bepräsentanten  -  System  oder  ein 
Restsystem  von  a  nach  b.  Ist  die  Anzahl  dieser  in  a  enthaltenen, 
nach  b  incongruenten  Zahlen   a!  endlich^   so  wollen  wir   dieselbe 

durch  das  Symbol 

(a,  b) 

bezeichnen*),  und  dies  ist  zugleich  die  Anzahl  der  Classen  a'  -f  m, 
aus  denen  a  besteht;  ist  sie  aber  unendlich ^  so  ist  es  zweck- 
mässig, unter  dem  Symbol  (ci,  b)  die  Zahl  Null  zu  verstehen,  weil 


*)  Dasselbe  habe  ich  zuerst  iu  §.  169  der  zweiten  Auflage  benutzt. 
Sollten  die  Moduln  a,  b  zugleich  Körper  sein,  was  aber  bei  unseren  Unter- 
suchungen niemals  vorkommen  wird,  so  würde  die  dem  Symbol  (a,  b)  jetzt 
beigelegte  Bedeutung  von  der  in  §.  164  wohl  zu  unterscheiden  sein. 
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dann  die  meisten  Sätze  allgemein  gültig  bleiben*).  Ist  (ü,  b)  =  l, 
sind  also  alle  Zahlen  a  des  Moduls  a  einander  congruent,  mithin 
alle  06  ^  0  (mod.  b),  so  ist  a  tJieilbar  durch  h,  und  aus  dieser 
Theilbarkeit  folgt  umgekehrt  (a,  b)  =  1. 

Aus  dem  Obigen  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  dieselben 
Zahlen  a'  zugleich  ein  Restsystem  von  a  nach  m  bilden,  und 
folglich  ist  in  allen  P'ällen 

(a,  b)  =  (a,  a  -  b).  (2) 

Dieselben  Zahlen   a'  bilden   aber  auch  ein  Restsystem  von 

a  -\-  h  nach  b,  d.  h.  a  -f  b  besteht  aus  den  sämmtlichen  Classen 
oi'  -}-  b,  und  folglich  ist 

(a,  h)  =  {a  +  b,  b);  (3) 

denn  die  Zahlen  cc'  sind  auch  in  a  -f  b  enthalten  und  incongruent 
nach  b,  und  jede  in  o  -|-  b  enthaltene  Zahl  a  +  i^  ist  ^  a 
(mod.  b),  also  auch  congruent  mit  einer  der  Zahlen  «',  was  zu 
beweisen  war. 

^|jv  ^.A.uf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass,  wenn  rj  eine_^'Ow  NuU 
verschiedene  Zahl  ist ,  die  Producte  rj a'  ein  Restsystem  von  ~arf 
nach  hri  bilden,  und  folglich  ist 

(arj,  bri)  =  (a,  b).  (4) 

Ist  ferner  a  ein  Theüer  von  b,  und  b  ein  Theiler  von  c,  also 
(6,  q)  =  (c,  b)  =  1,  so  bilden,  wenn  a'  ein  Restsystem  von  a  nach 
b,  und  ß  ein  Restsystem  von  b  nach  c  durchläuft,  die  sämmtlichen 
Summen  a'  +  /3'  ein  Restsystem  von  a  nach  c,  und  folglich  ist 

(a,  c)  ==  (a,  b)(b,  c),  wenn  a  <  b  <  c.  (5) 

Denn  a  besteht  aus  allen  Classen  a'  -j-  b,  und  jede  dieser  Classen 
wieder  aus  den,  allen  ß'  entsprechenden  Classen  (a'  -f-  ß')  -f-  c, 
mithin  besteht  a  aus  allen  Classen  («'  4-  /3')  -j-  c,  wo  a'  und  ß' 
alle  ihre  Werthe  durchlaufen. 

Zu  diesen  Sätzen,  durch  deren  Verbindung  sich  viele  andere**) 
ableiten  lassen,  fügen  wir  noch  die  folgenden  hinzu. 


*)  Vergl.  z.  B.  die  Sätze  im  folgenden  §.  172. 
**)  Aus  drei  beliebigen  Moduln  q,  b,  c  entspringt,  wie  in  der  Anmerkung 
auf  S.  499  erwähnt  ist,  eine  Gruppe  von  28  Moduln  m,  n  .  .  .;  die  sämmt- 
lichen Classenanzahlen  (m,  n)  lassen  sich  aus  sieben  von  ihnen  bestimmen; 
bezeichnet  man  diese  mit  a,  b,  c,  a^,  b^,  c,  und  d,  so  ist  z.  B. : 
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I.  ^ind  a,  b  zwei  beliebige  Moduln^  so  genügt  jede  in  a  ent- 
haltene Zahl  06  der  Congruenz 

(a,  b)  oc  ^  0  (mod.  a  —  b),  (6) 

also  ist  (a,  b)  a  >  a  —  b. 

Dies  leuchtet,  wenn  (a,  b)  =  0  ist,  unmittelbar  ein.  Ist  aber 
(a,  b)  =  t^  >  0,  und  durchläuft  a  ein  Restsystem  von  a  nach 
a  —  b,  während  a  eine  bestimmte  Zahl  in  a  bedeutet,  so  bilden 
die  n  Zahlen  «-{-«',  weil  sie  in  a  enthalten  und  incongruent 
nach  a  —  b  sind,  ebenfalls  ein  solches  Restsystem;  jede  dieser 
Zahlen  a  -{-  a'  ist  daher  mit  einer  der  Zahlen  a',  umgekehrt  jede 
der  letzteren  mit  einer  der  ersteren  congruent;  mithin  ist  auch 
die  Summe  6  der  Zahlen  a'  congruent  der  Summe  na  -\-  6^  wor- 
aus (6)  folgt,  was  zu  beweisen  war. 

II.  Js^  Od,  und  (a,  c)  >  0,  so  giebt  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  )mcher  Moduln  b,  welche  >  a  und  zugleich  <  c  sind"^). 

Da  nämlich  jeder  solche  Modul  b  aus  gewissen  Zahlclassen 
ß'  -\-  c  bestehen  muss,  welche  in  a  enthalten  sind,  und  unter 
denen  sich  immer  c  selbst  befindet,  und  da  die  Anzahl  m  aller 
in  a  enthaltenen  Classen  «'  -f-  c  endlich,  nämlich  =  (a,  c)  ist,  so 
kann  die  Anzahl  der  Moduln  b  höchstens  gleich  2*"—^  sein,  was  zu 
beweisen  war. 

Wir  schliessen  diese  Betrachtungen  mit  der  Verallgemeine- 
rung zweier  in  §.  25  und  §.11  bewiesenen  Sätze. 

III.  Sind  p,  ö  gegebene  Zahlen^  und  a,  b  irgend  zwei  Moduln, 
so  haben  die  beiden  gleichzeitigen  Congriienzen 

ca  ^  Q  (mod.  a),     es  e=  (S  (mod.  b)  (7) 


(6,  c)  =  fccid,  (c,  q)  =  ca^d,  (a,  h)  ^=  a\d, 
(c,  b)  =  cbid,  (a,  c)  =  ac^d,  (b,  a)  =  ba^d. 
Hieraus  folgt  der  schon  in  der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (S.  490)  an- 
geführte Satz 

(b,  c)(c,  a)(a,  B)  =  (c,  b)(a,  c)(b,  q), 

welcher  sich  aber  auch  leicht  auf  kürzerem  Wege  beweisen  lässt. 

*)  Dass  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  wahr  ist ,  wird  man  leicht 
beweisen,  z.  B.  durch  die  Betrachtung  aller  Moduln  von  der  Form  c,  c  -f-  [«], 
c  -f-  [2«],  c  -|-  [3«] . . .,  wo  «  jede  beliebige  Zahl  in  a  bedeutet.  Man  kann 
auch  von  dem  Begriffe  eines  unmittelbaren  oder  nächsten  Theilers  von  c 
ausgehen ;  so  soll  ein  echter  Theiler  b  von  c  heissen,  wenn  es  ausser  b  und  c 
keinen  Modul  giebt,  der  >  b  und  zugleich  <  c  ist;  die  erforderliche  und 
hinreichende  Bedingung  hierfür  besteht  darin,  dass  (b,  c)  eine  Primzahl 
ist.    Man  vergleiche  hiermit  die  Betrachtungen  im  folgenden  §.  172. 
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stets  und  nur  dann  gemeinsame  Wurzeln  o,  wenn 

p  =  ö  (mod.  a  -{'  h)  (8) 

ist^  und  alle  diese  Wurseln^  d,  li.  alle  den  beiden  Classen  a  -j-  ^, 
h  -\-  6  gemeinsamen  Zahlen  C3  bilden  eine  bestimmte  Classe  in 
Bezug  auf  den  Modul  a  —  b. 

Li  der  That,  wenn  eine  Zahl  a  den  Congruenzen  (7)  genügt, 
so  sind  die  Zahlen  o  —  p,  oj  —  ö,  also  auch  ihre  Differenz  in  a  +  b 
enthalten,  d.  h.  die  Bedingung  (8)  ist  erfüllt.  Umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  giebt  es  zufolge  der  Definition  von  a  -j-  b 
eine  Zahl  «  in  a  und  eine  Zahl  ß  in  b,  deren  Summe  a  -\-  ß  =  Q  —  ö 
ist,  und  dann  erfüllt  die  Zahl  a  =  q  —  06=rö-l-/3die  Con- 
gruenzen (7).  Genügt  ferner  o'  denselben  Congruenzen  (7),  so 
ist  co'  —  o  in  a  und  b,  also  in  a  —  b  enthalten,  mithin  g)'  ■=  a 
(mod.  a  —  b),  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Zahl  co' 
der  Classe  o  -j-  (a  —  b)  auch  den  Congruenzen  (7)  genügt,  was 
zu  beweisen  war*). 

IV.  Ist  (a,  m)  >  0,  und  a  —  m  tJieilbar  durch  jeden  der  r 
Moduln  n,  so  ist  die  Anzahl  aller  derjenigen  nach  m  incongruenten 
Zahlen  a  in  a,  die  in  lieinem  Modul  n  enthalten  sind^  gleich  der 
Summendifferenz 

1  (n',  m)  -  2  (n",  m),  (9) 

wo  für  n'  der  Modid  a  und  jedes  aus  a  und  einer  geraden  Anzahl^ 
für  n"  jedes  aus  a  und  einer  ungeraden  Anzahl  von  Moduln  n  ge- 
bildete kleinste  Vielfache  zu  setzen  ist. 

Denn  wenn  o  irgend  eine  Zahl  in  a  bedeutet ,  so  ist  nach 
dem  Obigen  die  Classe  (a  —  m)  -j-  w  der  Inbegriff*  aller  der 
Zahlen  in  a,  welche  ^  o  (mod.  m)  sind,  und  a  besteht  aus  (a,  m) 
solchen  Classen.  Ist  nun  a  —  m  >  n,  und  a>  in  n,  also  auch  in 
a  —  n  enthalten,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Zahlen  der  Classe 
(a  —  m)  +  03,  und  da  a  —  n  aus  (a  —  n,  m)  solchen  Classen 
besteht,  so  ist  (ti,  m)  —  (a  —  n,  m)  die  Anzahl  derjenigen  nach 
m  incongruenten  Zahlen  in  a,  welche  nicht  in  rt  enthalten  sind. 
Mithin  gilt   unser  Satz  für  den  Fall  r  =  1 ,  weil  es  dann  nur 


*)  Schwieriger  gestaltet  sich  die  Untersuchung ,  ob  drei  oder  mehr 
gegebene  Zahlclassen  a-\-Q,  h-^-o,  c-\^t...  gemeinsame  Zahlen  besitzen 
oder  nicht;  im  ersteren  Falle  kann  man  diese  Classen  einig  nennen,  und 
es  leuchtet  ein,  dass  ihre  Gemeinheit,  d.  h.  der  Inbegriff  aller  ihnen  ge- 
meinsamen Zahlen,  eine  auf  den  Modul  a  —  b  —  c . . .  bezügliche  Classe  ist. 
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einen  Modul  n'  =  a,  und  nur  einen  Modul  n"  =  Q  —  n  giebt. 
Nimmt  man  an,  er  sei  für  eine  bestimmte  Anzahl  r  von  Moduln 
n  allgemein  bewiesen,  und  der  Modul  p  gehe  ebenfalls  in  o  —  m 
auf,  so  darf  man  a  auch  durch  a^p  ersetzen,  weil  (ci  — p, m)>0, 
und  weil  der  Modul  (a  —  p)  —  m  =  a  —  m ,  also  durch  jeden 
Modul  n  theilbar  ist;  zufolge  (9)  ist  daher  die  Differenz 

•  V  (n'  —  p,  m)  —  V  (n"  —  p,  m) 

die  Anzahl  derjenigen,  im  Satze  mit  a  bezeichneten  Zahlen, 
welche  in  p  enthalten  sind;  zieht  man  dieselbe  von  der  in  (9) 
angegebenen  Anzahl  aller  Zahlen  a  ab,  so  erhält  man  die  Differenz 

(X  (n',  m)  -f  :i  (n"  -  .p,  m)}  —  [^  (n",  m)  +  v  (n'  —  p,  m)( 
als  Anzahl  aller  nicht  in  p  enthaltenen  Zahlen  «,  d.  h.  aller 
nach  m  incongruenten  Zahlen  in  a,  welche  in  keinem  der  (r  -{-  1) 
Moduln  n,  p  enthalten  sind.  Vergleicht  man  diesen  Ausdruck 
mit  (9),  so  ergiebt  sich,  dass  unser  Satz  auch  für  die  nächst- 
folgende Anzahl  (r  -f  1)?  mithin  allgemein  gilt,  was  zu  bewei- 
sen war. 

Statt  die  vollständige  Induction  anzuwenden  (wie  in  §.  11), 
kann  man  unseren  Satz  auch  unmittelbar  auf  folgende  Art  be- 
weisen. Wir  schicken  die  Bemerkung  voraus,  dass  die  iVnzahl 
der  Moduln  n'  immer  gleich  der  der  Moduln  n",  nämlich  =  2'"—^ 
ist;  sondert  man  nämlich  einen  bestimmten  Modul  n  aus,  und 
bezeichnet  mit  o',  o"  resp.  diejenigen  n',  ii",  zu  deren  Bildung  n 
nicht  mitwirkt,  so  besteht  das  System  der  Moduln  n'  aus  den 
Moduln  o',  d"  —  n,  ebenso  das  System  der  Moduln  n"  aus  den 
Moduln  d'  —  n,  o",  wodurch  unsere  Behauptung  erwiesen  ist*). 
Lässt  man  nun  m  ein  Restsystem  von  a  nach  m  durchlaufen,  und 
bezeichnet  mit  w',  o"  resp.  die  Anzahl  der  Moduln  n',  n",  denen 
G)  angehört,  so  ist  offenbar  S  «'  =r  ^{v!,  m),  ;S(a"=  ^  (n",  m), 
also  die  in  (9)  angegebene  Differenz  =  v  (c^'  —  ^^^'y  Da  nun  die 
Anzahl  der  Zahlen  a  offenbar  ==  v  (oc'  —  a")  ist,  weil  a'  =  1, 
a"  =  0,  so  wird  unser  Satz  bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen,  dass 
für  jede  andere  Zahl  a  die  Differenz  w' —  03"  =  0,  also  03'  =  03"  ist 


*)  Wenn  n  in  tt  aufgeht,  also  o'  —  n  =  o' ,  ü"  —  n  =  o"  ist,  so  fällt  das 
System  der  Moduln  n'  mit  dem  der  Moduln  n"  zusammen,  und  folglich 
verschwindet  die  Differenz  in  (9),  was  damit  übereinstimmt,  dass  es  in 
diesem  Falle  selbstverständlich  gar  keine  Zahl  «  giebt.  Aber  man  darf 
nicht  umgekehrt  aus  der  letzteren  Thatsache  schliessen ,  dass  mindestens 
einer  der  Moduln  n  in  a  aufgeht  (vergl.  §.  178,  IX). 

Dirichlet,    Zalilentheorie.  33 
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(vergl.  §.  138).  Bezeichnet  man  mit  p  diejenigen  s  Moduln  u,  denen 
CO  angehört,  und  mit  |)',  p"  resp.  diejenigen  Moduhi  n',  n",  welche 
aus  a  und  nur  diesen  Moduln  p  gebildet  sind,  so  gehört  cj  allen 
diesen  Moduln  |)',  p"  und  keinem  anderen  Modul  n',  n"  an,  und 
hieraus  folgt  nach  der  obigen  Bemerkung  w'  =  w"  =  2''-"\  w. 
z.  b.  w. 

§.  172. 

Von  diesen  allgemeinen  Sätzen  über  die  Beziehungen  zwischen 
beliebigen  Moduln  wenden  wir  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der 
besonderen  Erscheinungen  ,  welche  dann  auftreten ,  wenn  diese 
Moduln  zum  Theil  oder  alle  endlich  sind  (§.  168).  Da  jeder  end- 
liche Modul  entweder  eingliedrig  oder  (nach  (5)  in  §.  169)  eine 
Summe  von  mehreren  eingliedrigen  Moduln  ist,  so  gehen  wir  von 
dem  folgenden  Satze  aus: 

I.    Jedes  Vielfache  m  eines  eingliedrigen  Moduls  n  ist  ehenfalls 

eingliedrig,  und  sivar  ist 

m  =  (n,  m)  n.  (1) 

Um  dies  zu  beweisen,  setzen  wir  §  =  [1],  n  =  j«  und  be- 
merken, dass  jede  in  m,  also  auch  in  n  enthaltene  Zahl  ein  Pro- 
duct  X  CO  ist,  wo  X  eine  Zahl  in  5  bedeutet,  und  dass  der  Inbegriff  r 
aller  dieser  Zahlen  x^  welche  durch  Multiplication  mit  «  in  Zahlen 
des  Moduls  m  verwandelt  werden,  offenbar  ein  durch  5  theilbarer 
Modul  ist;  zugleich  ist  m  =  j:  w.  Schliessen  wir  zunächst  den 
Fall  aus,  wo  i*  =  0  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  a  die  Meinste 
positive  Zahl  in  i^  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  j:  =  a^,  also 
m  =  an  ist;  denn  wenn  z  jede  Zahl  in  g  bedeutet,  so  ist  a0  in 
l  enthalten,  also  ai  >  i';  umgekehrt  lässt  sich  jede  in  i  ent- 
haltene Zahl  X  (nach  §.  4  oder  §.  17)  in  die  Form  x  ^=  az  -\-  y 
setzen"^),  wo  y  eine  der  a  Zahlen  0,  1,  2.  .  .  (a  —  1)  bedeutet, 
und  da  ^  =  ^  —  az  in  ^  enthalten  ist,  so  muss  y  =  0,  x  =  as, 
l  >  aj^,  also  wirklich  j  =  aj  sein^''-'').  Da  ferner  irgend  zwei 
Zahlen  Zica^  z^co  des  Moduls  n  dann  und  nur  dann  congruent 
nach  m  sind,  wenn  ihre  Differenz  {z^  —  ^2)^  ii^  ^^i  ^-Iso  die 
Differenz  z^  —  z.,  in  j  =  aj  enthalten  ist,  so  bilden  die  a  Zahlen 

0,  09,  2 09.  ...  (a  —  1)  «  (2j 

*)  Dies  ist  die  Grundlage  aller  Zalilentheorie. 
**)  Offenbar  ist  dies  selbst  nur  ein  specieller  Fall  unseres  Satzes. 
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ein  Restsystem  von  n  nach  ni;  mithin  ist 

a  =  (n,m),  (3) 

und  da,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  m  =  j:»  =  an  ist,  so  er- 
giebt  sich  hieraus  unser  Satz  (1).  Offenbar  gilt  derselbe  aber 
auch  in  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle,  wo  i  =  0  ist;  dann 
ist  nämlich  m  =  jo  =  0,  und  da  je  zwei  verschiedenen  ganzen 
rationalen  Zahlen  ,z\^  s^  zwei  Zahlen  .ei«,  z^o  des  Moduls  n  ent- 
sprechen, welche  incongruent  nach  m  sind,  so  ist  (nach  §.  171) 
auch  (n,  m)  =  0,  w.  z.  b.  w. 

Um  zu  zeigen,  wie  nützlich  dieser  Satz  schon  in  den  ersten 
Anfangsgründen  der  Zahlentheorie  verwendet  werden  kann,  leiten 
wir  aus  ihm  zunächst  den  folgenden  ab: 

IL  Jeder  endliche^  aus  lauter  rationalen  Zahlen  bestehende 
Modul  c  ist  darstellbar  als  eingliedri(jer  Modul. 

Besteht  nämlich  eine  Basis  von  c  aus  m  ganzen  oder  ge- 
brochenen rationalen  Zahlen  61,^2...^^,  die  nicht  alle  ver- 
schwinden'^), so  kann  man  bekanntlich  eine  natürliche  Zahl  b 
immer  so  wählen,  dass  die  m  Producte  bc-^^be^.  .  .  bcm  gayize 
Zahlen  werden ;  da  dieselben  eine  Basis  des  von  Null  verschiedenen 
Moduls  b  c  bilden,  so  ist  letzterer  theilbar  durch  den  eingliedrigen 
Modul  5,  also  6c  =  »5  =  [a],  wo  a  eine  natürliche  Zahl  bedeutet; 
setzt  man  noch  a  =  6c,  so  ist  c  eine  positive  rationale  Zahl,  und 
man  erhält  c  =  [c\  w.  z.  b.  w. 

Nach  der  Bedeutung  unserer  Symbole  besagt  nun  die  eben 
bewiesene  Gleichung 

[ci,  C2.  .  .  c J  =  [c]  (4) 

erstens ,  dass  es  m  ganze  rationale  Zahlen  ^i ,  ^9  •  •  •  <lm  giebt, 
welche  der  Bedingung 

Ci  (/i  -^  c,q,  -^  •  '  •  -{-  Cr,, qm  =  c  (5) 

genügen,  und  zweitens,  dass 

also 

Ihfh  +  IhCLi  -^  •  •  •  +  pmqm  =  1  (7) 

ist,  wo  _pi,  Po-  •  '  Pm  ebenfalls  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Da  der  Modul  [c]  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  m  Moduln 
[Cr\  ist,  so  nennen  wir  die  Zahl  c  auch  den  givssten  gemeinsamen 


*)  Im  entgegengesetzten  Falle  ist  offenbar  c  =  0  =  [0]. 

33* 
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Theiler  der  m  Zahlen  c,.,  und  offenbar  ist  die  gewöhnliche  Be- 
deutung dieses  Wortes  (§  §.  6  und  24)  hierin  als  specieller 
Fall  enthalten.  Ja  es  ist  zweckmässig,  diese  Ausdrucksweise 
selbst  auf  den  oben  ausgeschlossenen  Fall  zu  übertragen,  wo  die  m 
Zahlen  Cr  sämmtlich  verschwinden,  und  unter  deren  grösstem  ge- 
meinsamen Theiler  die  Zahl  c  =  0  zu  verstehen,  wodurch  die 
Gleichung  (4)  erhalten  bleibt.  — 

Da,  wenn  a,  n  irgend  welche  Moduln  bedeuten,  immer  (n,  a) 
=  (n,  a  —  n)  =  (a  -|-  n,  a)  ist  (§.  171),  so  können  wir  den  in 
(1)  enthaltenen  Satz  auch  so  aussprechen: 

III.  Ist  n  ein  eingliedriger,  und  a  ein  beliebiger  Modul,  so  ist 

a  —  n  =  (n,  a)  n  =  (a  -1-  n,  a)  n.  (8) 

Derselbe  dient  zum  Beweise  des  folgenden: 

IV.  Ist  der  letzte  der  drei  Moduln  a,  6,  n  eingliedrig  =i  [«], 
so  hann  man  einen  eingliedrigen  Modid  n'  =  [a'Y so  Wählen,  dass 

a  —  (b  -f  n)  =  (a  —  b)  -^  n'  (9) 

wird. 

Dies  lässt  sich  in  der  That  immer  auf  folgende  Weise  er- 
reichen.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(n,  a  4-  b)  =  (a  -I-  b  -f  n,  a  4-  b)  =  a  (10) 

so  ist  zufolge  (8) 

(a  +  b)  —  n  =  an  :^  [acö];  (11) 

da  nun  aw  in  a  -|-  b  enthalten  ist,  so  kann  man  eine  Zahl  «'  in 
a  und  eine  Zahl  ß'  in  b  so  wählen,  dass 

aco  =^  oc'  —  ß\  also  a'  ^=  ß'  -f  f^«  (12) 

wird,  und  wir  wollen  beweisen,  dass  der  eingliedrige  Modul 
n'  =  [«']  die  Grleichung  (9)  erfüllt.  Hierzu  bezeichnen  wir  deren 
linke  und  rechte  Seite  resp.  mit  p,  q,  und  wir  haben  zu  zeigen, 
dass  p  durch  q,  und  q  durch  p  theilbar  ist.  Das  Erstere  ergiebt 
sich  daraus,  das  jede  in  p  enthaltene  Zahl  von  der  Form  a  =  ß  -]-  v 
ist,  wo  «,  ß,  V  resp.  Zahlen  der  Moduln  a,  b,  n  bedeuten;  denn 
hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  Zahl  a  —  ß  =  v  in  (a  -f  b)  —  n 
enthalten,  also  zufolge  (11)  und  (12)  auch  z=  x  (a'  —  ß')  ist,  wo 
X  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  und  folglich  ist  die  Zahl 
iW'  =  a  —  xcc'  =z  ß  —  X  ß'  in  a  —  b  enthalten ;  mithin  ergiebt 
sich,  dass  jede  in  p  enthaltene  Zahl  oc  =  ^  -f  xa'  auch  in  q  ent- 
halten, also  wirklich  p  durch  q  theilbar  ist.     Umgekehrt  leuchtet 
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ein,  dass  a  —  b  durch  jeden  der  beiden  Moduln  a  und  b  -|-  n, 
also  auch  durch  p  theilbar,  und  da  dasselbe  zufolge  (12)  von 
dem  Modul  n'  =  [a'\  gilt,  so  muss  auch  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  von  a  —  b  und  n',  d.  h.  q  durch  p  theübar  sein.  Mithin 
ist  |3  =  q,  was  zu  beweisen  war.     Hieraus  folgt  der  Satz : 

V.  Jedes  Vielfache  eines  n-gliedrigen  Moduls  ist  ein  n-glie- 
driger  3Iodul. 

Für  eingliedrige  Moduln  ergiebt  sich  derselbe  aus  (1)  oder 
(8).  Da  ferner,  wenn  n  >  1,  jeder  w-gliedrige  Modul  o  =  b  +  n 
gesetzt  werden  kann,  wo  n  eingliedrig,  b  aber  (n  —  l)-gliedrig 
ist,  und  da  wir  annehmen  dürfen,  der  Satz  sei  schon  für  jedes 
Vielfache  a  —  b  von  b  bewiesen,  so  folgt  aus  (9),  dass  er  auch 
für  jedes  Vielfache  a  —  o  von  o,  also   allgemein  gilt,  w.  z.  b.  w. 

Es  ist  aber  von  Wichtigkeit,  wenn  irgend  ein  ^-gliedriger 
Modul 

0  =  [öl,  öo.  .  .  03 J  (13) 

gegeben  ist,  die  Basis  des  Vielfachen  q  —  o  nach  den  in  (10) 
und  (12)  enthaltenen  Vorschriften  wirklich  herzustellen.  Zu 
diesem  Zweck  setzen  wir,  wenn  r  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe 
1,  2.  .  .  7i  ist, 

Or    =   [«1,   W^-   .    •   «r],  (14) 

und  wenden  den  Satz  (9)  auf  das  Beispiel  b  =  o,._i,  cd  =  «,.  an, 
woraus  n  =  [ß>r],  b  -f-  n  =  o,.  folgt;  bezeichnen  wir  zugleich  die 
Basis  a'  des  Moduls  n'  mit  «,.,  so  erhalten  wir: 

a  —  D,.  —  (a  —  D,-_i)  -h  [«r], 

und  da  o„  =  0,  Oo  =  0  zu  setzen  ist,  so  ergiebt  sich: 

a  —  0  =  ^  [«,.]  =  [«1,  «0 .  .  .  ccn]'  (15) 

Um  die.  Zahlen  cc.,.  zu  bestimmen,  setzen  wir  nach  (10): 

(a  -I-  0,,  a  +  Or-i)  =  4\  (16) 

dann  folgt  aus  (12),  weil-  ß'  in  b,  d.  h.  in  o^._i  enthalten  ist,  die 
Darstellung : 

Cir    =  ai'^^öi    -\-    a2^  CO2    -\-    '   '   •    -}-   aJ.!liC3,._i    -}-    «r'*«)-,       (17) 

wo  alle  Coefficienten  ai*"^  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  und 
ai*^^=  0  ist,  wenn  s  >  r.  Multiplicirt  man  die  n  Gleichungen 
(16)   mit  einander  und   bedenkt,  dass   a  -\-  o,.   ein    Theiler   von 
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a  ~\-  Or-i  ist,  so  ergiebt  sich  mit  Kücksicht  auf  die  Sätze  (5),  (3j, 
(2)  in  §.  171  die  wichtige  Beziehung: 

(a  -f-  0,  a)  =  (o,  a)  ==  (o,  a  —  d)  =  a\  a"^ .  .  .  a^n\  (18) 
wo  das  Product  rechter  Hand  zugleich  die  Determinante  der  n^ 
Coefficienten  a'f^  ist.  Diese  Zahl  (o,  o)  ist  von  Null  verschieden, 
wenn  keine  der  n  Zahlen  al''^  in  (16)  verschwindet,  und  bedeutet 
dann  die  Anzahl  der  in  o  enthaltenen,  nach  a  incongruenten 
Zahlen  «';  erinnert  man  sich  der  Bedeutung  des  obigen  Rest- 
systems (2),  und  lässt  Xi^x^.  .  .  x^  alle  ganzen  Zahlen  durch- 
laufen, welche  den  Bedingungen 

0  ^  Xy  <  a\':^  (19) 

genügen,  so  folgt  aus  den  genannten  Sätzen  des  vorigen  Para- 
graphen leicht,  dass  die  entsprechenden  Zahlen 

a'  r=z  x^a^    -\-   X.iQü^    +    •   •   •    +    ^n  ^n  (20) 

ein  Restsystem  von  o  nach  a  bilden").  — 

Die  in  (4)  enthaltene  Zurückführung  einer  mehrgliedrigen 
Basis  auf  eine  eingliedrige  bildet  nur  einen  besonderen  Fall 
eines  sehr  wichtigen  allgemeinen  Satzes,  in  welchem  der  Begriff 
des  endlichen  Moduls  sich  mit  dem  des  irreducibelen  Systems 
(§.  164)  verbindet;  wir  bemerken  aber  (wie  schon  am  Schluss 
von  §.  167),  dass  dieser  letztere  Begriff  hier  und  in  der  Folge 
stets  auf  den  Körper  der  rationalen  Zahlen  zu  beziehen  ist.  Unser 
Satz  lautet: 

VI.  Jeder  endliche,  von  Null  verschiedene  Modul  besitz  eine 
irreducibele  Basis. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  liege  ein  m-gliedri- 
ger  Modul 

a  =  [/u-i,  ^2-  •  •  ^m]  (21) 

mit  einer  reducibelen  Basis  vor,  welche  aus  m  Zahlen  ^s  besteht, 
die  nicht  alle  verschwinden.  Bedeutet  nun  n  die  grösste  Anzahl 
von  einander  unabhängiger  Zahlen,  die  man  aus  diesen  m  Zahlen 
^s  und  folglich  (nach  §.  164)  aus  dem  Modul  a  auswählen  kann, 
so  lassen  sie  sich  sämmtlich  in  der  Form 

il,   =  c['^   CO,    -f   4*)  05,    -f   •   •  •    -h   Cl:^    «n  (22) 

darstellen,  wo  die  n  Zahlen  «,.  ein  irreducibeles  System  bilden, 


*)  Vergl.  das  Beispiel  in  §.  159,  S.  445  bis  447. 
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und  die  m»*Coefticienten  cj.*^  ganze  rationale  Zahlen  sind;  denn  da 
wir  annehmen  dürfen,  dass  z.  B.  die  ersten  n  Zahlen  |u-i,  /ita  .  • .  ^n 
ein  irreducibeles  System  bilden,  so  ist  jede  der  m  Zahlen  ^.5, 
weil   sie  mit  jenen  ein  reducibeles  System  bildet,  von  der  Form 

^s  =  e['^  1^1  -f-  e?^  i^2  4-  •  •  •  -h  en^  ^n, 
wo  die  mn  Coefficienten  <?!.''^  rationale,  im  Allgemeinen  gebrochene 
Zahlen  bedeuten;  nun   kann  man  immer  eine  natürliche  Zahl  c 

so  wählen,  dass  alle  Producte  ce?^  ganze  Zahlen  c\f^  werden,  und 
wenn  man 

setzt,  so  nehmen  die  vorhergehenden  Gleichungen  wirklich  die 
Form  (22)  an,  und  die  n  Zahlen  «,.  bilden  ebenfalls  ein  irre- 
ducibeles System.  Nachdem  dies  nachgewiesen  ist,  leuchtet  ein, 
dass  der  Modul  n  durch  den  w-gliedrigen  Modul  (13)  theilbar 
und  folglich  selbst  ein  w-gliedriger  Modul  von  der  Form  (15) 
ist,  dessen  Basis  aus  n  Zahlen  «,.  von  der  Form  (17)  besteht  und 
gewiss  irreducibel  ist,  weil  sonst  je  n  Zahlen  in  a  ein  reducibeles 
System  bilden  würden,  w.  z.  b.  w. 

An  den  Beweis  des  vorstehenden  Satzes  knüpfen  wir  die 
folgende  Beschreibung  eines  einfachen  \^ erfahr ens*),  durch  welches 
man  die  aus  m  gegebenen  Zahlen  ^^  von  der  Form  (22)  bestehende 
Basis  des  Moduls  a  in  eine  irreducibele,  aus  n  Zahlen  «,.  von  der 
Form  (17)  bestehende  Basis  überführen  kann.   Die  w  Coefficienten 

c'n^  Cn...c\r\  mit  welchen  die  letzte  Zahl  09„in  den  m  Gleichungen 
(22)  multiplicirt  ist,  können  gewiss  nicht  alle  verschwinden,  weil 
sonst  (nach  §.  164,  III)  schon  je  n  der  m  Zahlen  .a«  ein  reducibeles 

System  bilden  würden;  sind  nun  von  diesen  m  Coefficienten  Cn^ 
mindestens  zwei  von  Null  verschieden,  z.  B.  c'n  und  c^',  und  ist 
(absolut  genommen)  c'n  ^  cj,',  so  kann  man  (nach  §.  4)  die  ganze 
rationale  Zahl  x  so  wählen,  dass  c'n  4-  xc'n  <  cj,',  also  auch  <  c'n 
wird.  Nun  bleibt  offenbar  der  Modul  a  in  (21)  ungeändert,  wenn 
man  das  erste  Glied  ^^  seiner  Basis  durch  /Xi  -|-  x^2  ersetzt,  alle 
anderen  ^2^  i"-:?  •  •  •  ^m  aber  beibehält,  d.  h.  es  ist 

hiermit  ist  das   System   der  mn  Coefficienten  Cr^  in  (22)  nur  in- 

*)  Die  Kenntniss  desselben  ist  unerlässlich  für  Diejenigen,  welche  be- 
stimmte Beispiele  in  der  Theorie  der  Moduln  und  Ideale  zu  berechnen 
haben.     Vergl.  §.  176. 
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sofern  abgeändert,  als  an  Stelle  der  n  Coefficienten  c'r  die  Coeffi- 
cienten  c'r  +  xc'!-  getreten  sind,  und  von  diesen  ist  der  letzte 
Cn  -f-  xc'n  absolut  Meiner  als  der  frühere  c'„.  Durch  wiederholte 
Anwendung  solcher  elementaren  Transformationen  (23)  wird  man 
endlich  zu  einer  neuen  Basis  von  m  Gliedern  gelangen,  von  denen 
X  *>*  —  1  in  dem  nach  (14)  mit  o„_i  zu  bezeichnenden  Modul  ent- 
halten  sind,   während   ein  einziges  Glied  «„  von  der   Form  (17) 

ist,  und  zwar  kann  man  den  Coefficienten  an^\  welcher  offenbar 

der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  m  Coefficienten  c^^  ist,  positiv 
annehmen,  weil  «„  auch  durch  —  a„  ersetzt  werden  darf.  In 
derselben  Weise  kann  man  nun,  indem  man  an  un geändert  lässt, 
die  übrigen,  in  o„_i  enthaltenen  m  —  1  Glieder  der  neuen  Basis 
transformiren ,  bis  alle  Coefficienten  von  cj^-i  mit  Ausnahme 
eines  einzigen  a^n~i^  verschwinden,  welcher  in  einem  Gliede  a„_i 
auftritt.  Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  end- 
lich zu  einer  Basis  von  m  Gliedern,  unter  denen  sich  n  Zahlen 
Ur  von  der  Form  (17)  befinden,  während  die  übrigen  m  —  ^^  Glieder 
=  0  sind  und  deshalb  gänzlich  unterdrückt  werden  dürfen. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Basis  (22)  wirklich  durch  eine 
Kette  elementarer  Transformationen  (23),  von  denen  sich  mehrere 
auch  gleichzeitig  ausführen  lassen,  in  eine  Basis  (17)  übergeführt 
ist,  in  welcher  die  n  Coefficienten  a^r^  (nach  §.  164,  III)  von  Null 
verschieden  sind  und  als  positiv  angenommen  werden  dürfen, 
während  alle  Coefficienten  a^^  =  0  sind,  in  denen  sj>  r,  kann 
man  offenbar  durch  fernere  Anwendung  von  elementaren  Trans- 
formationen (23)  noch  erreichen,  dass  alle  anderen  Coefficienten, 
in  denen  s  <  r,  der  Bedingung  0  ^  a^P  <  ai^^  genügen,  und  man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  hierdurch  das  System  der  Coefficienten 
«s^^  vollständig  bestimmt  ist,  dass  also  der  Modul  a  nur  eine 
einsige  solche  Basis  besitzt.  Ausserdem  leuchtet  ein,  dass  das 
ganze  Verfahren  auch  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  m  =  n, 
also  der  Modul  a  schon  in  (21)  durch  eine  irreducibele  Basis 
dargestellt  ist.  Ein  Beispiel,  auf  welches  wir  später  (in  §.  176) 
zurückkommen  werden,  möge  zur  Erläuterung  dienen: 

[21  «1,  12  «1  -f  3  «2,  14  Wi  -f  7  «2)  3  »1  -f  6  cög] 
=  [21  «1,  12  «1  -f  3  »2,  —  lOöi  -f  «2,  —  21o)i] 
==  [21  «1,  42  «1,  —  10  «i  -f  «2,  — 21  G3i] 
=  [21  Wi,  0,  —  10 «1  +  0)2,  0] 
=  [21  «1,  —  10  «1  -f  öo]  =  [21  «1,  11  «1  -f  ^2] 
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Aehnlich  findet  man: 

[21wi,  7a9i-l-7«2,  9a5i  +  3ö2,  —  2o9i -|-4(»2]  =  [21«^,  lOa^-^cj^] 
[3  «1 ,  oji  -}-  «2,  2  »1  -j-  «2,  —  «1  H-  «2]  =  [/^i  ?  «2 1 
I  7  «i ,  3  Wj  -f-  «2 ,  4  «1  -f-  «2 ,  «1  -f  W2]  =  [«1 ,  Ö2] 
[wi  +  2cö2,  —  lOwi  -f-  «2]  =  [21  «1,  11  «1  -[-  ÜJ2J 

1  «i  —  2  «2 ,  10  «1  -|-  «2 1  =  [21  «1 ,  10  Ol  -}-  »2]. 

Wenn  nun  ein  Modul  a,  welcher  durch  (21)  und  (22)  als 
Vielfaches  des  Moduls  0  in  (13)  dargestellt  wird,  durch  das  an- 
gegebene Verfahren  in  die  Form  (15)  übergeführt  ist,  so  folgt 
aus  (18)  auch  der  Werth  der  Classenanzahl  (0,  a);  aber  es  ist 
sehr  wichtig,  dass  man  dieselbe  auch  unmittelbar  aus  den  Coeffi- 
cienten  c^^  in  (22),  nämlich  durch  die  aus  ihnen  gebildeten 
Determinanten  n^^^  Grades  bestimmen  kann.  Bedeutet  6  irgend 
eine  Combination  von  n  der  m  Zahlen  s  =  1,  2.  .  .  m,  so  wollen 
wir  mit  C  (ö)  die  entsprechende  Determinante  bezeichnen,  welche 
aus  den  n^  zugehörigen  Coefficienten  cjf^  gebildet  und  natürlich 
eine  ganze  rationale  Zahl  ist;  die  Anzahl  dieser  Corabinationen  ö 
und  Determinanten  C  (ö)  ist  bekanntlich 

m{m  —  1)  .  .  .  (m  —  n-^-  \) 

~~       1  .  2        T7.         '~n  * 

Wie  verändern  sich  nun  diese  Determinanten  bei  der  in  (23) 
dargestellten  Transformation  der  Basis?  Bezeichnet  man  mit  öj 
alle  diejenigen  Combinationen  (5,  in  denen  die  Zahl  1,  aber  nicht 

2  auftritt,  und  mit  02  alle  anderen  Combinationen,  so  leuchtet 
ein,  dass,  wenn  ^^  durch  [n^  +  ^f*2  ersetzt  wird,  alle  Deter- 
minanten C  (02)  ungeändert  bleiben,  während  C  (öi)  in  eine  Summe 
von  der  Form  C{o^)  -\-  x  C{p^  übergeht.  Hieraus  folgt  offenbar, 
dass  der  grösste  gemeinsame  TJieiler  C  aller  Determinanten  C(6) 
vor  wie  nach  der  Transformation  (23)  derselbe  ist  und  folglich 
bis  zum  Schlüsse  des  ganzen  Verfahrens  ungeändert  erhalten 
bleibt.  Da  nun  die  letzte  Basis  aus  den  n  Zahlen  «^  in  (17)  und 
aus  m  —  n  Nullen  besteht,  so  giebt  es  nur  noch  eine  einzige  von 
Null  verschiedene  Determinante  (18),  und  folglich  ist 

(0,  a)  =  a  (24) 

Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  haben  wir  eben  nur  die  ein- 
fachsten Sätze  über  Determinanten  benutzt;  zu  demselben  Resultate 
gelangt  man  auch  auf  folgendem  Wege,  der  etwas  tiefere  Kennt- 
nisse  voraussetzt.     Die   doppelte  Darstellung  desselben  Moduls  a 
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durch  (21)  und  (15)  ist  nach  der  Bedeutung  unserer  Symbole 
nur  ein  kurzer  Ausdruck  dafür,  dass  m  Gleichungen 

^,  =  p['^  a,  +  pi'la,  H +  pl:^  Un  (25) 

und  n  Gleichungen 

OCr=q'r^l    +    qr    11^2    +    '   '   '    +   ^r'^  ^m  (26) 

bestehen,  wo  alle  Coefficienten  pjf^  und  qr^  ganze  rationale  Zahlen 
bedeuten  *).  Da  nun  die  n  Zahlen  a,.  ein  irreducibeles  System 
bilden,  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  von  (25)  in  (26),  dass 
die  Summe 

pUi:-  +  p"(l'r  +  ■■■  +  pTW:^^  =  1  oder  =  0  (27) 

ist,  je  nachdem  die  in  der  Reihe  1 ,  2  .  .  .  9i  enthaltenen  Zahlen 
f,  r  gleich  oder  verschieden  sind.  Hieraus  folgt  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Determinanten-Theorie  die  Gleichung 

2P(ö)Ö(ö)  =  l,  (28) 

WO  ö  jede  Combination  von  n  der  m  Zahlen  s  =  1,  2  .  .  .  m 
durchläuft,  und  P(ö),  §(ö)  die  zugehörigen,  aus  den  Coefficienten 

p^r\  qr^  gebildeten  Determinanten  w*®"  Grades  bedeuten;  mitliin 
sind  die  Determinanten  P(ö)  —  und  ebenso  die  Determinanten 
Q  (ö)  —  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler.  Substituirt  man  ferner 
(17)  in  (25),  so  folgt  durch  Vergleichung  mit  (22): 

.  c?  =  pt'  a'r  +  pf  »;!  +  ■••+  pt'  a;"\  (29) 

und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (18): 

C(6)  =  (o,  a)P((J),  ■  (30) 

wodurch  unser  Satz  (24)  abermals  bewiesen  ist. 

Wir  wenden  uns  nun  noch  zu  dem  wichtigen  Fall  m  =  n 
und  sprechen  den  besonderen,  in  (24)  enthaltenen  Satz*"^)  so  aus: 

*)  Das  oben  beschriebene  Verfahren  liefert  durch  Zusammensetzuno: 
aller  Transformationen  (23)  und  deren  ümkehrung  immer  ein  solches  System 
von  Coefficienten  p,  g»;  die  allgemeinste  Lösung  der  Aufgabe,  alle  solche 
Systeme  zu  finden,  besteht  in  der  Verallgemeinerung  einer  Methode,  welche 
von  Gauss  in  einigen  besonderen  Fällen  angewendet  ist  (D.  A.  artt.  234, 
236,  279).  Der  Fall  n  =z  l  ist  oben  schon  in  den  Gleichungen  (4)  bis  (7) 
behandelt. 

**)  Wenn  unter  den  Elementen  c*^^  der  Determinante  C  sich  auch  ge- 
hrochene  rationale  Zahlen  befinden,  also  o  nicht  theilbar  durch  o  ist,  so 
gilt  der  allgemeinere  Satz  (o,  q)  =+  (a,o)  C,  und  zwar  ist  der  umgekehrte 
Werth  von  (a,  o)  vollständig  bestimmt  als  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
der  Determinante  C  und  aller  ihrer  Unterdeterminanten,   zu   denen   auch 
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VII.  Sind  die  irreducibelen  Basen  zweier  n-(jliedrigen  Moduln 

0  =  [öl,  »2  .  .  .  03«],  a  =  [ilii,  ^2  .  .  .  /i„] 
durch  n  Gleichumjen  von  der  Form 

'»i«Y  einander  verbunden,  wo  die  Coefficienten  cj*^  ganze  rationale 
.Zahlen  bedeuten^  so  ist  deren  Determinante 

C=^±{o,a).  (31) 

Wir  schliessen  diesen,  der  Modultheorie  gewidmeten  Abschnitt 
mit  der  folgenden  Betrachtung.  Es  leuchtet  ein,  dass  jeder  von 
Null  verschiedene  Modul  n  —  mag  er  endlich  sein  oder  nicht  — 
unendlich  viele  verschiedene  Vielfache  m  besitzt,  und  dass  man 
sogar  unendliche  Ketten  von  solchen  Vielfachen  m,  nii,  nia  .  .  . 
bilden  kann,  deren  jedes  ein  echter  Theiler  des  nächstfolgenden 
ist;  denn  wenn  cj  eine  beliebige,  von  Null  verschiedene  Zahl  in 
n  bedeutet,  so  bilden  die  Moduln  [o],  [2o}],  [4«],  [8  w]  .  .  .  offen- 
bar eine  solche  Kette.  Es  wird  daher  auf  den  ersten  Blick 
vielleicht  autfallen,  dass  ein  endlicher  Modul  n  keine  unendliche 
Kette  von  Vielfachen  Qi,  02,  03  .  .  .  besitzen  kann,  in  welcher 
jeder  Modul  ein  echtes  Vielfaches  des  nächstfolgenden  wäre.  In 
der  That  besteht  folgender  Satz,  von  welchem  wir  bald  (in  §.  173) 
eine  wichtige  Anwendung  machen  werden: 

VIII.  Sind  alle  Moduln  der  unendlichen  Kette  aj,  üa,  a^  .  .  . 
theilbar  durch  den  endlichen  Modul  n,  und  ist  jeder  von  ihnen 
theilbar  durch  den  nächstfolgenden,  so  sind  von  einer  bestimmten 
Stelle  an  alle  folgenden  Moduln  a„,  Q„+i,  a„+2  •  •  •  '^nit  einander 
identisch. 

Denn  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  dieser  Moduln  a, 
den  man  (nach  §.  169)  zweckmässig  durch  aoo  bezeichnen  kann, 
ist  theilbar  durch  ihren  gemeinsamen  Theiler  n,  mithin  ebenfalls 
ein  endlicher  Modul  [«j,  «2  •  .  .  «m],  ^nd  tla  jede  in  a«»  enthaltene 
Zahl  auch  in  einem  Modul  a^  und  folglich  in  allen  folgenden  a,-+i, 
a,.+2  • ..  enthalten  ist,  so  muss  es  auch  einen  solchen  Modul  ü«  geben, 
welcher  die  sämmtlichen  m  Zahlen  «i ,  «2  •  •  •  f^m  enthält,  aus  denen 


die  Zahl  1  als  Determinante  O^en  Grades  zu  rechnen  ist;  dies  ergiebt  sich 
leicht  aus  den  obigen  Sätzen  durch  Betrachtung  des  Moduls  q  -J-  0.  Ist 
endlich  C  =  0,  so  bilden  die  n  Zahlen  fjs  ein  reducibeles  System,  und  die 
Gleichung  (31)  bleibt  gültig. 
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die  Basis  von  a«,  besteht;  dann  ist  Oco  theilbar  durch  a„,  und  da 
umgekehrt  a„  durch  Qoo  theilbar  ist,  so  muss  a„  und  ebenso  jeder 
folgende   Modul  a„+i,  an+2  -  -  •  mit  cioo  identisch  sein,  w.  z.  b.  w. 


§.  173. 

Wir  nennen,  wie  schon  früher   (am  Schluss  von  §.  167)  be-- 
merkt  ist,  eine  Zahl  co  eine  algebraische  Zahl   schlechthin,  wenn 
die  hinreichend  weit  fortgesetzte  Reihe  der  Potenzen  1,  w,  w^  ... 
ö"-i,  cj^  ein  reducibeles  System  bildet,  d,  h.  wenn  co  einer  Glei- 
chung von  der  P'orm 

genügt,  deren  Coefficienten  a^  rationale  Zahlen  sind.  Indem  wir 
uns  jetzt  dem  eigentlichen  Gegenstande  unserer  Untersuchung 
zuwenden,  theilen  wir  den  unendlichen  Körper  aller  algebraischen 
Zahlen  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Theile  ein:  wir  nennen 
eine  solche  Zahl  «  eine  ganze  algebraische  Zahl  oder  kürzer  eine 
ganze  Zahl^)^  wenn  sie  einer  Gleichung  von  der  Form  (I)  genügt, 
deren  höchster  Coefficient  ==  1,  und  deren  übrige  Coefficienten 
ttr  ganze  rationale  Zahlen  sind;  jede  andere  algebraische  Zahl 
soll  eine  gebrochene  Zahl  heissen. 

Vor  Allem  müssen  wir  uns  versichern,  dass  der  neue,  er- 
weiterte Begriff  der  ganzen  Zahl  mit  dem  alten,  engeren  Sinne 
desselben  Wortes  niemals  in  Widerspruch  geratheii  kann.  Be- 
zeichnen wir  auch  ferner  mit  §  den  Inbegriff  [1]  aller  ganzen 
rationalen  Zahlen,  so  leuchtet  zunächst  ein,  dass  jede  solche 
Zahl  a  auch  eine  ganze  algebraische  Zahl  w,  nämlich  die  W^urzel 
der  Gleichung  o  —  0!  =  0  ist;  wir  müssen  aber  auch  umgekehrt 
beweisen,  dass  jede  ganze  algebraische  Zahl  0,  welche  zugleich 
dem  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  angehört,  auch  in  5  ent- 
halten ist.  Dies  geschieht  leicht  auf  folgende  Weise.  Da  o  eine 
ganze  algebraische  Zahl  ist,  so  genügt  sie  einer  Gleichung  von 
der  Form  (1)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  a,.;  da  sie  zu- 
gleich rational,  also  ein  Quotient  ist,  dessen  Zähler  b  und 
Nenner  c  in  5   enthalten  und  zwar  relative  Primzahlen  sind,  so 


*)  Vergl.  §.  160  der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes  (1871);  ob  dieselben 
Benennungen  schon  früher  in  diesem  Sinne  gebraucht  sind,  ist  mir  nicht 
bekannt. 
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ergiebt  sich  durch  Multiplication  der  Gleichung  (1)  mit  c",  dass 
die  Potenz  ö",  welche  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  c  ist,  durch 
c  theilbar  ist ;  mithin  muss  c  =  +  1  >  ^.Iso  ta  =  +  6  sein ,  w. 
z.  b.  w. 

Genau  auf  dieselbe  Weise  würde  sich  zeigen  lassen,  dass 
jede  ganze  algebraische  Zahl  o,  welche  dem  in  §.  159  behan- 
delten Körper  J  angehört,  nothwendig  eine  ganze  complexe  Zahl, 
,d.  h.  in  dem  Modul  [J,  i]  enthalten  ist,  und  umgekehrt  leuchtet 
ein,  dass  jede  solche  ganze  complexe  Zahl  o)  =r^  -f-  2/^  eine 
Wurzel  der  Gleichung 

und  folglich  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist. 

Um  jedes  Missverständniss  zu  verhüten,  bemerken  wir  ferner, 
dass,  wenn  unter  den  rationalen  Coefficienten  «^  in  (1)  sich  auch 
gebrochene  Zahlen  befinden,  dennoch  w  eine  ganze  Zahl  sein, 
also  einer  anderen  Gleichung  mit  lauter  ganzen  Coefficienten 
genügen  kann.  So  z.  B.  genügt  die  Zahl  o  =  y2  =  1,  414  .  .  . 
der  Gleichung 

033   ^    \j^   032  _   2  09   —   1  =  0, 

in  welcher  ein  Coefficient  gebrochen  ist;  sie  genügt  aber  auch 
der  Gleichung  oj^  —  2  =  0  und  ist  folglich  eine  ganze  Zahl. 
Doch  werden  wir  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  beweisen,  dass 
die  Gleichung  (1),  wenn  sie  eine  ganze  Wurzel  03  besitzt  und 
zugleich  irreducibel  ist,  nothwendig  lauter  ganze  Coefficienten  ar 
haben  muss;  und  aus  diesem  Satze  folgt  offenbar  wieder  das, 
was  wir  eben  über  die  ganzen  Zahlen  der  Körper  JR,  und  J  be- 
merkt haben. 

Wenn  aber  co  eine  gebrochene  Zahl  ist,  und  folglich  die 
Coefficienten  ciy  der  Gleichung  (1)  nicht  alle  ganz  sind,  so  kann 
man  eine  natürliche  Zahl  c  so  wählen,  dass  die  Producte  ca,., 
also  auch  die  Producte  6,.  =  a,. C  ganze  Zahlen  werden;  multi- 
plicirt  man  nun  (1)  mit  c^  und  setzt  co3  =  /3,  so  erhält  man 

ßn    _!_    J,^  ßn-1    ^ _^    ft,^_^  ß    +   hn  =  0, 

und  folglich  ist  ß  eine  ganze  Zahl.  Wir  können  daher  folgenden 
Satz  aussprechen : 

I.  Jede  gebrochene  Zahl  lässt  sich  durch  Multiplication  mit 
einer  natürlichen  Zahl  in  eine  ganze  Zahl  verwandeln. 

Unsere  obige  Erklärung  einer  ganzen  Zahl  lässt  sich  nun, 
wenn  man  die  Begriffe  und  Bezeichnungen  der  vorausgeschickten 


526  Supplement  XI.  §.  178. 

Theorie  der  Moduln  zuzieht,  in  mehrere  Formen  bringen,  die 
für  die  nächsten  Beweisführungen  von  grossem  Nutzen  sind. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung  den  aus  einer  beliebigen  Zahl  co  ge- 
bildeten m-gliedrigen  Modul 

[o'«-i,   C3»»-2  .  .  .  ö,   1]  =  («),„,  (2) 

so  ist  («)„,  stets  tJieilbar  durch  («),«+!  =  [<»™]  +  («)»n ;  ist  aber 
<o  eine  ganze  Zahl,  also  eine  Wurzel  einer  Gleichung  von  der 
Form  (1)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  a,.,  so  ist  to"  in 
{G))n  enthalten,  also  (c3)n+i  theilbar  durch  («)„,  und  folglich 

(«)„  =  («)n+i;  (3) 

umgekehrt  folgt  aus  einer  solchen  Identität  (3)  offenbar,  dass  « 
einer  Gleichung  (1)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  Qr  ge- 
nügt, also  eine  ganze  Zahl  ist.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  dann 
auch  alle  folgenden  Moduln  (G))n+2i  («)n+3  •  •  •  i^^it  (ß>)n  identisch 
sind. 

Ein  endlicher,  von  Null  verschiedener  Modul  a  soll  im  Fol- 
genden eine  HüTle  der  Zahl  o  heissen,  wenn  aco  >  a^  also  ca  in 
der  Ordnung  a^  enthalten  ist  (§.  170);  dann  wird  der  Charakter 
einer  ganzen  Zahl  auf  die  einfachste  Weise  durch  den  folgenden 
Satz  * )  ausgesprochen : 

II.  Eine  Zahl  ist  dann  imd  nur  dann  eine  ganse  Zahl^  tvenn 
sie  eine  HiÜle  besitzt. 

Der  Beweis  des  zweiten  Theils  ergiebt  sich  leicht  aus  dem 
Vorhergehenden;  denn  wenn  «  eine  ganze  Zahl  ist^-so  besteht 
eine  Identität  von  der  Form  (3),  und  da  (Gi)n^i  =  « («)«  H-  l 
stets  ein  Theiler  des  Productes  co  {co)n  ist,  so  ist  («)„  eine  Hülle 
von  G).  Um  auch  den  ersten  Theil  zu  beweisen,  nehmen  wir  an, 
der  von  Null  verschiedene  Modul 

a  =  [«1 ,  «2  •  •  •  <^w  I 
sei  eine  Hülle  der  Zahl  w,  d.  h.  es  bestehen  n  Gleichungen  von 
der  Form 

wo  alle  Coefficienten  a,., »  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  da 
nun  die  n  Zahlen  a^  nicht  alle  verschwinden,  so  ergiebt  sich 
durch  ihre  Elimination  bekanntlich  die  Determinanten  -  Glei- 
chung 


*)  Vergl.  die  Anmerkung  zu  S.  481  —  482  in  der  dritten  Auflage  dieses 
Werkes  (1879). 
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«1,1    —   ö   .   .  .  tti^n 


=  0, 


ein,  1  ...  Ofjt,  n         ^ 

deren  Entwickelung  offenbar  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 
(1)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  ar  führt,  und  folglich  ist 
(o  eine  ganze  Zahl,  w.  z.  b.  w. 

So  kurz  sich  dieser  Beweis  durch  die  Zuziehung  der  Theorie 
der  Determinanten  gestaltet,  so  muss  man  doch  zugestehen,  dass 
diese  Theorie  dem  eigentlichen  Inhalte  des  Satzes  gänzlich  fern 
steht;  es  wird  daher  hoffentlich  nicht  überflüssig  erscheinen, 
wenn  wir  diesen  Theil  des  Satzes  und  seinen  Beweis  in  die  fol- 
gende Form  einkleiden : 

III.  Die  Ordnung  a^  eines  jeden  endlichen^  von  Null  ver- 
schiedenen Moduls  a  ist  eben  falls  ein  solcher  Modul  und  besteht 
aus  lauter  ganzen  Zahlen  co. 

Wählt  man  aus  a  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  « 
und  bedenkt,  dass  nach  dem  Satze  (23)  in  §.  170  immer  aa*^  =  a 
ist,  so  folgt  aa^  >  a,  mithin  ist  a^  theilbar  durch  den  endlichen 
Modul  a«— 1  und  folglich  (nach  §.  172)  ebenfalls  ein  endlicher 
Modul.  Da  (nach  §.  170)  jede  Ordnung  ein  Theiler  des  Moduls 
^  ist,  und  die  in  ihr  enthaltenen  Zahlen  sich  auch  durch 
Multiplication  reproduciren,  so  sind,  wenn  co  eine  Zahl  in  a^  be- 
deutet, alle  in  (2)  definirten  Moduln  (co)^  theilbar  durch  a^  und 
da  zugleich  jeder  solche  Modul  (ca)m  durch  den  nächstfolgenden 
(co)m+i  theilbar  ist,  so  muss  nach  dem  Schlusssatze  des  vorigen 
Paragraphen  endlich  eine  Identität  von  der  Form  (3)  eintreten, 
und  folglich  ist  co  eine  ganzie  Zahl,  w.  z.  b.  w. 

Hieraus  geht  auch  hervor,  dass  gleichzeitig  mit  dem  Modul 
a  auch  dessen  Ordnung  a^  eine  Hülle  der  Zahl  co  ist,  wxil  a*' 
ein  endlicher,  von  Null  verschiedener  Modul  ist,  dessen  Zahlen 
sich  durch  Multiplication  reproduciren,  so  dass  auch  «a^  >  a'> 
ist.  Wichtiger  ist  aber  die  andere  Bemerkung,  dass,  wenn  n 
einen  willkürlichen  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Modul  be- 
deutet, auch  das  Product  an  eine  Hülle  von  a  ist,  weil  aus 
a cö  >  a  auch  a n  w  >  an  folgt.  Sind  daher  «i ,  ocg  .  .  .  w„  irgend 
Avelche  ganze  Zahlen  in  endlicher  Anzahl,  die  resp.  die  Hüllen 
üi,  a2  .  .  .  a«  besitzen,  so  ist  das  Product  a  =r  aj  a2  .  .  .  a«  eine 
gemeinsame  Hülle  dieser  Zahlen.  Hieraus  ergeben  sich  unmittel- 
bar die  folgenden  Sätze: 
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IV.  Die  ganzen  Zahlen  reprodiiciren  sich  durch  Addition^ 
Subtraction  und  Multiplication. 

Denn  je  zwei  ganze  Zahlen  «i,  «2  besitzen  eine  gemeinsame 
Hülle  a  und  sind  folglich  in  deren  Ordnung  a^  enthalten;  da 
nun  diese  Ordnung  a^  (nach  III)  aus  lauter  ganzen  Zahlen  be- 
steht, die  sich  (nach  §.  170)  durch  Addition,  Subtraction,  Multi- 
plication  reproduciren,  so  sind  auch  die  Zahlen  cii-^a^^  «^  —  a^. 
«1  «2   iii  o*^  enthalten   und   folglich  ganze  Zahlen ,  w.  z.  b.  w. 

V.  Genügt  eine  Zahl  ca  einer  Gleichung  von  der  Form 

CO''  -f  «1  w'^-i  -f  .  .  .  -f  a„_i «  +  «„  =  0,  (4j 

deren  höchster  Coefficient  =  1,  und  deren  übrige  Coefficienten  «^ 
ganze  Zahlen  sind^  so  ist  auch  o  eine  ganze  Zahl. 

Denn  wenn  a  eine  gemeinsame  Hülle  der  Coefficienten  a,.  ist, 
so  ergiebt  sich  leicht,  dass  das  Product  a{c9)n  eine  Hülle  von 
CO  ist.  In  der  That,  bedeutet  a  irgend  eine  Zahl  in  a,  so  sind 
die  n  Producte  aar  in  a  enthalten,  und  hieraus  folgt  nach  (4j, 
dass  «09"  in  a(cj)n  enthalten,  mithin  aca**  >  a  («)„  ist;  da  ferner 

ö(«)n  >  (ö)n+l  =  M  -I-  («)n  ISt ,  SO  folgt  03  Q  («)„  >  a(09)„+i 
z=  ÜCO"^  -\-   a(0j)„,   also   03a(03)„  >   a(o9)n,  w.   z.  b.  w. 

Als    einen    speciellen   Fall,    von   welchem   oft   Gebrauch   zu 

machen  ist,  erwähnen  wir,  dass  jede  Wurzel  Va  aus  einer  ganzen 
Zahl  a  eine  ganze  Zahl  ist.  Hierauf  beweisen  wir  den  folgenden 
wichtigen  Satz : 

VI.  Jeder  endliche^  von  Null  verschiedene  Modul  m,  der  aus 
ganzen  oder  gebrochenen  algebraischen  Zahlen  besteht,  kann  durch 
Multiplication  mit  einem  Modul  n,  dessen  Zahlen  aus  denen  von 
m  auf  rationale  Weise  gebildet  sind.,  in  einen  Modul  mn  verwan- 
delt werden,  welcher  aus  lauter  ganzen  Zahlen  besteht  und  ein 
Theiler  des  Moduls  §  ist. 

Ist  m  eingliedrig  =  [a],  so  genügt  der  Modul  n  =  [^^~^  |  deni 
Satze,  weil  mn  =  §  wird.    Liegt  ein  zweigliedriger  Modul 

m  =  [«,  ß]  (5) 

vor,  wo  a,  )3  algebraische  Zahlen  und  von  Null  verschieden  sind^ 
so  besteht,  weil  ihr  Quotient  ebenfalls  algebraisch  ist,  eine  homo- 
gene Gleichung  von  der  Form 

Co«"  -f  Cia"-i/3  -f  .  •  •  -f  c„_ia^"-i  +  c„^"  =  0,        (6) 


§.  173.  Allgemeine  Zahlentheorie.  529 

deren  Coefficienten  Cs  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sind,  was  nach  unserer  Bezeichnung  kurz  durch 

[Cq,  Ci  .  .  .  Cn—Xt  Cnj  =  %  (7) 

ausgedrückt  wird.  Es  ist  vortheilhaft ,  die  Reihe  dieser  Coeffi- 
cienten nach  beiden  Seiten  in  der  Weise  fortzusetzen,  dass  immer 
Cg  =  0  ist,  wenn  s  grösser  als  n  oder  negativ  ist.  Sodann  bilden 
wir  eine  entsprechende  Reihe  von  Zahlen  Vs-^  indem  wir 

/Svs-i-i  —  a.Vs^=  Cs  (8) 

und  das  Anfangsglied 

^^0  =  0  (9) 

setzen;  hierdurch  sind  alle  diese  Zahlen  Vg  vollständig  bestimmt, 
und  zwar  sind  sie  auf  rationale  Weise  aus  «  und  ^  gebildet*). 
Zunächst  ergiebt  sich ,  dass  auch  v^  =  0  ist ,  wenn  s  grösser  als 
n  oder  negativ  ist;  das  Letztere  folgt  unmittelbar  aus  (8)  und 
(9) ,  wenn  man  s  die  Zahlen  —  1 ,  —  2 ,  —  3  .  .  .  durchlaufen 
lässt;  setzt  man  ferner 

y^  =  «»-«+!  j^^i^s,  also  7o  =  0, 
so  wird  zufolge  (8) 

und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (6),  dass  yn\\  =  /o 
=  0,  also  auch  ^\^^^  =  0  ist;  setzt  man  weiter  s  =  n  -\-  \^ 
n  -\-  2  .  .  . ,  so  folgt  aus  (8) ,  dass  auch  alle  folgenden  Zahlen 
'^n+21  i'n+3  •  •  •  verschwindeu.  Nun  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  der 
w-gliedrige  Modul 

n  =  [vi,  V2  .  .  .  v„]  (10) 

die  im  Satze  angegebenen  Eigenschaften  besitzt.  In  der  That 
folgt  zunächst  aus  (7)  und  (8),.  dass  der  Modul  §  durch  mn  theü- 
har.  also  auch  n  von  Null  verschieden  ist.    Multiplicirt  man  ferner 

(S)  mit  ^,-+1,  so  folgt 

ßvr+iVs+i  ^  aVr+iVs  (mod.  n)  (11) 

und  hieraus  durch  Vertauschung  von  r  mit  s 

ciVr+iVs^  aVrVs+i  (mod.  n); 

mithin  sind  alle  diejenigen  Producte  av^Vq,  in  denen  die  Summe 
p  -\-  q  einen  und  denselben  Werth  hat,  einander  congruent  nach 
n,  und  da  unter  diesen  Producten  sich  auch  solche  befinden,  die 


*)  Die   leicht   herzustellenden   Ausdrücke  für   die  Zahlen  ps  sind  hier 
völlig  entbehrlich. 
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=  0  sind  (wie  z.  B.  avoVpj^q)^  so  sind  sie  alle  in  n  enthalten, 
und  zufolge  (11)  gilt  dasselbe  von  allen  Producten  ßvpVq.  Mithin 
ist  der  Modul  mn'^  theilbar  durch  rt,  also  tun  theilbar  durch  die 
Ordnung  n^  des  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Moduls  n,  und 
folglich  besteht  mn  aus  lauter  ganzen  Zahlen,  womit  unser  Satz 
auch  für  den  Fall  eines  zweigliedrigen  Moduls  m  bewiesen  ist. 

Wir  machen  nun,  wenn  w  >  2  ist,  die  Annahme,  der  Satz 
sei  für  jeden  endlichen  algebraischen  Modul  rrt  bewiesen,  dessen 
Basis  aus  weniger  als  m  Gliedern  besteht,  und  brauchen  nur  zu 
zeigen,  dass  er  dann  auch  für  jeden  m-gliedrigen  Modul  m  gilt. 
Zu-  diesem  Zwecke  bedienen  wir  uns  der  früher  (§.  170,  (13))  be- 
wiesenen Identität: 

(a  +  b  -I-  c)  (bc  +  ca  -h  <xh)  =  (b  +  c)  (c  +  a)  (a  -h  b) 

in  folgender  Weise.  Wir  vertheilen  die  (von  Null  verschiedenen) 
m  Zahlen,  aus  denen  die  Basis  von  m  besteht,  nach  Belieben  in 
drei  Gruppen,  doch  so,  dass  jede  Gruppe  wenigstens  eine  dieser 
Zahlen  enthält,  und  bezeichnen  mit  a,  b,  c  die  drei  Moduln,  deren 
Basen  aus  je  einer  dieser  Gruppen  bestehen,  wodurch 

m  =  a  -j-  b  -f  c 

wird.  Da  nun  die  von  Null  verschiedenen  Moduln  b  -j-  c,  c  -j-  ö? 
0  -j-  b  nur  algebraische  Zahlen,  nämlich  Zahlen  des  Moduls  m 
enthalten,  und  ihre  Basen  aus  höchstens  m  —  1  Gliedern  bestehen, 
so  kann  man  nach  unserer  Annahme  drei  Moduln  a',  b',  c',  deren 
Zahlen  auf  rationale  Weise  aus  denen  von  m  gebildet  sind,  so 
wählen,  dass  jeder  der  drei  Moduln  (b  -f  c)a',  (c  +  ci)b',  (a  -f  b)c', 
und  folglich  auch  ihr  Product 

m(bc  -f  ca  -[-  ah)a'  b'  c' 

nur  ganze  Zahlen  enthält  und  zugleich  ein  Theiler  von  i  wird. 
Mithin  genügt  der  Modul 

n  =  (bc  -f-  ca  -}-  ah)  a'  b'  c', 

dessen  Zahlen  ebenfalls  auf  rationale  Weise  aus  denen  von  m 
gebildet  sind,  unserem  Satze,  w.  z.  b.  w. 

Derselbe  Satz  kann,  wie  man  leicht  findet,  auch  in  folgender 
Weise  ausgesprochen  werden : 

VII.  Aus  je  m  algebraischen  Zahlen  fi,.,  die  nicht  alle  ver- 
schwinden^ hann  man  auf  rationale  Weise  m  Zahlen  Vs  ableiten, 
welche  der  Gleichung 
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i^ll^l    -f    f^2^2    +    •   •   •    -f    ^mVm  ==    1  (12) 

und   ausserdem  der  Bedingung  genügen^   dass  alle   m^  Producte 
|u,.  Vs  ganze  Zahlen  sind. 

Wir  bemerken  zugleich,  dass,  wenn  die  gegebenen  algebrai- 
schen Zahlen  /u^  überhaupt  eine  Lösung  der  Gleichung 

f^lll    +    i"2S2    +    •   •   •    +    i^m^m   =    1  (13) 

durch  ganze  Zahlen  |,.  zulassen,  es  gewiss  auch  eine  solche  Lösung 
innerhalb  des  Körpers  -R(fti,  fi2  •  •  •  ^m)  giebt;  denn  wenn  man 
(13)  mit  jeder  der  eben  mit  Vr  bezeichneten  Zahlen  multiplicirt, 
so  ergiebt  sich,  dass  diese  Zahlen  Vr  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind. 
Wir  schliessen  mit  dem  folgenden  Satze : 

VIII.  Jede  mit  einer  ganzen  Zahl  0  eonjugirte  Zahl  ist  eine 
ganze  Zahl;  bedeutet  ferner  A  irgend  einen  Körper^  und  t  eine 
Variabele^  so  hat  die  zu  0  gehörige^  nach  Ä  irreducihele  Function 

f(t)  =  t^  -^r  a,  P'-^  + h  ttn-xt  ^  an, 

welche  mit  t  —  ö  verschivindet^  lauter  ganze  Coeffieienten  ar . 

Denn  weil  ß  eine  ganze  Zahl  ist,  so  giebt  es  eine  ganze 
Function  f^  (t) ,  welche  mit  t  —  0  verschwindet  und  lauter  ganze 
rationale  Coeffieienten  Cs  hat,  deren  höchster  =  1  ist.  Bedeutet 
nun  7t  eine  Permutation  irgend  eines  Körpers  M,  in  welchem  6 
enthalten  ist,  so  folgt  aus/i(ö)  =  0,  weil  CgTC  =  Cs  ist,  auch 
fi(d)7t  =f\(^ß7t)  =  0,  mithin  ist  jede  mit  6  eonjugirte  Zahl  6 7t 
eine  ganze  Zahl.  Da  ferner  (nach  den  auf  den  Satz  IX  in  §.  164 
folgenden  Bemerkungen) /^  (^)  durch /(^)  theilbar  ist,  so  genügt 
jede  Wurzel  tj  der  Gleichung  f  (rj)  =  0  auch  der  Gleichung 
f^  (rj)  =  0  und  ist  folglich  eine  ganze  Zahl;  mithin  müssen 
(nach  IV)  auch  die  in  Ä  enthaltenen  Zahlen  +  a^,  welche  be- 
kanntlich durch  Addition  und  Multiplication  aus  diesen  nW^urzeln 
ri  gebildet  sind,   ganze    algebraische  Zahlen  sein,  w.  z.  b.  w. 

§.  174. 

Eine  ganze  Zahl  cc  heisst  theilbar  durch  eine  ganze  Zahl  /3, 
wenn  «==/3y,  und  y  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist,  und  ebenso 
übertragen  wir  die  anderen  Ausdrucksarten,  welche  in  der  Theorie 
der  rationalen  Zahlen  zur  Bezeichnung  der  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  eine  andere  gebräuchlich  sind,  auf  unser  Gebiet  aller 

34* 
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ganzen  Zahlen.     Zunächst  ergeben  sich   wieder   dieselben  beiden 
Elementarsätze : 

I.  Sind  a  und  ß  theübar  durch  ft,  so  sind  auch  die  Zahlen 
a  -\-  ß  und  a  —  ß  theübar  durch  ft. 

IL  Ist  %  theübar  durch  A,  und  l  theübar  durch  ^,  so  ist  auch 
X  theübar  durch  ^. 

Die  Beweise  derselben  beruhen  offenbar  auf  der  ini  vorigen 
Paragraphen  bewiesenen  Reproduction  der  ganzen  Zahlen  durch 
Addition,  Subtraction  und  Multiplication  (vergl.  §§.  3,  159), 

Unter  einer  Einheit  verstehen  wir  jede  ganze  Zahl,  welche 
in  der  Zahl  1  und  folglich  auch  in  jeder  ganzen  Zahl  aufgellt. 
Offenbar  ist  ein  Product  von  beliebig  vielen  Einheiten  immer 
wieder  eine  Einheit,  und  da  der  reciproke  Werth  einer  Einheit, 
ferner  jede  Wurzel  aus  einer  Einheit  ebenfalls  eine  Einheit  ist, 
so  reproduciren  sich  die  Einheiten  durch  Multiplication,  Division 
und  Wurzelausziehung.  Es  giebt  unendlich  viele  Einheiten;  denn 
jede  Wurzel  einer  Gleichung,  deren  höchster  und  niedrigster 
Coefficient  Einheiten,  und  deren  übrige  Coefficienten  beliebige 
ganze  Zahlen  sind,  ist  immer  wieder  eine  Einheit. 

Wenn  zwei  ganze,  von  Null  verschiedene  Zahlen  «,  ß  gegen- 
seitig durch  einander  theilbar  sind,  so  sind  ihre  beiden  Quotienten 
ganze  Zahlen  und  zwar  Einheiten,  weil  ihr  Product  =  1  ist.  Es 
ist  folglich  ß  =  as,  wo  e  eine  Einheit  bedeutet;  umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  ist  1  ==  ££',  wo  e'  ebenfalls  eine  Einheit 
bedeutet,  und  folglich  cc  =  ßs'.  Zwei  solche  Zahlen  a^  ß  sollen 
associirte  Zahlen  heissen ;  aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  sofort, 
dass  zwei  mit  einer  dritten  associirte  Zahlen  auch  mit  einander 
associirt  sind,  und  hierauf  beruht  die  Möglichkeit  einer  Ein- 
theilung  aller  ganzen  Zahlen  in  Systeme  von  associirten  Zahlen, 
in  der  Weise,  dass  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  demselben  oder 
zwei  verschiedenen  Systemen  zugetheilt  werden,  je  nachdem  sie 
associirt  sind  oder  nicht.  So  lange  es  sich  nur  um  die  Theilbar- 
keit  der  Zahlen  handelt,  verhalten  sich  alle  mit  einander  asso- 
ciirten Zahlen  wie  eine  einzige  Zahl;  denn,  wenn  a  durch  n  theil- 
bar ist,  so  ist  auch  jede  mit  a  associirte  Zahl  theilbar  durch  jede 
mit  ft  associirte  Zahl.  "^ 

Die  Definition  von  relativen  Primzahlen  kann  auf  verschiedene 
Arten  gefasst  werden;  diejenige,  welche  uns  augenblicklich  am 
weitesten   führen  wird,  obwohl  sie  etwas  formell  ist  und  deshalb 
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wohl  nicht  als  die  beste  bezeichnet  werden  darf,  lautet  folgender- 
maassen:  Zwei  ganze  Zahlen  w,  ß  heissen  relative  Primjsahlen^  wenn 
es  zwei  ganze  Zahlen  |,  rj  giebt,  welche  der  Bedingung 

a^  -\-  ßr]  =  l 

genügen*).  In  der  That  gewinnt  man  hieraus  leicht  die  folgenden 
Sätze : 

Ist  cc  relative  Primzahl  zu  ß  und  zu  y^  so  ist  a  auch  relative 
Primzahl  zu  dem  Product  ßy. 

Denn  zufolge  der  Annahme  existiren  ganze  Zahlen  |,  rj,  |',  rj\ 
welche  den  Bedingungen 

a^  Jr  ßv  =  1,   «r +  r»?'-=  1 

genügen,  und  hieraus  folgt  durch  Multiplication  die  Existenz  von 
zwei  ganzen  Zahlen 

welche  der  Bedingung 

«r  +  d^rx-i 

genügen,  was  zu  beweisen  war.  Durch  wiederholte  Anwendung 
dieses  Satzes  ergiebt  sich  seine  Verallgemeinerung: 

Ist  jede  der  Zahlen  «i,  «2,  «3  .  .  .  relative  Primzahl  zu  jeder 
der  Zahlen  ßi^  ß^  •  >  -i  so  sind  die  Producte  «i  «2  ^3  •  •  •  '^'^d 
ßi  ß^  .  .  '  relative  Primzahlen, 

Multiplicirt  man  ferner  die  obige  Gleichung,  welche  ausdrückt^ 
dass  oi,  ß  relative  Primzahlen  sind,  mit  einer  beliebigen  ganzen 
Zahl  03 ,  so  erhält  man  co  =^  aa^  -j-  ßcorj,  woraus  sich  ohne 
Weiteres  die  folgenden  Sätze  ergeben: 

Sind  «,  ß  relative  Primzahlen,  und  ist  ßc3  theilbar  durch  a^ 
so  ist  auch  co  theilbar  durch  «. 

Ist  ö  ein  gemeinschaftliches  Midtiplum  von  zwei  relativen 
Primzahlen  oc,  /3,  so  ist  co  auch  durch  das  Product  aß  theilbar. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass,  wenn  «,  ß  relative  Primzahlen 
sind,  auch  jeder  Divisor  von  a  relative  Primzahl  zu  jedem  Divisor 
von  ß  ist,  und  so  Hessen  sich  noch  sehr  viele  andere  Sätze  aus 
den  vorhergehenden  durch  Combination  ableiten,  die  wir  aber 
übergehen,  weil  sie  uns  doch  keinen  wesentlichen  Dienst  leisten 
würden.     Auf  einen  Punct   müssen   wir  indessen   hier  noch  auf- 


*)  Zufolge   der  bei  (13)  in  §.  173  gemachten  Bemerkung  können   diese 
ganzen  Zahlen  |,  t]  dem  Körper  B  («,  ß)  entnommen  werden. 
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merksam  machen.    Offenbar  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Definition 
auch  der  folgende  Satz: 

Jeder  gemeinschaftliche  Divisor  von  swei  relativen  Primzahlen 
ist  nothwendig  eine  Einheit. 

Ob  aber  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt,  ob  also 
zwei  ganze  Zahlen,  welche  ausser  den  Einheiten  keine  gemein- 
schaftlichen Divisoren  besitzen,  immer  relative  Primzahlen  im 
Sinne  der  obigen  Definition  sind,  dies  zu  entscheiden  sind  wir 
mit  den  augenblicklich  uns  zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln 
noch  nicht  im  Stande.  Erst  später  (§.  181)  wird  uns  dies  ge- 
lingen, und  zwar  werden  wir  folgenden  allgemeinen  Satz  beweisen : 

Zwei  beliebige  ganze  Zahlen  a,  ß  besitzen  immer  einen  gemein- 
schaftlichen Divisor  d,  welcher  in  der  Form  a^  -\-  ßrj  darstellbar 
ist,  wo  §,  fj  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  diese  Zahl  8  wird  folglich 
durch  jeden  gemeinschaftlichen  Theiler  von  a  und  ß  iheilbar  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich  dann  sofort,  dass  die  eben  aufgeworfene 
Frage  zu  bejahen  ist,  und  man  wird  die  obige  Definition,  ohne 
ihren  Inhalt  zu  ändern,  durch  folgende  einfachere  ersetzen  können : 
zwei  ganze  Zahlen  heissen  relative  Primzahlen,  wenn  sie  ausser 
den  Einheiten  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  besitzen. 

Wenden  wir  uns  bei  dieser  vorläufigen  Orientirung  im  Gebiete 
aller  ganzen  Zahlen  endlich  noch  zu  dem  Begriffe  der  Primzahl, 
so  würden  wir  nach  Analogie  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen 
unter  einer  Primzahl  eine  solche  ganze  Zahl  a  verstehen,  welche 
keine  Einheit  ist,  und  deren  sämmtliche  Divisoren  entweder  Ein- 
heiten oder  mit  a  associirt  sind.  Allein  es  folgt  aus  dem  Satze 
V  des  vorigen  Paragraphen,  dass  diese  Bedingungen  einen  Wider- 
spruch enthalten,  dass  also  eine  solche  Zahl  gar  nicht  existiren 
kann;  denn  wenn  die  ganze  Zahl  a  keine  Einheit  ist,  so  ist  auch 
die  ganze  Zahl  V«  keine  Einheit,  und  sie  ist  auch  nicht  associirt 
mit  a,  aber  sie  ist  ein  Divisor  von  w.  Ueberhaupt  geht  aus  dem 
genannten  Satze  leicht  hervor,  dass  jede  ganze  Zahl,  die  keine 
Einheit  ist,  immer  und  zwar  auf  unendlich  viele  wesentlich  ver- 
schiedene Arten  in  eine  beliebig  vorgeschriebene  Anzahl  von 
ganzen  Factoren  zerlegt  werden  kann,  von  denen  keiner  eine 
Einheit  ist.  In  dem  von  uns  bis  jetzt  betrachteten,  aus  allen 
ganzen  Zahlen  bestehenden  Gebiete  findet  daher  eine  unbe- 
schränkte Zerlegbarkeit  statt. 
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Das  System  aller  ganzen  Zahlen  ist  ein  Theil  des  Körpers 
aller  algebraischen  Zahlen ;  um  nun  von  diesem  Körper,  in  welchem 
die  ganzen  Zahlen  eine  unbeschränkte  Zerlegbarkeit  besitzen,  zu 
solchen  Gebieten  zu  gelangen,  innerhalb  deren  die  Zerlegbarkeit 
eine  begrenzte  ist,  müssen  wir  diejenigen  Körper  betrachten, 
welche  wir  (am  Schlüsse  von  §.  167)  schlechthin  endliche  Körper 
genannt  haben.  Mit  diesen  werden  wir  uns  von  jetzt  ab  aus- 
schliesslich beschäftigen. 


§.  175. 

Es  sei  Sl  ein  endlicher  Körper  w*^^  Grades;  derselbe  besitzt, 
wie  schon  früher  (am  Schlüsse  von  §.  167)  bemerkt  ist,  n  und 
nur  n  verschiedene  Permutationen  ttj,  jt^  .  .  .  Jtn^  unter  denen 
sich  auch  die  identische  Permutation  befindet,  und  wir  wollen, 
wenn  «  irgend  eine  Zahl  in  Sl  bedeutet,  die  conjugirten  Zahlen 
CD  Tti  ^  CD  7t2  .  .  .  CO  7tn  kurz  mit  o',  a"  .  .  .  co^^^  bezeichnen.  Nach 
den  in  §.  167  aufgestellten  Definitionen  ist  dann 

S(C0)   =   03'    +    ö"    -f-    .   .    .    -I-    «(")  (1) 

N(co)  =  cj'cj"  .  ,  .  «(")  (2) 

Z/  («1  ,   «2    .    .    .    ««)  =   (^  ±  «i  «2    .   .    .   «ir^)^  (3) 

z/  (ct  «1  ,    ö  «2   ...  09  Oln)  =  N  (a))2  z:/  («i  ,  «2   •   .  .   «„)  (4) 

WO  «1,  ccg  .  .  .  «„  irgend  welche  n  Zahlen  des  Körpers  bedeuten, 
und  alle  diese  Spuren,  Normen  und  Discriminanten  sind  rationale 
Zahlen.  Die  Norm  von  a  verschwindet  nur  dann,  wenn  co  =  0 
ist,  und  die  Discriminante  (3)  ist  stets  und  nur  dann  von  Null 
verschieden,  wenn  die  n  Zahlen  w^  ein  irreducibeles  System  und 
folglich  eine  Basis  von  Sl  bilden,  durch  welche  jede  in  Sl  ent- 
haltene Zahl  CO  in  der  Form 

et)  =  0^1  «1    -\-   X2CC2    +    '  '  '   -\-   ^nO^n  (ö) 

mit  rationalen  Coordinaten  Xr  darstellbar  ist.  Wenn  ferner  die 
n  Zahlen  ßi^  ß^  •  -  -  ßn  ebenfalls  eine  Basis  von  ß  bilden ,  so 
bestehen  n  Gleichungen  von  der  Form: 

ar   =  Cr,i   ft    -f    C,.,2ft    +    •   •   •    +    Cr,n  ßn  (6) 

mit  rationalen  Coefficienten  Cr,s,  und  wenn  deren  Determinante 
mit  C  bezeichnet  wird,  so  ist 

z/(ai,  «2   .  .   .  «n)  =    C^^iß,.   ^2   .   .  •  ßn\  (7) 
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Hieran  knüpfen  wir  die  folgende  Betrachtung.     Setzen  wir 
a  =r  [oci ,  «2  .  .  .  a„] ,  b  ==  [/3i ,  i^g  .  .  .  ß„l  (8) 

so  sind  a,  b  endliche,  in  Sl  enthaltene  Moduln,  deren  Basen  zu- 
gleich Basen  von  Sl  sind,  und  umgekehrt  leuchtet  ein  (nach 
§.  172,  VI),  dass  jeder  endliche,  in  Sl  enthaltene  Modul,  unter 
dessen  Zahlen  sich  auch  n  von  einander  unabhängige  befinden, 
gewiss  von  der  Form  (8)  ist.     Hieraus  folgt  leicht,  dass 

a  -j-  b,  ob,  a  —  b,  b :  a,  a%  ¥ 

ebenfalls  solche  Moduln  sind;  von  den  beiden  ersten  leuchtet 
dies  unmittelbar  ein;  wählt  man  ferner  eine  natürliche  Zahl  m 
so,  dass  alle  Producte  mCr^s  ganze  Zahlen  werden,  so  sind  die  n 
von  einander  unabhängigen  Producte  mcCr  in  a  —  b  enthalten, 
mithin  hat  der  Modul  a  —  b  dieselbe  Eigenschaft ,  weil  er  als 
Vielfaches  von  a  zugleich  endlich  ist;  dasselbe  gilt  auch  von  dem 
Quotienten  h  :  a,  weil  er  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der 
n  Moduln  ha~^  ist,  mithin  auch  von  den  Ordnungen  qo,  b^. 

Da  die  Moduln  a,  b  (nach  §.  172,  VH)  stets  und  nur  dann 
mit  einander  identisch  sind,  wenn  alle  Coefficienten  c^,«  in  (6) 
ganze  Zahlen  sind ,  und  ausserdem  ihre  Determinante  0  =  +  1 
ist,  so  folgt  aus  (7),  dass  alle  Basen  eines  und  desselben  Moduls 
Q  eine  und  dieselbe  Discriminante  besitzen;  diese  von  der  Wahl 
der  Basis  gänzlich  unabhängige  Zahl  wollen  wir  daher  die  Dis- 
criminante des  Moduls  a  nennen  und  mit  z/(a)  bezeichnen*) 
Nehmen  wir  jetzt  nur  noch  an,  a  sei  theilhar  durch  %  so  sind  die 
Coefficienten  Cr^s  in  (6)  ganze  Zahlen,  und  da  (nach  §.  172,  VIT) 
ihre  Determinante  C  =  +  (b,  a)  ist,  so  nimmt  die  Gleichung  (7) 
die  Form  ^(a)  =:  (b,  ay zi (h)  an.  Sind  endlich  a^b  zwei  beliebige 
Moduln  von  der  Form  (8),  so  ergiebt  sich  hieraus,  weil  (a,  a  —  b) 
=  (a,  b)  ist,  der  allgemeinste  Satz 


1 


*)  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (36) 
in  §.  167,  dass  die  zu  allen  Basen  des  Moduls  a  complementären  Basen 
auch  Basen  eines  und  desselben  Moduls  sind,  den  man  deshalb  das  Com- 
plement  von  a  nennen  und  mit  a'  bezeichnen  kann;  umgekehrt  ist  dann  a 
das  Complement  von  q',  und  J  (o)  J  (a')  =  1.  Verbindet  man  ferner  die 
dortigen  Sätze  über  complementäre  Systeme  ebenfalls  mit  dem  Satze  VII 
in  §.  172,  so  erhält  man  die  wichtigen  Sätze 

(a,  6)  =  (b',  q'),  (o-fb)'  —  q'  —  b',   (aw)'  =  a' w-i,  (ab)'  =  a':h, 
welche  in  meiner  (in  §.  167  citirten)  Abhandlung  lieber  die  Discriminanten 
endlicher  Körper  weiter  verfolgt  sind. 
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z/(a-b)  =  (a,  b)2z/(a)  =  (B,  a)2^(b),  (9) 

zugleich  folgen  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (4)  die  Sätze*): 

(6,  c)  (c,  a)  (a,  b)  =  (c,  b)  (a,  c)  (b,  a)  (U) 

(aoj,  a)        K     ^(a)        —      \  /'  v    / 

und  wenn  (aw,  a)  =  1,  also  dio  >  d-,  und   folglich  «   eine  Zahl 
der  Ordnung  a^  ist,  so  ist  (a,  a»)  ==  +  N (co).  — 

Alle  im  Körper  Sl  enthaltenen  Zahlen  sind  algebraisch  und 
zerfallen  daher  in  ganze  und  gebrochene  Zahlen.  Wir  bezeichnen 
mit  D  den  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  i2,  und 
unsere  Aufgabe  besteht  darin,  die  Gesetze  der  Theilbarheit  der 
Zahlen  innerhalb  dieses  Gebietes  o  zu  entwickeln.  Da  die  Summen, 
Differenzen  und  Producte  von  je  zwei  solchen  Zahlen  (nach  §.  173, 
IV)  wieder  ganze  Zahlen  und  in  ii,  also  auch  in  o  enthalten 
sind,  so  ist  d  ein  Modtd,  und  o^  >  o,  und  da  alle  rationalen 
Zahlen  in  Sl  enthalten  sind,  also  auch  ^  >  o  ist,  so  ist  dieser 
Modul  0  (nach  §.  170)  eine  Ordnung^  mithin 

d2  =  0.  (13) 

Es  kommt  nun  vor  allen  Dingen  darauf  an,  einen  deutlichen 
Ueberblick  über  die  Ausdehnung  dieses  Zahlengebietes  o  zu  ge- 
winnen. Zunächst  ergiebt  sich  leicht,  dass  man  immer,  und  zwar 
auf  unendlich  viele  Arten,  eine  ganze  Basis^  d.  h.  eine  Basis  von 
ii  finden  kann,  welche  aus  lauter  ganzen  Zahlen  besteht.  Denn 
wenn  man  ein  beliebiges  irreducibeles  System  von  n  Zahlen  cj^, 
G52  .  .  .  (t>„  aus  Sl  gewählt  hat,  so  giebt  es  (nach  §.  173,  I)  n  na- 
türliche Zahlen  c-^^  c^  .  .  .  Cn  von  der  Art,  dass  die  n  Producte 
ar  =  Cr  oür  gauzc  Zahlen  werden,  und  offenbar  bilden  dieselben 
ebenfalls  ein  irreducibeles  System.  Nimmt  man  dasselbe  als 
Basis  von  ß,  so  leuchtet  ein,  dass  alle  diejenigen  Zahlen  w  in 
(5),  deren  Coordinaten  Xr  ganze  Zahlen  sind,  d.  h.  alle  Zahlen 
des  Moduls  a  in  (8)  gewiss  ganze  Zahlen  sind,  also  a  durch  o 
theilbar  ist;  jeden  solchen  Modul  a  wollen  wir  einen  ganzen  Modul 
nennen. 


*)  Vergl.  die  Anmerkungen  auf  S.  522,  511. 
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Da  ferner  alle  mit  einer  ganzen  Zahl  conjugirte  Zahlen 
(nach  §.  173,  VIII)  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  die  ra- 
tionale und  von  Null  verschiedene  Discriminante  z/  (a)  nothwendig 
eine  ganze  Zahl,  weil  sie  nach  (3)  aus  lauter  ganzen  Zahlen  a^r 
durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet  ist.  Be- 
deutet  nun  w  irgend  eine  Zahl  m  o ,  so  wird  sie  nach  (5)  immer 
in  der  Form 

Wi«!  -f-  m^do  -^  '  '  '  -\-  mnCCn  ,.  ,. 

CO  === (14) 

m  ^     ^ 

darstellbar  sein,  wo  m,  Wj,  m.2  .  .  .  w„  ganze  rationale  Zahlen 
ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  bedeuten,  deren  erste,  m,  positiv 
angenommen  werden  darf;  dann  ist  (nach  §.  172,  III)  offenbar 
a  —  [cj]  =  [m  oj] ,  und  wenn  man  5  =  a  -|-  [co]  setzt,  so  ist  m^={h^  a) 
und  (a,  b)  =  1,  also  zufolge  (9): 

z/(o)  =  m2z/(b);  (15) 

da  ferner  der  Modul  b  gewiss  wieder  von  der  Form  (8)  und  zwar 
ein  ganzer  Modul  ist,  so  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

I.  Ist  a  ein  endlicher  und  ganzer  Module  dessen  Basis  zu- 
gleich eine  Basis  des  Körpers  Sl  bildet^  und  ist  m  der  Meinste 
natürliche  Factor,  durch  welchen  eine  ganze  Zahl  o  in  eine  Zahl 
mco  des  Moduls  a  vertvandelt  wird^  so  ist  die  Discriminante  ^(ci) 
theilbar  durch  m^^  und  der  Quotient  ist  die  Discriminante  ^(b) 
des  ganzen  Modiüs  h  ^=  a  -\-  [a]. 

Da  nun  die  Discriminanten  aller  dieser  Moduln  a^^h  ...  ganze 
rationale  Zahlen  und  von  Null  verschieden  sind,  so  muss  es  auch 
einen  solchen  Modul  a  geben,  dessen  Discriminante  z/(a),  absolut 
genommen,  ein  Minimum  ist,  und  aus  dem  vorhergehenden  Satze 
leuchtet  ein,  dass  jede  ganze  Zahl  «  nothwendig  in  diesem  ganzen 
Modul  a  enthalten,  und  folglich  a  =  o  sein  muss.  Wir  haben 
daher  den  folgenden  Fundamentalsatz  gewonnen: 

II.  Der  Inbegriff  o  aller  ganzen  Zahlen  eines  endlichen  Kör- 
pers Sl  ist  ein  endlicher  Module  dessen  Basis  zugleich  eine  Basis 
von  Sl  bildet. 

Nächst  dem  Grade  n  ist  nun  diese  Minimal  -  Discriminante 
von  der  grössten  Bedeutung  für  die  Beschaffenheit  des  Körpers  »ß- 
wir  wollen  sie  deshalb  die  Grundzahl  oder  auch  die  Discrimi- 
nante von  Sl  nennen  und  immer  mit  D  bezeichnen,  also 

D  =  ^(o)  (16) 
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setzen;  für  jeden  ganzen  Modul  a  von  der  obigen  Beschaffenheit 
gilt  dann  zufolge  (9)  der  Satz: 

z/(a)  =  i)(o,  a)2.  (17) 

Im  einfachsten  Falle  n  =  1 ,  wo  *^  der  Körper  B  der  ra- 
tionalen Zahlen,  also  o  ==  §  =  [1]  ist,  hat  man  D  =  1  zu  setzen. 
Zur  Erläuterung  wollen  wir  das  nächstliegende  Beispiel,  den 
Fall  eines  quadratischen  Körpers  Sl  betrachten.  Jede  Wurzel  6 
einer  irreducibelen  quadratischen  Gleichung  lässt  sich  auf  die 
Form  a  -\-  h\d  bringen,  wo  d  eine  ganze  rationale,  positive  oder 
negative  Zahl  bedeutet,  welche  durch  kein  Quadrat  (ausser  1) 
theilbar  und  auch  nicht  =4-1  ist,  während  a,  h  rationale  Zahlen 
sind,  deren  letztere  nicht  verschwindet.  Alle  in  Sl  enthaltenen, 
d.  h.  durch  Q  rational  darstellbaren  Zahlen  sind  dann  von  der 
Form  a  r=  t  -\-  ii\'d^  wo  ^,  ti  willkürliche  rationale  Zahlen  be- 
deuten. Durch  die  nicht  identische  Permutation  des  Körpers  geht 
yd  in  —  yd,  also  a  in  die  conjugirte  Zahl  a!  •=:  i  —  uyd  über, 
welche  ebenfalls  in  i2  enthalten  ist;  mithin  ist  ß  ein  Normal- 
körper (§.  166).  Die  ganzen  Zahlen  1  und  yd  sind  von  einander 
unabhängig,  und  da  ihre  Discriminante 

durch  keine  Quadratzahl  m^  ausser  1  und  4  theilbar  ist,  so 
schliessen  wir  aus  den  obigen  Sätzen,  dass  die  Grundzahl  D  des 
Körpers  entweder  =  4(^  oder  ^=  d  ist,  und  das  Letztere  wird 
stets  und  nur  dann  eintreten,  wenn  es  in  iß  eine  ganze  Zahl 
ft>  =  1/2  {x  ■\-yydi)  giebt,  wo  x^  y  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten, 
die  nicht  beide  gerade  sind.  Um  diese  Möglichkeit  zu  prüfen, 
dürfen  wir  uns  diese  Zahlen  x^  y  schon  auf  ihre  kleinsten  Reste 
0  oder  1  nach  dem  Modul  2  reducirt  denken;  offenbar  kann  y 
nicht  =  0  sein,  w^eil  sonst  auch  x  ■=  0  sein  müsste,  und  von 
den  beiden  übrigen  Zahlen  ta  =  1/2  V^  und  0  =  1/2  (1  +  V(^)  ist 
die  erstere  gebrochen,  weil  ihr  Quadrat  keine  ganze  Zahl  ist;  die 
letztere  genügt  der  irreducibelen  Gleichung 

und  ist  folglich  dann  und  nur  dann  eine  ganze  Zahl ,  wenn 
d  ^  \  (mod.  4)  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  also: 

Q  =  \\^yd],  D  =  4.d,  wenn  d  =  2  oder  3  (mod.  4)     (18) 
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und  in  beiden  Fällen 

B  -f-  yD 


o  =  [l, 


•2  (20) 

Es  giebt  61  quadratische  Körper,  deren  Grundzahlen  D 
absolut  genommen  kleiner  als  100  sind;  unter  diesen  Zahlen  D 
sind  30  positive  Zahlen: 

5,     8,  12,  13,  17,  21,  24,  28,  29,  33,  37,  40,  41,  44,  53, 
56,  57,  60,  61,  65,  69,  73,  76,  77,  85,  88,  89,  92,  93,  97 

und  die  absoluten  Werthe  der  31  negativen  Zahlen  D  sind: 

3,     4,     7,     8,  11,  15,  19,  20,  23,  24,  31,  35,  39,  40,  43,  47, 
51,  52,  55,  56,  59,  67,  68,  71,  79,  83,  84,  87,  88,  91,  95. 

Die  Grundzahl  des  Körpers  J  (§.  159)  ist  =  —  4*). 

§.  176. 

Das  Gebiet  D  aller  ganzen  Zahlen  cj,  welche  in  einem  Körper 
iß  vom  Grade  n  enthalten  sind,  und  mit  denen  wir  uns  im 
Folgenden  ausschliesslich  beschäftigen,  besitzt  einige  allgemeine 
Eigenschaften,  welche  denen  der  früher  behandelten  speciellen 
Gebiete  [1]  und  [1,  i\  genau  entsprechen.  Wir  wollen  diese 
Analogie  zunächst  verfolgen,  um  sodann  diejenige  wesentlich 
neue  Erscheinung  hervorzuheben ,  welche  uns  zur  Einführung 
neuer  Begriffe  nöthigen  wird. 

Wir  wiederholen  zunächst,  dass  die  Zahlen  o,  zu  denen 
auch  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  gehören,  sich  durch  Addition, 
Subtraction  und  Multiplication  reproduciren ;  wenn  ferner  von 
zwei   solchen  Zahlen  A,  ^  die   erstere   durch  die  letztere  theühar 


*)  Um  schon  hier  einen  Begrifif  von  der  Bedeutung  der  Grundzahl  D  zu 
geben,  wollen  wir  nur  darauf  aufmerksam  machen  ,  dass  (zufolge  §.  52, 
I  —  IV)  die  natürlichen  Primzahlen  ^9,  vod  welchen  d  quadratischer  Rest 
ist,  immer  in  arithmetischen  Reihen  von  der  kleinsten  Differenz  D  enthalten 
sind ;  diese  Zahlen  p  verlieren  in  dem  quadratischen  Körper  i2  den  eigent- 
lichen Primzahl-Charakter,  und  dem  in  dieserYovm.  ausgesprochenen  Gesetze 
fügt  sich  auch  die  Zahl  ^^  =  2  (vergl.  §.  186).  Dies  aus  dem  Reciprocitäts- 
satze  abgeleitete  Gesetz  der  Vertheilung  in  arithmetische  Reihen  hängt 
wesentlich  damit  zusammen ,  dass  £1  ein  Divisor  desjenigen  Kreistheilungs- 
Körpers  R{6)hi^  welcher  aus  der  Gleichung  ö^=  1  entspringt,  während 
aus  jeder  Gleichung  ö»>^r=:  1,  deren  Grad  m  absolut  <;  !>,  immer  ein 
Körper  R  {&)  entspringt,  welcher  die  Zahl  yd  nicht  enthält. 
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ist  (§.  174),  so  ist  A  =  ^1/,  und  die  Zahl  v  gehört  demselben 
Gebiete  o  an.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  in  o  die  beiden  Elc- 
mentar Sätze  der  Theilbarkeit  gelten,  die  wir  früher  (§.  174,  I  und 
II)  für  das  Gebiet  aller  ganzen  algebraischen  Zahlen  bewiesen 
haben. 

Die  Spur  S  (^)  und  die  Norm  N  (ft)  einer  Zahl  ^  des  Ge- 
bietes 0  sind  ganze  rationale  Zahlen,  weil  sie  aus  den  n  mit  {i 
conjugirten  Zahlen,  die  (zufolge  §.  173,  YIII)  ebenfalls  ganze 
Zahlen  sind,  durch  Addition  und  Multiplication  gebildet  sind. 
Zugleich  folgt  aus  dem  (in  §.  167,  (4)  bewiesenen)  Satze 

N(iiv)  =  N(^)N(v)  (1) 

der  häufig  anzuwendende,  aber  nicht  umzukehrende  Satz: 

I.  Ist  l  theilbar  durch  ft,   so   ist   auch  N{V}  theühar  durch 

Die  Norm  besitzt  nun  eine  äusserst  wichtige  Bedeutung, 
welche  mit  dem  folgenden  Begriffe  zusammenhängt.  Zwei  Zahlen 
«,  ß  heissen  congruent  in  Bezug  auf  die  Zahl  ja,  den  ModuJus, 
wenn  ihre  Differenz  a  —  ß  durch  ^  theilbar  ist,  und  wir  be- 
zeichnen dies  durch  die  Congruenz 

a  ^  ß  (mod.  ^);  (2) 

wir  nennen  dagegen  die  Zahlen  a^  ß  ^  y  .  .  .  incongruent  nach  f<, 
wenn  keine  von  ihnen  mit  einer  der  übrigen  congruent  ist.  Aus 
der  oben  erwähnten  Reproduction  unserer  Zahlen  «  durch  Addi- 
tion, Subtraction  und  Multiplication  folgt,  dass  man  beliebig  viele 
solche  Congruenzen,  die  sich  auf  einen  und  denselben  Modul  ft 
beziehen,  addiren,  subtrahiren  und  multipliciren  darf,  wie  Glei- 
chungen (vergl.  §.  17).  Da  nun  der  Inbegriff  aller  durch  ^  theil- 
baren  Zahlen  co  ^  offenbar  identisch  mit  dem  Modul  o^  ist 
(§.  170),  so  stimmt  die  Congruenz  (2)  gänzlich  überein  mit 

a  ^  ß  (mod.  Ofi-),  (3) 

und  folglich  ist  die  Anzahl  aller  nach  ^  incongruenten  Zahlen 
zugleich  die  Anzahl  (o,  Oft)  aller  auf  den  Modul  Oft  bezüglichen 
Zahlclassen,  aus  welchen  d  besteht;  da  ferner  oft  >  o,  also 
(oft,  o)  =  1  ist,  so  folgt  aus  (12)  in  §.  175  der  Satz: 

II.  Die  Anzahl  aller  nach  ft  incongruenten  Zahlen  ist 

(0,  Oft)  =  ±  N{iC).  (4) 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,    dass   ft   und   folglich   auch  N{^) 

von   Null   verschieden  ist;   wenn  aber  ft  verschwindet,  so  ist  die 
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Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  offenbar  unendlich  gross,  und 
die  Gleichung  (4)  bleibt  richtig,  wenn  (o,  Oft)  wieder  =  0  gesetzt 
wird  (§.  171);  doch  wollen  wir  diesen  uninteressanten  Fall  im 
Folgenden  ausschliessen.  Die  Betrachtung  der  Moduln  von 
der  Form  o^  wird  uns  auch  in  der  Folge  grosse  Dienste  leisten, 
und  ihre  Bedeutung  für  unsere  Aufgabe  spricht  sich  schon  in 
dem  folgenden  Satze  aus : 

III.  Die  TlieiTbarkeit  der  Zahl  l  durch  die  Zahl  ^  ist  gleich- 
bedeutend mit  der  Theilbarheit  des  Modtds  oX  durch  den  Modul 
Oft,  also  mit  oA  >  o/Lt. 

Dies  leuchtet  unmittelbar  ein;  denn  wenn  A  durch  /x  theilbar 
ist,  so  ist  nach  dem  zweiten  Elementarsatze  der  Theilbarkeit 
jede  durch  X  theilbare,  d.  h.  in  oX  enthaltene  Zahl  x  auch  theil- 
bar durch  ft,  also  in  Oft  enthalten,  mithin  oA  >  Oft;  und  um- 
gekehrt, wenn  oA  >  Oft,  so  ist  jede  in  oA  enthaltene  Zahl,  also 
z.  B.  A  selbst  auch  in  Oft  enthalten,  d.  h.  theilbar  durch  ft,  w. 
z.  b.  w. 

Um  hiervon  sogleich  eine  Anwendung  zu  machen,  erinnern 
wir  an  den  für  zwei  beliebige  Moduln  a ,  b  geltenden  Satz 
(a,  b)  a  >  b  (§.  171,  I);  setzen  wir  a  =  o,  b  =  Oft,  so  folgt 
aus  (4)  der  Satz: 

IV.  Die  Norm  der  Zahl  ft  ist  theilbar  durch  fi. 

Derselbe  ergiebt  sich  aber  auch  unmittelbar  daraus,  dass 
N(^)  das  Product  aus  den  n  mit  ft  conjugirten,  also  ganzen 
Zahlen,  und  dass  eine  derselben  =  ft  ist;  mithin  ist  * 

N{^)  =  iiv,  (5) 

wo  V  das  Product  aus  den  übrigen  n  —  1  Factoren ,  also  eine 
ganze  Zahl  bedeutet,  welche  wir  das  Supplement"^)  der  Zahl  ft 
nennen  wollen.  Da  iV(ft)  eine  rationale  Zahl,  und  folglich 
NN(^)  =:  N(ny  ist,  so  folgt  aus  (1) : 

N(v)  =  N(^y-\  (6) 

Wir  bemerken  noch,  dass  jeder  Zahl  ft  (nach  §.  167)  eine 
bestimmte  Function    einer  Yariabelen  t  entspricht,  welche  durch 

f(t)  =  (t-  ^0  {t  -  ^")  ,.,{t-  ^a(")) 

=  ^"    4-    «1  ^"-1  4 -f    an-i  t+Cin  ■       ^    ^ 


*)  In  den  früheren  Auflagen  habe  ich  y  die  zu  /u  adjungiHe  Zahl 
genannt,  was  aber  unzweckmässig  erscheint,  weil  diesem  Worte  von 
Oalois  eine  ganz  andere  Bedeutung  beigelegt  ist  (§.  160). 
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defiiiirt  wird,  und  deren  Coefficienten  a^  in  unserem  P'alle  ganse 
rationale  Zahlen  sind;  insbesondere  ist 

S{ii)  =  —  a^\  N(^)  =  (—  l)"an,  (8) 

und  da  f(fi)  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  auch  hieraus  wieder  der 
Satz  IV  und  zugleich  die  Darstellung  des  Supplementes  v  durch 
die  Gleichung 

(-  1)"-^  V  =  fi«-i  4-  ai  ^^-^  -[-•••  +  cin-i.  (9) 

Bedeutet  s  irgend  eine  (in  o  enthaltene)  Einheit,  also  eine 
Zahl,  welche  in  allen  ganzen  Zahlen  aufgeht  (§.  174),  so  ist  o 
theilbar  durch  d  £ ,  und  folglich 

D  £  =  0,  (10) 

weil  0£  auch  theilbar  durch  o  ist;  und  umgekehrt,  wenn  eine 
Zahl  s  dieser  Bedingung  (10)  genügt,  so  ist  sie  offenbar  in  o  ent- 
halten und  zwar  eine  Einheit,  weil  die  in  ü  enthaltene  Zahl  1, 
und  folglich  jede  ganze  Zahl  durch  s  theilbar  ist*).  Zufolge  (4) 
ist  diese,  für  jede  in  o  enthaltene  Einheit  s  charakteristische 
Bedingung  (10)  gänzlich  gleichbedeutend  mit  der  folgenden 

N{e)  =  ±  1.  (11) 

Dasselbe  ergiebt  sich  aber  auch  so:  wenn  a  eine  Einheit  ist,  also 
in  der  Zahl  1  aufgeht,  so  geht  (nach  I)  die  ganze  rationale  Zahl 
N(s)  auch  in  JV(1),  d.  h.  in  1  auf  und  ist  folglich  =  -f-  1; 
umgekehrt,  wenn  eine  ganze  Zahl  £  der  Bedingung  (11)  genügt, 
so  geht  sie  (nach  IV)  auch  in  der  Zahl  1  auf,  und  ist  folglich 
eine  Einheit. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  Zahl  ^,  welche  von  Null  verschieden 
und  auch  keine  Einheit  ist,  so  ist  N[^)  absolut  ^  2,  und  um- 
gekehrt; jede  solche  Zahl  ^  ist  gewiss  durch  alle  Einheiten  £, 
und  ausserdem  durch  alle  mit  ^  associirten  Zahlen  s^  theilbar. 
Nun  sind  zwei  Fälle  möglich:  wenn  die  Zahl  ^  ausser  den  eben 
genannten  Zahlen  £  und  £ft  keinen  anderen  Divisor  in  o  besitzt, 
so  heisst  ^  unzerlegbar  (in  o,  was  immer  hinzuzudenken  ist);  sie 
soll  dagegen  zerlegbar  heissen ,  wenn  sie  einen  von  den  Zahlen  £ 
und  £ft  verschiedenen  Divisor  a  besitzt.  In  dem  letzteren  Falle 
ist  <Lt  =  a/3,  und  es  leuchtet  ein,  dass  auch  ß  weder  eine  Ein- 
heit, noch  mit  ^  associirt  sein  kann,  weil  sonst  a  entweder  mit 


*)  Allgemein,  wenn  a  irgend  ein  endlicher,  von  Null  verschiedener 
Modul,  und  ae  =  a  ist,  so  ist  e  eine  in  der  Ordnung  q^  enthaltene  Ein- 
heit, und  umgekehrt  genügt  jede  solche  Einheit  e  der  Bedingung  ae  =  a. 
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/i  oder  mit  1  associirt  wäre ;  da  ferner  N(fi)  =  N{a)  N(ß)  ist, 
so  folgt,  dass  (absolut)  N(^)  >  N(a)  >  1  ist.  Zerlegt  man  nun 
a  und  ß,  falls  es  angeht,  weiter  in  solche  Factoren,  die  keine 
Einheiten  sind,  und  fährt  man  so  fort,  so  ergiebt  sich  aus  der 
angeführten  Beschaffenheit  der  Normen,  dass  diese  Zerlegung 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  ihr  Ende  finden  muss; 
während  also  in  dem  aus  alle^i  algebraischen  Zahlen  bestehenden 
Körper  eine  unbeschränkte  Zerlegbarkeit  der  ganzen  Zahlen 
stattfindet  (§.  174),  gilt  für  jeden  endlichen  Körper  Sl  der  fol- 
gende Satz: 

V.  Jede  zerlegbare  Zahl  ist  darstellbar  als  Product  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  unzerlegbaren  Factoren. 

Diese  Operation  der  Zerlegung  einer  Zahl  ^  ist  vollständig 
analog  derjenigen,  welche  wir  früher  bei  den  Körpern  R  und  J 
(§§.  8  und  159)  beschrieben  haben;  aber  in  diesen  beiden  spe- 
ciellen  Fällen  besass  das  Schlussresultat  eine  grössere  Bestimmt- 
heit als  dasjenige,  zu  welchem  wir  hier  gelangt  sind,  denn  wir 
konnten  damals  beweisen,  dass  das  System  der  unzerlegbaren 
Factoren  von  ^  ein  im  Wesentlichen  bestimmtes,  einziges  war, 
vorausgesetzt,  dass  zwei  associirte  Zahlen  als  nicht  wesentlich 
verschieden  angesehen  wurden.  Dieser  Nachweis  gründete  sich 
bei  beiden  Körpern  auf  diejenige  Eigenschaft  ihrer  unzerlegbaren 
Zahlen,  welche  wir  den  Primzahl  -  CharaMer  nennen  wollen,  die 
aber  bei  einem  beliebigen  endlichen  Körper  Sl  mit  der  Unzer- 
legbarkeit keineswegs  nothwendig  verbunden  ist.  Um  diesen 
Unterschied  kurz  bezeichnen  zu  können,  stellen  wir  der  obigen 
Eintheilung  der  Zahlen  ca  in  zerlegbare  und  unzerlegbare  Zahlen 
die  folgende  gegenüber: 

Eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ft,  welche  keine  Einheit  ist, 
soll  eine  Primzahl  (in  o)  heissen,  wenn  je  zwei  durch  ^  nicht 
theilbare  Zahlen  co  auch  ein  durch  ft  untheilbares  Product  be- 
sitzen*);  giebt  es  aber  zwei   durch  ^  nicht  theilbare  Zahlen  «, 

*)  Ist  also  aß  tbeilbar  durch  die  Primzahl  ju,  so  ist  wenigstens  einer 
der  beiden  Factoren  «,  ß  durch  ju  tbeilbar.  —  Aus  dieser  Definition  folgt 
leicht,  dass  die  kleinste,  durch  ju  theilbare  natürliche  Zahl  p  eine  Primzahl 
in  E,  und  dass  +  iV((U)  =  jyf  ist;  der  Exponent  /,  welcher  immer  >  0 
und  ^  n  ist,  kann  der  Grad  der  Primzahl  /u  genannt  werden.  Die  Um- 
kehrung dieses  Satzes  ist  im  Allgemeinen  nicht  gestattet,  doch  gilt  der 
folgende,  ebenfalls  leicht  zu  beweisende  Satz:  ist  N{/u)  eine  Primzahl  in 
li,  so  ist  /u  eine  Primzahl  (ersten  Grades)  in  i2. 
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deren  Product  durch  ^  theilbar  ist,  so  soll  ^  eine  zusammen- 
gesetzte  Zahl  heissen. 

Es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  jede  zerlegbare  Zahl  gewiss 
auch  eine  zusammengesetzte  Zahl,  also  jede  Primzahl  gewiss  eine 
unzerlegbare  Zahl  ist.  In  den  beiden  speciellen  Fällen  der  Körper 
U  und  J  decken  sich  nun  beide  Eintheilungen  vollständig,  d.  h. 
jede  unzerlegbare  Zahl  ist  auch  eine  Primzahl,  und  jede  zu- 
sammengesetzte Zahl  ist  auch  eine  zerlegbare  Zahl,  und  man 
erkennt  sofort,  dass  gerade  hierin  der  Grund  liegt,  weshalb  die 
Zerlegung  einer  Zahl  in  unzerlegbare  Factoren  eine  einzige,  völlig 
bestimmte  war  (§§.  8  und  159);  dieselbe  Bestimmtheit  der  Zer- 
legungen wird  deshalb  bei  allen  Körpern  ü  vorhanden  sein ,  bei 
welchen  die  Begrifie  der  unzerlegbaren  Zahl  und  der  Primzahl 
sich  vollständig  decken.  Sobald  aber  eine  unzerlegbare  Zahl  ft 
existirt,  welche  keine  Primzahl,  also  eine  zusammengesetzte  Zahl 
ist,  so  giebt  es  zwei  durch  ^  nicht  theilbare  Zahlen  a,  /3,  deren 
Product  y  durch  ft  theilbar,  also  von  der  Form  ^v  ist;  mag  man 
nun  die  Zahlen  oc,  /3,  v,  wenn  sie  zerlegbar  sind,  auf  irgend 
welche  Weise  in  unzerlegbare  Factoren  aufgelöst  haben,  so  ent- 
springen aus  den  Gleichungen 

y  =  a  ß  und  y  =  ^v 

swei  Zerlegungen  derselben  Zahl  y  in  unzerlegbare  Factoren,  und 
diese  beiden  Zerlegungen  sind  ivesentlich  verschieden^  weil  unter 
den  Factoren  der  durch  ^  nicht  theilbaren  Zahlen  a  und  ß  kein 
einziger  mit  ^  associirt  sein  kann. 

Auf  eine  solche  Erscheinung  ist  Kummer  bei  seinen  Unter- 
suchungen über  diejenigen  Zahlengebiete  o  gestossen,  welche  aus 
dem  Problem  der  Kreistheilung  entspringen ;  aber  durch  die  Ein- 
führung seiner  idealen  Zahlen  ist  es  ihm  gelungen,  die  hiermit 
zusammenhängenden  grossen  Schwierigkeiten  zu  überwinden. 
Diese  Schöpfung  neuer  Zahlen  beruht  auf  einem  Gedanken, 
welcher  für  unseren  obigen  Fall  sich  etwa  in  folgender  Weise 
darstellen  lässt.     Wären   die  Zahlen  a,  /3,  ft,  v,  welche  durch   die 

Gleichung 

aß  =  ^v  (12) 


'& 


mit  einander  verbunden  sind,  ganze  rationale  Zahlen  und  zwar 
ohne  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  würde  hieraus  nach  den  in 
R  herrschenden  Gesetzen  der  Theilbarkeit  eine  Zerlegung  dieser 
Zahlen  in  rationale  Factoren  folgen,  nämlich 

Dirichlet,    Zahlen theorie.  35 
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az=  cc^ac^,  ß  =  ß^ß.2,  ^  =  Wift,  V  =  ß^cc^,  (13) 

und  zwar  würde  a^  relative  Primzahl  zu  /3i ,  und  ebenso  a^  rela- 
tive Primzahl  zu  ß2  sein;  selbst  wenn  man  nun  diese  Zerlegung 
nicht  wirklich  ausgeführt  hätte,  wenn  man  also  die  vier  ganzen 
rationalen  Zahlen  «i ,  «3 )  ßi^  ß^  noch  nicht  kannte,  so  wären  die- 
selben doch  wesentlich  bestimmt,  und,  was  das  Wichtigste  ist, 
man  wäre  mit  alleiniger  Hülfe  der  gegebenen  Zahlen  oc,  /3,  fi,  v 
völlig  im  Stande  zu  entscheiden,  ob  eine  beliebige  ganze  rationale 
Zahl  cö  durch  eine  der  unbekannten  Zahlen,  z.  B.  durch  a^ ,  theü- 
bar  ist  oder  nicht;  denn  offenbar  ist  die  Congruenz 

0?  =  0  (mod.  «i)  (14) 

völlig  gleichbedeutend  mit  jeder  der  beiden  Congruenzen 

ßa  ^  0  (mod.  fi),     vcd  ^  0  (mod.  oc).  (15) 

Wir  haben  es  nun  in  Wahrheit  nicht  mit  rationalen,  sondern 
mit  Zahlen  w,  /3,  /u-,  v  zu  thun,  welche  dem  Gebiete  0  angehören, 
und  da  die  Zahl  ^  unzerlegbar,  und  keine  der  Zahlen  «,  ß  durch 
ft  theilbar  ist,  so  existirt  innerhalb  0  eine  Zerlegung  von  der 
Form  (13)  in  Wirklichkeit  nicht;  aber  obgleich  eine  Zahl  wie  a^ 
nicht  in  o  vorhanden  ist,  so  kann  man  mit  Kummer  doch  eine 
solche  Zahl  a^  als  einen  idealen  Factor  der  wirklichen  Zahl  ft  in 
die  Untersuchung  einführen;  diese  ideale  Zahl  a^  tritt  zwar  nie- 
mals isolirt  auf,  aber  in  Verbindung  mit  anderen,  ebenfalls 
idealen  Zahlen  «2,  ß-2  kann  sie  wirkliche  Zahlen  a,  ^  des  Gebietes 
0  erzeugen,  und  vor  allen  Dingen  lässt  sich  die ^Theilbarheü 
einer  beliebigen  wirklichen  Zahl  co  durch  die  ideale  Zahl  «i  mit 
voller  Klarheit,  nämlich  durch  jede  der  beiden  obigen  Con- 
gruenzen (15)  definiren. 

Eine  solche  fingirte  Zahl  a^  wird  man  eine  ideale  Primzahl 
nennen,  wenn  je  zwei  durch  a^  nicht  theilbare  Zahlen  ein  Pro- 
duct  geben,  welches  ebenfalls  durch  «i  nicht  theilbar  ist;  man 
kann  auch  Potenzen  solcher  Primzahlen  einführen  und  die  Theil- 
barkeit  einer  beliebigen  wirklichen  Zahl  0  durch  «^  so  definiren, 
dass  die  Congruenz 

ö  ^  0  (mod.  a\) 
als  gleichbedeutend  mit  jeder  der  beiden  Congruenzen 
i3^  ö  =  0  (mod.  /u-^),     1;^  w  =  0  (mod.  «') 
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angesehen  wird.  Zur  Erläuterung. möge  folgendes  einfache,  schon 
in  §§.  16,  159  erwähnte  Beispiel  dienen*). 

Der  quadratische  Körper  Sl,  welcher  aus  einer  Wurzel  0  der 
Gleichung 

02  -\-  h  =  0  (16) 

entspringt,  hat  die  Grundzahl  D=  —  20,  und  der  endhche  Modul 

0  =  [1,  ö]  (17) 

ist  (nach  §.  175)  der  Inbegriff  aller  in  Sl  enthaltenen  ganzen 
Zahlen 

a  =  X  -{-  yd,  (18) 

wo  X,  y  beliebige  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.     Da  hieraus 

N(o)  =  cjcj'  =  {x  -{-  yd)  (x  —  yd)  =  x'^  ■{-  by""  (19) 

folgt,  so  sind  die  einzigen  Einheiten  die  beiden  Zahlen  +  1. 
Nun  sind  die  vier  Zahlen 

a  =  3,  ^  =  7,  i[t=l  +  2(9,  v=l  —  2Ö  (20) 

durch  die  Gleichung  (12)  mit  einander  verbunden,  und  zwar  sind 
sie  alle  unzerlegbar;  denn  wäre  z.  B.  «==3  =«1062,  und  keine  der 
beiden  ganzen  Zahlen  Wj ,  «3  eine  Einheit,  so  würde  aus  N((x) 
=  9  =  N(a^)N{a2)  folgen,  dass  N(a^)  =  N(oc2)  =  3  sein  müsste, 
was  aber  zufolge  (19)  unmöglich  ist;  und  ebenso  würde  sich  die 
ünzerlegbarkeit  der  drei  anderen  Zahlen  /3,  fi,  v  beweisen  lassen**). 
Man  wird  daher  vier  ideale  Zahlen  a^,  oc^?  ßi^  ßi  einführen  und 
so  definiren,  dass  eine  beliebige  Zahl  o  theilbar  durch  «i,  «2,  ßi,  ß^ 
heisst,  wenn  die  entsprechende  Congruenz 

reo  ^  0  (mod.  3)  («i) 

ftto  ^  0  (mod.  3)  («2) 

ftö  =  0  (mod.  7)  (ft) 

1/0  =  0  (mod.  7)  (ft) 

erfüllt  ist.     Zufolge  (18)  und  (20)  ist  aber 

va  =  (x  4-  lOy)  -f  (2/  —  2x)d  ,2n 

^,3=(^_   lOy)   +   (2/  4-  2x)d,  ^     ^ 


*)  Dasselbe  ist  ausführlicher  behandelt  in  meiner  Abhandlung  Sur  la 
theorie  des  nombres  entiers  algebriques  §§.  7  — 12  (Paris  1877;  Abdruck  aus 
dem  Bulletin  des  Sciences  math.  et  astron.  von  Darboux  und  Hoüel,  1^^  serie, 
t.  XI,  et  2e  Serie,  t.  I). 

**)  Vergl.  §§.  71,  159. 
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und  die  vorstehenden  Congruenzen  gehen  über  in 

X  -\-    y  "^  ^  (raod.  3)  («i) 

X  —    y  ^  0  (mod.  3)  («2) 

X —3y  =  0(moä.l)  (/3,) 

X  i-^y  =  0  (mod.  7).  (1^2) 

Setzt  man  ferner  co^  =  x^  -\-  y^O^  so  wird  cog)i=  x^  +  2/2  Ö, 
wo  X2  =  xx-^  —  ^yyi-i  y-2  =  ^2/1  +  y^i^  mithin  z.  B. : 

X2  -{-  tj2  =  {^  -\-  y)  (^1  +  !/i)     (mod.  3); 

hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (oci),  dass  das  Product  o  Wi  dann 
und  nur  dann  durch  die  ideale  Zahl  «^  theilbar  ist,  wenn  mindestens 
einer  der  beiden  Factoren  0,  o^  durch  a^  theilbar  ist,  und  folg- 
lich werden  wir  «^  eine  ideale  Primzahl  nennen;  ganz  dasselbe 
gilt,  wie  man  leicht  findet,  auch  für  die  drei  anderen  idealen 
Zahlen  u^^  ßi^  ß^-  Da  ferner  die  Zahl  ^  theilbar  durch  «i,  un- 
theilbar  durch  «2,  und  ebenso  die  Zahl  v  theilbar  durch  a^^  un- 
theilbar  durch  «j  ist,  so  sind  die  beiden  idealen  Primzahlen 
«1,  «2  ^Is  verschieden  anzusehen,  und  in  demselben  Sinne  sind 
die  Zahlen  ß^ ,  ß^  von  einander  und  von  «j ,  a^  verschieden.  Nun 
geht  aus  («i)  und  («2)  hervor,  dass  eine  Zahl  o  dann  und  nur 
dann  durch  die  Zahl  a  =  3  theilbar  ist,  wenn  sie  sowohl  durch 
«1  als  auch  durch  a^  theilbar  ist ,  und  da  a^ ,  «2  für  zwei  ver- 
schiedene ideale  Primzahlen  zu  halten  sind,  so  wird  man  nach 
Analogie  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  die  Zahl,  a  =  3  als 
wesentlich  identisch  mit  dem  Producte  dieser  Zahlen  «i,  «3  ^^- 
sehen,  also  in  diesem  Sinne  a  =  a-^a^  setzen;  ebenso  würden 
sich  die  drei  anderen  Gleichungen  in  (13)  rechtfertigen  lassen, 
und  diese  Zerlegungen  der  Zahlen  a,  /3,  fi,  v  in  ideale  Factoren 
%?  ^21  fti  ß^  würden  in  (12)  eine  schöne  Bestätigung  finden. 

Durch  die  Einführung  dieser  und  unendlich  vieler  anderen 
idealen  Primzahlen,  sowie  ihrer  Potenzen,  gewinnt  nun  die  Theorie 
dieses  Zahlengebietes  0  eine  bewunderungswürdige  Einfachheit; 
in  der  That  gelangt  man  auf  diese  Weise  zu  dem  überraschenden 
Resultate,  dass  die  in  der  Theorie  der  rationalen  (ebenso  der 
complexen)  Zahlen  herrschenden  allgemeinen  Gesetze  der  Theil- 
barkeit,  welche  in  unserem  Gebiete  o  ihre  Geltung  zu  verlieren 
drohten,  nun  vollständig  wieder  hergestellt  werden;  jede  Zahl  a 
des  Gebietes  0  kann  wie  ein  Product  von  völlig  bestimmten  Po- 
tenzen von  wirklichen  oder  idealen  Primzahlen  angesehen  werden, 
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und  sie  geht  dann  und  nur  dann  in  einer  zweiten  Zahl  auf,  wenn 
diese  durch  jede  solche  Potenz  theilbar  ist. 

Mit  diesem  Versuche,  den  Grundgedanken  der  Kummer'schen 
Schöpfung  zu  erläutern,  müssen  wir  uns  hier  begnügen;  es  würde 
sich  nämlich  selbst  bei  dem  einfachen,  hier  gewählten  Beispiele 
bald  zeigen,  dass  eine  völlig  klare  und  strenge  Durchführung 
dieser  Untersuchung  einige  Schwierigkeiten  darbietet,  die  zwar 
nicht  erheblich  sind,  deren  Beseitigung  aber  doch  etwas  um- 
ständlich ist.  In  bei  weitem  höheren  Maasse  treten  solche 
Schwierigkeiten  auf,  wenn  man  zu  Körpern  höheren  Grades  über- 
gehen oder  gar,  was  unsere  eigentliche  Aufgabe  ist,  die  allge- 
meinen Gesetze  der  Theilbarkeit  ergründen  will,  welche  für  jeden 
endlichen  Körper  Sl  gelten.  Wegen  dieser  Schwierigkeiten,  deren 
genauere  Erörterung  uns  hier  zu  weit  führen  würde*),  verzichten 
wir  im  Folgenden  gänzlich  auf  die  Einführung  idealer  Zahlen 
und  gründen  unsere  Theorie  auf  einen  anderen  Begriff,  den  Be- 
griö'  des  Ideals,  worunter  immer  ein  mit  gewissen  charakteristi- 
schen Eigenschaften  begabtes  System  von  unendlich  vielen  wirk- 
lichen Zahlen  verstanden  werden  soll. 

Es  wird  gut  sein,  diesen  Begriff  an  unserem  obigen  Beispiele 
zu  erläutern.  Die  erforderliche  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  eine  ganze  Zahl  co  =  x  -\-  yO  durch  die  ideale  Prim- 
zahl «1  theilbar  ist,  besteht  nach  (a^)  darin,  dass  x^  2y  (mod.  3), 
also  X  =  3  ^  -\-  2y  ist,  wo  ^  eine  beliebige  ganze  rationale  Zahl 
bedeutet;  jede  solche  Zahl  o  ist  also  von  der  Form  S  ^  -\-  (2  -{-  6) y. 
Bezeichnet  man  daher  mit  Oj  den  Inbegriff  aller  durch  a^  theil- 
baren  Zahlen  cj,  so  ist 

a,  =  [3,  2  +  ei  (22) 

und  ebenso  findet  man,  dass  die  Inbegriffe  aller  durch  «2,  ft,  /Jg 
theilbaren  Zahlen  resp.  die  Moduln 

a,  =  [3,  1  +  ei  bi  =  [7,  3  -f  ei  h,  =  [7,  4  +  6]         (22) 
sind.     Bilden  wir  nun  auch  die  Inbegriffe 

oa  =  [3,  30],     0/3  =  [7,  70], 

0^  =  [1+20,  —  lO  +  ö],  Dv  =  [1-2  0,  10-f  0]  '^  ^ 
der  durch  a,  /3,  |Lt,  v  theilbaren  Zahlen,  von  denen  die  letzteren 
in  (21)  dargestellt  sind,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  diese  acht 
Moduln  durch  die  Gleichungen 


*)  Vergl.  die  Einleitung  der  Schrift  Sur  la  theorie  des  nombres  entiers 
algebriques. 
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0  a  =  Qj  Qa ,  0  /3  =  bi  B2 ,  0  fi  =  ai  62 ,  o  v  =  bj  Qg         (24) 

mit  einander  verbunden  sind.  Zunächst  freilich  erscheinen  die 
rechts  befindlichen  Producte  von  je  zwei  zweigliedrigen  Moduln 
als  die  viergliedrigen  Moduln 

aiQg  =  [9,  3  +  3Ö,  6  -f-  3Ö,  —  3  4-  3Ö] 
h,  h.2  =  [49,  21  +  7  6,  28  +  7  Ö,  7  +  7  6] 
Qi  h,  =  [21,  12  +  3  <9,  14  +  7Ö,  3  +  6Ö] 
Bi  a.2  =  [21^  7  -I-  7Ö,  9  -f  3  ö,  -  2  +  4  ö], 
aber  diese  und  auch  die  Moduln  o/it,  ov  lassen  sich  nach  der  in 
§.  172   angegebenen   Methode   auf  zweigliedrige  Moduln   von  der 
Form    [a,  b  -\-  cd]   reduciren,  wo  a,  &,  c  ganze   rationale  Zahlen 
bedeuten ;  diese  Reduction  ist  in  den  dortigen  Beispielen,  wo  man 
nur   «1  =  1,  «2  =  ö   zu  setzen  braucht,  schon   ausgeführt  und 
ergiebt  als  Resultat  die  Gleichungen  (24).     Offenbar  bilden  nun 
diese  Zerlegungen  (24),  in   welchen   nur  von   wirklich   in  o  ent- 
haltenen Zahlen  die  Rede  ist,  einen  vollständigen  Ersatz   für  die 
Zerlegungen  (13),  die  innerhalb  dieses  Gebietes  0  schlechterdings 
unausführbar  sind. 

§.  177. 

Das  soeben  behandelte  Beispiel  lässt  vermuthen,  dass  die 
eigenthümlichen  Lücken,  die  bei  der  Untersuchung  über  die 
Theilbarkeit  der  Zahlen  (o  innerhalb  eines  Gebietes  0  auftreten 
und  eine  gewisse  Unvollständigkeit  desselben  erkennen  lassen, 
dadurch  ausgefüllt  werden  können,  dass  man  statt  der  einzelnen 
Zahlen  co  in  o  ganze  Systeme  solcher  Zahlen  einführt.  Am 
nächsten  liegt,  w^enn  fi  eine  bestimmte,  von  Null  verschiedene 
Zahl  in  0  bedeutet,  die  Betrachtung  des  schon  im  vorigen  Para- 
graphen besprochenen  Systems  m  =  Oft  aller  durch  ^  theilbaren 
Zahlen  co^.  Wir  heben  die  dort  erwähnten  Elementarsätze  der 
Theilbarkeit  nochmals  als  Eigenschaften  eines  jeden  solchen 
Systems  m  in  folgender  Weise  hervor: 

I.  Das  System  m  besteht  aus  lauter  ganzen  Zahlen  des  Kör- 
pers  Slj  und  diese  Zahlen  reproduciren  sich  durch  Addition  und 
Subtraction^  d.  h.  m  ist  ein  durch  0  theilbarer^  also  ganzer  Modul. 

II.  Ist  X  eine  in  tn  enthaltene  Zahl^  so  ist  jede  durch  k  theil- 
bare  Zahl  oX  des  Körpers  Sl  ebenfalls  in  m  enthalten^  d.  h.  das 
Froduct  om  ist  theilbar  durch  m. 
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Dieselben  beiden  Eigenschaften  kommen  aber  nicht  bloss 
solchen  Systemen  m  zu,  welche  von  der  Form  Ofi  sind,  sondern 
z.  B.  auch  dem  System  m  aller  in  o  enthaltenen  Wurzeln  co  einer 
Congruenz  von  der  Form  vo  ^  0  (mod.  a),  wo  v  und  a  be- 
stimmte Zahlen  in  ö  bedeuten,  und  in  dem  eben  behandelten 
Beispiel  hat  sich  gezeigt,  dass  es  solche  Systeme  nt  giebt,  welche 
schlechterdings  nicht  von  der  Form  o^  sind,  die  aber  doch  einen 
wesentlichen  Dienst  leisten,  indem  sie  bei  den  Untersuchungen 
über  die  Theilbarkeit  einen  gewissen  Ersatz  für  die  fehlende 
(ideale)  Zahl  fi  liefern.  Diese  Erscheinung  veranlasst  uns,  von 
der  Existenz  einer  Zahl  fi,  durch  welche  ein  solches  System  m 
erzeugt  werden  könnte,  ganz  abzusehen  und  lediglich  an  den 
Eigenschaften  I  und  II  festzuhalten,  welche  an  sich  einen  voll- 
kommen klaren  und  bestimmten,  von  der  Existenz  einer  er- 
zeugenden Zahl  fi  unabhängigen  Sinn  haben.  Jedes  System  m, 
welches  diese  beiden  Eigenschaften  besitzt,  wollen  wir  (wegen  der 
im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Beziehung  zu  Kummers 
idealen  Zahlen)  ein  Ideal  des  Körpers  Sl  oder  des  Gebietes  ^ 
nennen;  ist  aber  m  =  Ofi-,  giebt  es  also  eine  Zahl  ^^  durch 
welche  das  Ideal  m  in  der  angegebenen  Weise  erzeugt  wird,  so 
soll  m  ein  Hauptideal  genannt  werden,  weil  solche  Ideale  unter 
den  übrigen  eine  ähnliche  oder  vielmehr  dieselbe  Stellung  ein- 
nehmen, welche  z.  B.  in  der  Theorie  der  binären  quadratischen 
Formen  den  der  Hauptclasse  angehörigen  Formen  unter  den 
übrigen  zukommt. 

Zufolge  dieser  Definition  würde  die  Zahl  Null  für  sich  allein 
ein  Ideal  bilden,  und  manche  der  im  Folgenden  zu  entwickelnden 
Sätze  würden  ihre  Gültigkeit  auch  für  diesen  besonderen  Fall 
nicht  verlieren;  da  es  aber  für  die  Ausdrucksweise  lästig  sein 
würde,  die  etwaigen  Ausnahmen  immer  anzugeben,  so  wollen  wir 
diesen  Fall  lieber  gänzlich  ausschliessen.  Die  vollständige  De- 
finition lautet  daher: 

III.  Ein  Modul  m  heisst  ein  Ideal  (in  o),  ivenn  er  von  Null 
verschieden  ist  und  den  beiden  Bedingungen  m  >  o,  om  >  m 
genügt. 

Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  aus  dieser  Erklärung 
alle  Eigenschaften  der  in  o  enthaltenen  Ideale  und  alle  ihre 
Beziehungen  zu  einander  abzuleiten.  In  dieser  Theorie  der  Ideale 
sind  (nach  §.  176,  III)  jedenfalls  die  Gesetze  der  Theilbarkeit  der 
Zahlen  innerhalb  o  vollständig  enthalten ;  aber  es  wird  sich  auch 
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umgekehrt  zeigen,  dass  diese  Theilbarkeitsgesetze  nur  durch 
Zuziehung  aller  Ideale  gewonnen  werden  können.  Da  jedes  Ideal 
ein  Modul  ist,  so  benutzen  wir  hierbei  alle  Begriffe  und  Sätze 
der  allgemeinen  Theorie  der  Moduln  (§§.  168 — 172);  die  Theorie 
der  Ideale  m  wird  aber  in  Folge  der  zweiten  Eigenschaft,  nach 
welcher  om  >  m  ist,  eine  bei  Weitem  bestimmtere  Gestalt  erhalten. 
Wir  bemerken  zunächst,  dass  jedes  Ideal  m  zufolge  der 
ersten  Eigenschaft  m  >  o  ein  endlicher  Modul  ist  (§.  172,  V), 
und  da  es  zufolge  der  zweiten  Eigenschaft  om  >  m  offenbar  n 
von  einander  unabhängige  Zahlen  enthält,  so  ist  jedes  Ideal  m 
ein  Modul  von  der  Form  (8)  in  §.  175.  Sodann  leuchtet  ein, 
dass  diese  zweite  Eigenschaft,  weil  §  >  o,  also  m  >  om  ist,  sich 
in  der  schärferen  Form 

om  =  m  (1) 

darstellen  lässt,  und  hierin  liegt,  weil  o  offenbar  selbst  ein  Ideal 
ist,  ein  erster  Satz  über  die  Multiplication  der  Ideale,  mit  welcher 
wir  uns  sogleich  näher  zu  beschäftigen  haben.  Schon  hieraus 
erkennt  man,  dass  dieses  in  allen  Idealen  aufgehende  Ideal  o 
hier  dieselbe  Stellung  einnimmt,  wie  die  Zahl  1  in  der  rationalen 
Zahlentheorie.  Wir  können  hinzufügen,  dass  o  ein  Hauptideal 
ist;  denn  wenn  £  =  1  oder  irgend  eine  andere  Einheit  ist,  so 
ist  0£  =  0  (§.  176,  (10)).  Ferner  leuchtet  ein,  dass  ein  Haupt- 
ideal Oft  stets  und  nur  dann  durch  ein  Ideal  m  theilbar  ist, 
wenn  die  Zahl  ft  in  m  enthalten  ist,  weil  o  m  >  m,  und  ft  in  Oft 
enthalten  ist.  Aus  diesem  Grunde  wollen  wir  von  jeder  in  m 
enthaltenen  Zahl  ^  (selbst  von  der  Zahl  Null)  auch  sagen,  sie 
sei  theilbar  durch  m,  oder  m  gehe  in  ^  auf,  oder  m  sei  ein 
Theiler  von  ^.  Offenbar  ist  o  das  einzige  Ideal,  das  in  einer 
Einheit  s  aufgeht,  weil  0£  =  o  ist.  Ebenso  soll  ein  Ideal  m 
theilbar  durch  die  Zahl  a  heissen,  wenn  m  >  oa,  also  jede  in  m 
enthaltene  Zahl  ^  durch  «  theilbar  ist;  setzt  man  ^  =  aß,  so 
erkennt  man  leicht,  dass  die  Quotienten  /3,  welche  allen  Zahlen 
/Lt  entsprechen,  ein  Ideal  b  =  ma-^  bilden,  mithin  m  =  ah  ist 
(vergl.  den  unten  folgenden  Satz  VII).  Nach  diesen  vorläufigen 
Bemerkungen  wenden  wir  uns  zu  den  folgenden  Hauptsätzen 
über  die  Multiplication  der  Ideale. 

IV.    Das  Product  von   zwei  Idealen  a,  b  ist  ein  Ideal  und 
zwar  ein  gemeinsames  Vielfaches  von  a,  b,  mithin 

ah>  a  —  h.  (2) 
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Denn  weil  a  und  b  von  Null  verschieden  sind,  so  gilt  das- 
selbe von  ab;  aus  oa  =  a  folgt  ferner  o(ab)  ==  (o a)b  =  ab;  da 
endlich  a  und  b  durch  o  theilbar  sind,  so  ist  ah  (nach  §.  170,  l) 
theilbar  durch  ob  und  ao,  d.  h.  durch  b  und  a,  also  auch  durch 
0,  w.  z.  b.  w. 

V.  Jedes  Ideal  m  ist  ein  eigentlicher  Module  dessen  Ordnung 

•=  ü,  mithin 

m  nt-i  ^  0.  (3) 

Denn  m  ist  ein  endlicher,  von  Null  verschiedener  Modul,  der 
aus  lauter  algebraischen  Zahlen  besteht ;  mithin  lässt  sich  m  (nach 
§.  173,  VI)  durch  Multiplication  mit  einem  Modul  tt,  dessen  Zahlen 
im  Körper  ^  enthalten  sind,  in  einen  Modul  mn  verwandeln,  welcher 
<  5  ist  und  aus  lauter  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl  besteht, 
also  >  0  ist ;  da  nun  o  j  r=  o  o  =  o,  und  o  (m  n)  =  (o  tn)  n  =  m  n 
ist,  so  folgt  aus  5  >  mn  >  0  durch  Multiplication  mit  o,  dass 
mn  =  0  ist,  woraus  alles  Uebrige  sich  leicht  ergiebt.  Denn 
wenn  man  mit  der  Ordnung  m^  multiplicirt  und  berücksichtigt, 
dass  stets  mm^  =  m  ist  (§.  170,  (23)),  so  erhält  man  zunächst 
Qxa^  =  0,  also  m*^  >  o,  und  da  andererseits  aus  om  >  m  auch 
0  >  m^  folgt,  so  ist  mo  =r  0  *).  Jedes  Ideal  m  ist  also  ein  Factor 
seiner  Ordnung  o  =:  mn,  und  hieraus  folgt  (nach  §.  170,  V),  dass 
m  ein  eigentlicher  Modul,  dass  m""^  =  on,  und  mm-^  r=  o  ist,  w. 
z.  b.  w. 

VI.  Sind  a,  b,  b'  Ideale^  und  ist  ab  >  ab',  so  ist  b  >  h'; 
aus  ah  =  ah'  folgt  h  =  b',  und  wenn  a  >  ah,  so  ist  h  ^=  o. 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Multiplication  mit  a~^ 
mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (1). 

VII.  Ist  das  Ideal  m  theilbar  durch  das  Ideal  a,  so  gieht  es 
ein  (und  nur  ein)  Ideal  b,  welches  der  Bedingung  ab  =  m  genügt^ 
und  zwar  ist  b  =  m  :  a  =  m  a~  ^. 

Denn  der  Modul  b  =  ma-^  welcher  (nach  §.  170,  VII)  auch 
=  m  :  a  ist,  erfüllt  zufolge  (3)  und  (1)  die  Forderung  ab  =  m 
und  ist  daher  auch  von  Null  verschieden;  aus  m  >  a  folgt  durch 
Multiplication  mit  a~\  dass  b  >  o  ist,  und  da  ob  =(om)a~^ 
=r  m  a-^  =  b  ist,  so  ist  b  ein  Ideal,  w.  z.  b.  w. 


*)  Dies  würde  sich  auch  ohne  Zuziehung  des  Satzes  VI  in  §.  173  leicht 
beweisen  lassen. 
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Durch  diesen  Satz,  welcher  als  eine  Umkehrung  des  Satzes 
IV  angesehen  werden  kann,  ist  der  wichtige  Zusammenhang 
zwischen  den  Begriffen  der  Theilbarlceit  der  Ideale  und  ihrer 
Multiplication  aufgedeckt*).  Der  Kürze  halber  wollen  wir  in  der 
Folge  unter  einem  Factor  eines  Ideals  m  ausschliesslich  jeden 
Theiler  a  von  m  verstehen,  der  selbst  ein  Ideal  ist.  Dann  besteht 
folgender  Satz: 

VIII.  Die  Anzahl  der  Factoren  eines  Ideals  ist  endlich. 
Denn  wählt  man  aus  dem  Ideal  m  nach  Belieben  eine  von 

Null  verschiedene  Zahl  ^,  so  ist  (nach  §.  176,  II)  die  Classen- 
anzahl  (o,  o^)  =  ±  N(^)  >  0,  und  folglich  giebt  es  (nach  §.  171, 
II)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Moduln,  welche  >  ü  und 
zugleich  <  0^  sind;  da  aber  o^  >  m,  so  ist  jeder  Factor  von  m 
ein  solcher  Modul,  und  folglich  ist  auch  die  Anzahl  dieser  Fac- 
toren endlich,  w.  z.  b.  w. 

IX.  Jedes  Ideal  m  Tcann  durch  Midtiplication  mit  einem  Ideal 
n  in  ein  Hauptidedl  D|Lt  =  mn  verwandelt  werden"^"^). 

Denn  wenn  ^  wieder  irgend  eine  von  Null  verschiedene 
Zahl  in  m  bedeutet,  so  ist  Oft  >  m,  woraus  der  Satz  (nach  VII) 
folgt.  Da  ferner  N{^)  (nach  §.  176,  IV)  durch  ^,  also  auch 
durch  m  theilbar  und  von  Null  verschieden  ist,  so  ergiebt  sich 
(aus  §.  172,  I)  noch  der  folgende  Satz: 

X.  In  jedem  Ideal  m  giebt  es  unendlich  viele  rationale  Zahlen, 
deren  Inbegriff 

m  —  5  =  [m] 

ist^  wo  w  =  (5,  m)  die  Ideinste  durch  m  theilbare  natürliche  Zahl 
bedeutet. 

§.  178. 

Der  grösste  gemeinsame  Theiler  a  -f-  ^  und  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  a  —  b  von  zwei  Idealen  a,  b  sind  ebenfalls 

*)  Hierin  bestand  die  grösste  Schwierigkeit,  welche  bei  der  ersten  Be- 
gründung der  Ideal-Theorie  zu  überwinden  war.  Um  dieselbe  zu  würdigen, 
vergleiche  man  die  zweite  und  dritte  Auflage  dieses  Werkes  und  §.  23 
meiner  Schrift  Siir  la  theorie  des  nombres  entiers  algebriqiies  (Paris  1877) ; 
denn  wenn  jetzt  durch  Zuziehung  des  Satzes  VI  in  §.  173  dieser  Cardinal- 
punct  schon  im  Anfange  der  Theorie  gewonnen  wird,  so  lassen  die  früheren 
Darstellungen  das  Wesen  desselben  deutlicher  erkennen ,  was  für  gewisse 
Verallgemeinerungen  der  Ideal-Theorie  sehr  wichtig  ist. 

**)  Vergl.  §.  178,  XI. 
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Ideale.  Denn  jedenfalls  sind  die  Moduln  a  -|-  b  und  a  —  B  theil- 
bar  durch  o,  weil  dasselbe  von  a  und  b  gilt;  da  nun  a  —  b 
theilbar  ist  durch  a  und  b,  so  ist  o  (a  —  b)  theilbar  durch  o  a  und 
ob,  d.  h.  durch  a  und  b,  also  auch  durch  a  —  b;  und  da  das  von 
Null  verschiedene  Product  ab  (nach  §.  177,  IV)  durch  a  —  b 
theilbar  ist,  so  ist  a  —  b  auch  von  Null  verschieden  und  folglich 
ein  Ideal.  Da  ferner  o(a-fb)  =  oa-|-Db  =  a-}-b,  und  a  -|-  b 
als  Theiler  des  Ideals  a  oder  b  gewiss  von  Null  verschieden  ist, 
so  ist  a  -|-  b  ein  Ideal.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  dem  gemein- 
samen grössten  Theiler  und  kleinsten  Vielfachen  von  beliebig 
vielen  Idealen,  und  es  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze: 

I.     Sind  a,  b,  c  .  .  .  heliehige  Ideale^  so  ist  deren  hleinstes  ge- 
meinsames  Vielfaches 

a  —  b  —  c  —  •  •  •  =  aai  =  bbi  =  cq  =r  . . .,  (1) 

wo  Gl ,  bi ,  Ci  . . .  Ideale  bedeuten^  deren  grösster  gemeinsamer  Theiler 

ai  -f  bi  4-  q  +  .  ■  .  =  D  (2) 

ist. 

Denn  wenn  man   der  Kürze  wegen  m  =  a  —  b  —  c  —  ••• 

und  n  =  Qi  -[-  bi  -|-  Cj  -f  •  •  •  setzt,  so  ist  das  Ideal  m  theilbar 

durch  a,  b,  c  .  .  .,  und  folglich   genügen   (nach   §.  177,   VII)  die 

Ideale  aj  =  ma-i,  bi  =  mb-^  q  =  mc-^  ...  den  Bedingungen 

(1);  da   sie   ferner   alle  durch  das  Ideal  n  theilbar  sind,  so  sind 

auch   die   Producte   aitt""^,  biU—^,  qu"^  .  .  .  Ideale,  und  hieraus 

folgt  nach  (1),  dass  mn~^  (zufolge  §.  177,  IV)  durch  a,  b,  c  .  .  . 

theilbar,   also   mn-i>m,  m  >  mn,   mithin   (nach   §.   177,   VI) 

n  =  0  ist,  w.  z.  b.  w. 

Aus  dem  Beweise  folgt,  dass  der  in  (2)  enthaltene  Satz  auch 

in  der  Form 

(a  —  b  —  c )-i  =  a-i  +  b-i  +  c-i  +  .  .  .        (3) 

dargestellt  werden   kann;   er  bildet  das  dualistische  Gegenstück 

zu  dem  Satze 

(a  -f  b  +  c  H )-i  =  a-i  —  b-^  —  c-^ ,       (4) 

welcher  eine  unmittelbare  Folge  des  zweiten  Modulsatzes  (18j  in 

§.  170  ist. 

IL     Zu  je  zwei  Idealen  a,  b  gehören  zivei  Ideale  a',  b',  tvelche 

den  Bedingungen 

a  —  h  =  ah'  =  ha'  (5) 

a'  +  b'  ==  ü  '     (6) 

a  =  (a  ^  b)a',  b  =  (a  -(-  h)h'  (7) 
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genügen;  zugleich  ist 

(a  ^h)(a  —  h)  =  ah.  (8) 

Die  Gleichungen  (5),  (6)  folgen  als  specieller  Fall  aus  (1), 
(2);  multiplicirt  man  (6)  mit  a  oder  mit  b,  so  folgt  (7)  aus  (5), 
und  wenn  man  (5)  mit  a  -\-  h  multiplicirt,  so  folgt  (8)  aus  (7), 
w.  z.  b.  w. 

Ersetzt  man  a  und  b  in  (8)  durch  ac  und  bc,  wo  c  ein  be- 
liebiges Ideal  bedeutet,  und  dividirt  durch 

ac  -h  bc  =  (a  +  b)c,  (9) 

so  folgt  aus  (8)  auch  der  Satz*) 

a  c  —  b  c  =  (a  —  b)  c ;  (10) 

derselbe  ergiebt  sich  auch  aus  (5),  wenn  man  bedenkt,  dass 
zufolge  (7)  und  (9)  die  Ideale  a',  b'  ungeändert  bleiben,  wenn 
man  a,  b  durch  ac,  bc  ersetzt. 

Zwei  Ideale  a,  b  heissen  relative  Frimideale^  wenn  ihr  grösster 
gemeinsamer  Theiler  a  -|-  ^  =  o  ist.  In  diesem  Falle  sind  die 
eben  mit  a',  b'  bezeichneten  Ideale  (welche  zufolge  (6)  immer 
relative  Primideale  sind)  identisch  mit  a,h,  und  zufolge  (8)  oder 
(5)  ist  das  Meinste  gemeinsame  Vielfache  zweier  relativen  Prim- 
ideale zugleich  ihr  Product;  umgekehrt  folgt  aus  a  —  h  =  ah^ 
dass  a  -j-  b  =  0,  dass  also  a,  b  relative  Primideale  sind.  Offen- 
bar ist  0  relatives  Primideal  zu  jedem  Ideal,  also  auch  zu  sich 
selbst,  und  kein  anderes  Ideal  hat  diese  Eigenschaft.  Die 
zunächst  folgenden  Sätze  stimmen  vollständig  mit  denen  der 
rationalen  Zahlentheorie  überein  (§.  5),  wobei  wir  ein-  für  allemal 
bemerken,  dass  mehr  als  zwei  Ideale  dann  und  nur  dann  relative 
Primideale  heissen  sollen,  wenn  jedes  von  ihnen  relatives  Prim- 
ideal zu  jedem  der  übrigen  ist. 

III.  Sind  a,  b  relative  Primideale,  und  ist  c  ein  beliebiges  Ideal, 
$0  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Ideale  a,  bc 
zugleich  derjenige  der  beiden  Ideale  a,  c,  also  a-f-bc  =  a-l-c. 

Denn  durch  Multiplication  von  a  -1-  b  =  o  mit  c  folgt  zu- 
nächst ac  -f  bc  =  c;  addirt  man  a  und  bedenkt,  dass  ac  >  a, 
also  ac  -[-  0  =  a  ist,  so  folgt  a  -|-  bc  =  a  -f  c,  w.  z.  b.  w. 


*)  Vergl.  die  Sätze  (8),  (9)  in  §.  170.  —  Wir  bemerken  noch,  dass  die 
in  der  Anmerkung  zu  §.  171  auf  S.  510  erwähnte  Gruppe  von  28  Moduln, 
welche  aus  drei  beliebigen  Moduhi  q,  B,  c  entspringt,  auf  eine  Gruppe  von 
18  Moduln  einschrumpft,  falls  o,  b,  c  Ideale  sind,  weil  gleichzeitig  die 
dortige  Classenanzahl  d  =  1  wird. 
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IV.  Ist  a  relatives  Frimkleal  su  jedem  der  beiden  Ideale  b,  c, 
so  ist  a  auch  relatives  Primideal  zu  deren  Producte  bc. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  weil 
a  4-  c  =  0  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  ergiebt  sich  (wie 
in  §.  5)  der  Satz: 

V.  Ist  jedes  der  Ideale  a,  Qj,  02,  a^  ...  relatives  Primideal 
zu  jedem  der  Ideale  b ,  bi ,  b2 . . . ,  so  sind  auch  die  beiden  Producte 
aOi  a2  o^j .  .  .  und  b bi  bg  .  . .. ,  und  ebenso  auch  irgend  zivei  Potenzen 
a'',  b*  relative  Primideale, 

VI.  Sind  a,  b  relative  Primideale ^  und 'ist  bc  >  a,  so  ist 
auch  c  >  a. 

Dies  folgt  ebenfalls  aus  III,  weil  a  -f  bc  =  a  ist. 

VII.  Sind  a,  b  relative  Primideal e^  so  ist  jeder  Factor  a'  von 
a  relatives  Primideal  zu  jedem  Factor  b'  von  b. 

Denn  aus  a  >  a'  >  o  und  b  >  b'  >  o  folgt  a  -f-  b  >  a'  -f  b'  >  o, 
und  da  a  -|-  b  =  0  ist,  so  ist  auch  a'  -j-  b'  =  o,  w.  z.  b.  w. 

VIII.  Sind  a,  b,  c  .  .  .  relative  Primideale^  so  ist  ihr  kleinstes 
gemeinsames  Vielfaches  zugleich  ihr  Producta  also 

a  —  b  —  c  —  •  •  •  =  abc  .  .  .  (11) 

Für  zwei  relative  Primideale  a,  b  ist  dieser  Satz  schon  oben 

aus  II.  abgeleitet.     Nehmen  wir  an,   er  sei  für  r  relative  Prim- 

ideale  b,  c  .  .  .  bewiesen,  und  .a  sei  relatives  Primideal  zu  jedem 

von  ihnen,  also  auch  zu  ihrem  Producte  Qi  =bc---=:b  —  c y 

so  ist   das  kleinste   gemeinsame    Vielfache   aller   (r  -|-  1)  Ideale 
=  a  —  Qi  =  aQi,  mithin  gilt  der  Satz  allgemein,  w.  z.  b.  w. 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  im  Satze  I  auftretenden 
(r  -|-  1)  Ideale  Qj,  bi ,  Ci  .  .  .  in  unserem  Falle  die  aus  je  r  von 
den  Idealen  a,  b,  c  .  .  .  gebildeten  Producte  sind.  —  Aus  den 
vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  nun  der  folgende  wichtige 
Existenzsatz  *) : 


*)  Auf  den  ersten  Blick  könnte  es  scheinen ,  als  müsste  derselbe  auch 
für  beliebige  Moduln  gelten.  Dies  ist  wirklich  noch  wahr,  wenn  nur  zwei 
Moduln  q,  Cg  vorliegen;  denn  wählt  man  aus  a  zwei  Zahlen  «3,  «25  "^on. 
denen  die  erste  nicht  in  q,  die  zweite  nicht  in  C2  enthalten  ist,  so  hat 
mindestens  eine  der  drei  Zahlen  «j,  «2,  «i-|-«2  offenbar  die  geforderte 
Eigenschaft.  Dass  aber  schon  für  drei  Moduln  c^,  Cg ,  Cg  der  Satz  nicht 
allgemein  gilt,  ergiebt  sich  leicht  aus  der  Betrachtung  des  Beispiels 

a  =  [1,  w],   q  =  [2,  oi],  C2  =  [1,  2w],   Cg  =  [2,  1  -f-  w], 
wo  w  irgend  eine  irrationale  Zahl  bedeutet  (vergl.  §.  171,  IV).  .  . 
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IX.  Ist  das  Ideal  a  durch  heins  der  Ideale  Cj,  C2  .  .  .  theilbar^ 
so  gieht  es  in  a  auch  eine  Zahl  a,  welche  in  keinem  der  Ideale  c 
enthalten  ist. 

Wenn  nur  ein  einziges  Ideal  c  vorliegt  (oder  wenn  a  ein 
Hauptideal  ist),  so  versteht  sich  der  Satz  von  selbst.  Wir  nehmen 
an,  er  sei  schon  für  alle  Fälle  bewiesen,  wo  die  Anzahl  der 
Ideale  c  kleiner  als  r  ist,  und  zeigen,  dass  er  dann  auch  für  r 
Ideale  q,  C2  .  .  .  c^,  mithin  allgemein  gilt.  Jedem  dieser  Ideale 
Cs  entspricht  ein  Ideal  b«,  welches  der  Bedingung  ab«  =  a  —  c« 
genügt  und  folglich  von  0  verschieden  ist;  das  Ideal  a  ist  durch 
keins  der  r  Producte  ahs  theilbar,  und  es  genügt,  die  Existenz 
einer  in  a  enthaltenen  Zahl  w  nachzuweisen,  welche  durch  keins 
dieser  Producte  und  folglich  auch  durch  keins  der  Ideale  Cg 
theilbar  ist.  Giebt  es  nun  unter  den  r  Idealen  b^  ein  Paar,  z.  B, 
bi  und  bg,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  von  0  ver- 
schieden ist,  so  ist  a  auch  nicht  theilbar  durch  a(bi  -|-  bg),  und 
folglich  giebt  es  (nach  unserer  Annahme)  in  a  eine  Zahl  «, 
welche  durch  keins  der  (r  —  1)  Ideale  o(bi  -|-  ^2)1  öbs  .  .  .  ab^ 
theilbar  ist,  mithin  die  geforderte  Eigenschaft  besitzt,  weil  abi 
und  ab2  durch  a(bi  -f-  ^2)  theilbar  sind.  Es  bleibt  daher  nur 
noch  der  Fall  übrig,  wo  die  r  Ideale  b«  relative  Primideale  sind. 
Dann  ist  jedes  dieser  Ideale  hs  relatives  Primideal  zu  dem  aus 
allen  übrigen  gebildeten  Producte  b^,  und  da  b«  von  o  verschieden 
ist,  so  ist  bi  nicht  theilbar  durch  b«,  also  ah's  auch  nicht  theilbar 
durch  ahs,  und  es  giebt  folglich  in  ab's  eine  Zahl  a^,  welche  nicht 
durch  ahs  theilbar  ist.  Setzt  man  nun  a  =: «i -|- ^2  4-  •••  +  «n 
so  ist  die  Zahl  a  wie  jede  der  r  Zahlen  Kg  in  a  enthalten,  aber 
sie  kann  durch  keins  der  r  Producte  ahs  theilbar  sein;  denn  weil 
die  Ideale  b2,  bs  ...  bj.  alle  durch  bj,  also  die  Zahlen  «2,  «^  ...  «^ 
alle  durch  a  bi  theilbar  sind,  während  das  Gegentheil  für  «i  gilt, 
so  kann  auch  a  nicht  durch  abi,  und  ebenso  wenig  kann  a  durch 
eins  der  übrigen  Producte  ahs  theilbar  sein.  Mithin  hat  die 
Zahl  a  die  geforderte  Eigenschaft,  w.  z.  b.  w. 

X.  Sind  a,  b  irgend  zwei  Ideale^  so  kann  man  eine  von  Null 
verschiedene  Zahl  a  immer  so  tvählen^  dass  ab  -|-  oa  =  a,  also 
ob  —  006  =  b 06  wird. 

Denn  w^enn  b  =  0  ist,  so  genügt  offenbar  jede  Zahl  a  des 
Ideals  a  dieser  Forderung.  Ist  aber  b  von  0  verschieden,  und 
bezeichnet  man  mit  c  alle  Ideale,  welche  <  ab  und  zugleich  >  a. 


s 
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aber  verschieden  von  a  sind,  so  giebt  es,  weil  deren  Anzahl 
(nach  §.  177,  VIII)  endlich  ist,  in  a  eine  Zahl  a,  welche  durch 
keins  der  Ideale  c  theilbar  ist;  mithin  ist  auch  das  Ideal  ab  -j-  oa 
verschieden  von  allen  c,  und  da  es  ebenfalls  <  ab  und  >  a  ist, 
so  muss  ah  -{-  o«  =  a,  und  nach  (8)  zugleich  ah  —  Da  =  ba 
sein,  w.  z.  b.  w. 

XI.  Sind  a,  b  Ideale^  so  lässt  sich  a  in  ein  Hauptideal  o« 
verwandeln  durch  MuUiplication  mit  einem  Ideal  m,  ivelches  rela- 
tives Frimideal  zu  b  ist. 

Denn  setzt  man  in  dem  vorigen  Satze  das  durch  a  theilbare 
Hauptideal  d  a  =  a  m ,  so  ist  a  b  -f  ö  m  =  a  (b  -f-  m)  =  a,  also 
b  -f  m  =  0,  w.  z.  b.  w. 

XII.  Jedes  Ideal  a  ist  darstellbar  als  grösster  gemeinsamer 
Theiler  von  zwei  Hauptidealen. 

Denn  wählt  man  nach  Belieben  aus  a  eine  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  fi,  so  ist  Oft  =  ab,  und  man  kann  (nach  X)  die 
Zahl  oc  so  wählen,  dass  o  ^  -\-  occ  =  a  wird,  w.  z.  b.  w. 

XIII.  Zivei  von  Nidl  verschiedene  Zahlen  a,  ß  in  o  sind  stets 
und  nur  dann  relative  Primzahlen ,  wenn  die  durch  sie  erzeugten 
Hauptideale  oa,  0/3  relative  Primideale  sind^  und  es  giebt  dann 
immer  zwei  Zahlen  |,  r]  in  o,  welche  der  Bedingung 

a^  -^  ßri  =  l  (12) 

genügen. 

Denn  wenn  occ  -{-  o ß  =  o  ist,  so  ist  die  in  o  enthaltene 
Zahl  1  als  Summe  von  zwei  in  o  a,  o  ^  enthaltenen  Zahlen ,  also 
in  der  Form  (12)  darstellbar,  d.  h.  cc,  /3  sind  relative  Primzahlen 
(§.  174).  Im  entgegengesetzten  Falle,  wenn  oa  -|-  ö/^  verschieden 
von  D,  also  o a  —  oß  zufolge  (8)  ein  echter  Theiler  von  oa ß  ist, 
giebt  es  eine  durch  oc  und  ß  theilbare,  d.  h.  eine  in  oa  —  oß 
enthaltene  Zahl  o,  welche  nicht  durch  cc  ß  theilbar  ist,  und  folg- 
lich können  w,  ß  (nach  §.  174)  nicht  relative  Primzahlen  sein, 
w.  z.  b.  w. 

Der  zweite  Theil  dieses  Satzes  ergiebt  sich  auch  unmittelbar 
aus  der  Anmerkung  zu  §.  174;  denn  zufolge  derselben  giebt  es, 
wenn  a,  ß  relative  Primzahlen  in  o  sind,  auch  zwei  in  o  enthal- 
tene Zahlen  |,  t^,  welche  die  Bedingung  (12)  erfüllen,  und  hieraus 
folgt  offenbar  oa  -j-  o/3  ==  o.  Aber  beide  Beweise  fliessen,  wie 
man  leicht  sieht,  aus  derselben  Quelle,  nämlich  aus  dem  Satze  VI 
in  S.  173. 
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Wir  bemerken  noch,  dass  wir  unter  dem  grössten  gemein- 
samen Theiler  eines  Ideals  m  und  einer  Zahl  a  (selbst  wenn 
letztere  =  0  sein  sollte)  immer  das  Ideal  m  H-  oa  verstehen;  und 
wir  sagen,  m  sei  relatives  Primideal  zu  a,  oder  a  sei  relative 
Primzahl  zu  m,  wenn  m  -j-  oa  ==  o  ist*).  Dann  besteht  folgender 
Satz : 

XIV.  Ist  m  relatives  Primideal  zu  der  natürliehen  Zahl  Ic, 
so  ist  die  kleinste  durch  m  theilbare  natürliche  Zahl  m  =  (5 ,  m) 
auch  relative  Primzahl  zu  h. 

Denn  bedeutet  e  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der 
Zahlen  m  =  em'  und  fc,  so  ist  ihr  kleinstes  gemeinsames  Viel- 
faches Jcm'  theilbar  durch  m  und  oÄ;,  also  auch  durch  m  —  ok  =  ]cm\ 
mithin  ist  m'  theilbar  durch  m,  folglich  m'  ^  m^  6=  1,  w.  z.  b.  w. 


§.  179. 

Das  Ideal  0  hat  nur  den  einzigen  Factor  0.  Jedes  von  0 
verschiedene  Ideal  p  besitzt  gewiss  zwei  verschiedene  Factoren, 
nämlich  0  und  p,  und  es  soll  ein  (absolutes)  Primideal  heissen, 
wenn  es  keine  anderen  Factoren  hat.  Ein  Ideal,  welches  mehr 
als  zwei  verschiedene  Factoren  besitzt,  heisst  zusammengesetzt 
(vergl.  §.  8).  Aus  dieser  Erklärung  ergeben  sich  clie^folgenden 
Sätze. 

I.  Ist  p  ein  Primideal,  und  a  irgend  ein  Ideal,  so  ist  ent- 
iveder  a  theilbar  durch  p,  oder  a  und  p    sind  relative  Primideale. 

Denn  das  Ideal  a  -j-  p  ist  als  Factor  von  p  entweder  =  p, 
oder  =  0,  und  im  ersteren  Falle  ist  a  >  p,  w.  z.  b.  w. 


*)  Endlich  erwähnen  wir,  dass  jeder  Ideälbruch,-  d.  h.  jeder  Quotient 
von  zwei  Idealen ,  immer  ein  im  Körper  Sl  enthaltener  endlicher  Modul  i 
von  der  Ordnung  0  ist,  und  dass  umgekehrt  jeder  solche  Modul  i  auf  un- 
endlich viele  Arten  als  Idealbruch,  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  ein 
solcher  Idealbruch  dargestellt  werden  kann,  dessen  Zähler  und  Nenner 
relative  Primideale  sind.  Jedes  Ideal  ist  ein  Idealbruch  mit  dem  Nenner  0. 
Der  grösste  gemeinsame  Theiler,  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache,  das 
Product  und  der  Quotient  von  irgend  zwei  Idealbrüchen  sind  ebenfalls 
Idealbrüche,  und  die  Gesetze  ihrer  Bildung  stimmen  genau  mit  denen  der 
rationalen  Zahlentheorie  überein.  Die  Beweise,  welche  hauptsächlich  auf 
den  in  §.  170  bewiesenen  Sätzen  über  eigentliche  Moduln  beruhen  ,  wird 
der  Leser  leicht  finden. 
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II.  Geht  das  Primideal  p  in  dem  Froducte  der  Ideale  d, b, c.w 
auf,  so  ist  mindestens  eins  derselben  durch  p  theilbar. 

Denn  wenn  p  in  keinem  der  Ideale  a,  b,  c  .  .  .  aufgeht,  so 
ist  p  (nach  I)  relatives  Primideal  zu  jedem  derselben,  also  (nach 
§.  178,  V)  auch  zu  ihrem  Producte  abc  .  .  .,  und  folglich  kann 
letzteres  (nach  I)  auch  nicht  durch  p  theilbar   sein,   w.  z.  b.  w. 

III.  Ist  m  ein  zusammengesetztes  Ideal^  so  yiebt  es  zwei  durch 
m  nicht  theilbar e  Zahlen  a,  /3,  deren  Product  a  ß  durch  m  theilbar  ist. 

Denn  m  besitzt  einen  von  o  und  m  verschiedenen  Factor  a 
und  ist  folglich  =  ah ^  wo  b  ein  von  o  verschiedenes  Ideal  be- 
deutet; da  nun  (nach  §.  177,  VI)  weder  a  noch  b  durch  m,  d.  h. 
durch  ah  theilbar  ist,  so  kann  man  aus  a,  b  Zahlen  a,  ß  wählen, 
die  nicht  in  m,  deren  Product  ccß  aber  in  ab,  d.  h.  in  m  ent- 
halten ist,  w.  z.  b.  w. 

Mithin  ist  eine  Zahl  fi  dann  und  nur  dann  eine  Primzahl 
(S.  544),  wenn  o^  ein  Primideal  ist. 

IV.  Jedes  von  o  verschiedene  Ideal  a  ist  durch  mindestens 
ein  Primideal  theilbar. 

Der  Satz  ist  richtig,  wenn  a  selbst  ein  Primideal  ist.  Im 
entgegengesetzten  Falle  besitzt  a  einen  von  a  und  o  verschiedenen 
Factor  b,  und  wenn  dieser  noch  kein  Primideal  ist,  so  besitzt  er 
einen  von  b  und  o  verschiedenen  Factor  c,  und  wenn  dieser  kein 
Primideal  ist,  so  kann  mau  in  derselben  Weise  fortfahren.  Da 
nun  die  in  dieser  Kette  auftretenden  Ideale  a,  b,  c  .  .  .,  deren 
jedes  ein  echtes  Vielfaches  des  folgenden  ist,  alle  von  einander 
verschieden  und  zugleich  Factoren  des  Ideals  a  sind,  welches 
(nach  §.  177,  VIII)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Factoren  be- 
sitzt, so  muss  diese  Kette  nothwendig  eine  endliche  sein,  sie  muss 
ein  letztes  Glied  p  enthalten,  und  dieses  muss,  weil  sonst  die 
Kette  sich  noch  weiter  fortsetzen  Hesse,  ein  Primideal  sein, 
w.  z.  b.  w. 

V.  Jedes  von  o  verschiedene  Ideal  a  ist  entweder  ein  Prim- 
ideal,  oder  es  lässt  sich,  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise, 
als  ein  Product  von  Primidealen  darstellen. 

Denn  a  ist  durch  ein  Primideal  pi  theilbar,  also  von  der 
Form  pi  Qi,  wo  a^  ein  Ideal;  ist  dasselbe  =  o,  so  ist  a  =  pj  ein 
Primideal.  Ist  aber  Qi  verschieden  von  o,  so  ist  wieder  a^  =  p2  02, 
wo  das  erste  der  beiden  Ideale  pg,  a.2  ein  Primideal  bedeutet, 
und  wenn  02    von  0  verschieden  ist,   so  kann  man  in  derselben 
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Weise  fortfahren.  Die  Kette  der  Ideale  a,  Qi,  02  .  .  .,  deren  jedes 
ein  echtes  Vielfaches  des  folgenden  ist,  muss  eine  endliche  sein, 
also  ein  letztes  Glied  a^  enthalten,  und  dieses  muss  =  0  sein, 
weil  sonst  die  Kette  sich  noch  fortsetzen  Hesse.  Zugleich  ergiebt 
sich  die  gewünschte  Darstellung 

a  =  pi|)2  .  .  .  pr.  (1) 

Um  zu  zeigen,  dass  es  im  Wesentlichen,  d.  h.  abgesehen  von  der 
Aufeinanderfolge  der  Factoren,  nur  eine  einzige  solche  Darstel- 
lung giebt,  bemerken  wir  zunächst,  dass  jeder  der  r  Primfactoren 
pi,  p2  •  •  -  \^r  offenbar  in  a  aufgeht,  und  dass  umgekehrt  jedes 
in  a  aufgehende  Primideal  p  nothwendig  mit  einem  dieser  r  Prim- 
factoren identisch  sein  muss;  denn  da  p  in  dem  Producte 
pi  p2  .  .  .  pr  aufgeht,  so  muss  (nach  II)  mindestens  einer  der 
Factoren,  z.  B.  pj,  durch  p  theilbar  sein,  und  da  p^  als  Primideal 
nur  die  beiden  Factoren  pi  und  0  besitzt,  so  muss  das  Primideal 
p,  weil  es  von  0  verschieden  ist,  nothwendig  =  p^  sein.  Die  in 
einer  solchen  Darstellung  (1)  auftretenden  Factoren  sind  also  die 
sämmÜichen  in  dem  Ideal  a  aufgehenden  Frimideale  p  und  heine 
anderen.  Ist  ferner  e  die  genaue  Anzahl  derjenigen  von  diesen 
r  Factoren,  welche  mit  einem  bestimmten  Primideal  p  identisch 
sind,  so  kann  man  a  =  bp^  setzen,  wo  B  entweder  =  0  oder, 
falls  e  <r  ist,  das  Product  der  übrigen  r  —  e  Primfactoren  ist;  da 
die  letzteren  alle- von  p  verschieden  sind,  so  ist  b  keinenfalls  durch  p 
theilbar,  und  hieraus  folgt  (nach  §.  177,  VI),  dass  a  zwar  durch  p^, 
aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  p  theilbar,  d^ss  also  die 
Anzahl  e  zugleich  der  Exponent  der  höchsten  in  dem  Ideal  a  auf- 
gehenden Potenz  des  Primideals  p  ist.  Mithin  sind  die  in  der  Dar- 
stellung (1)  des  Ideals  a  erscheinenden  Primfactoren  p  nicht  nur 
an  sich,  sondern  auch  nach  der  Häufigkeit  ihres  Auftretens  voll- 
ständig bestimmt  durch  a  allein,   w.  z.  b.  w. 

An  den  Beweis  dieses  Fundamentalsatzes  knüpfen  wir  noch 
folgende  Bemerkungen.  Bezeichnet  man  jetzt  mit  Pi,  P2,  Ps  •  •  . 
alle  von  einander  verschiedenen^  in  dem  Ideal  ü  aufgehenden 
Primideale,  so  nimmt  die  Darstellung  (1)  die  Form 

a  ==  pe,  pe,  pe3   .  .   .  (2) 

an,  wo  die  natürlichen  Zahlen  ^1,^2,^3...  die  Häufigkeit  des 
Auftretens  für  die  einzelnen  Primfactoren  angeben.  Es  kann 
gelegentlich,  bei  der  Vergleichung  mehrerer  Ideale,  von  Vortheil 
sein,  auch   den   Exponenten   Null  zuzulassen,  in   welchem  Falle 
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(nach  §.  177,  V)  die  Potenz  p'^  =  o  zu  setzen  ist;  dies  bedeutet 
natürlich,  dass  das  Ideal  a  durch  das  Primideal  p  gar  nicht  theil- 
bar  ist.  In  jedem  Falle  erscheint  das  Ideal  a  als  das  Product 
oder  (nach  §.  178,  VIII)  auch  als  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Vielfache  aller  in  ihm  aufgehenden  höchsten  Primideal-Potenzen 
PiS  PI^  p3^  •  •  ••)  welche  ja  zugleich  auch  relative  Primideale  sind, 
und  es  ergiebt  sich  der  Satz 

VI.  Ein  Ideal  a  ist  dann  (und  nur  dann)  durch  ein  Ideal 
b  theilhar^  tvenn  jede  in  b  aufgehende  Primideal- Potenz  auch  in  a 
aufgeht 

Denn  wenn  a  ein  Vielfaches  aller  in  b  aufgehenden  Primideal- 
Potenzen  ist,  so  ist  a  auch  theilbar  durch  deren  kleinstes  ge- 
meinsames Vielfaches  b,  w.  z.  b.  w. 

Hieraus  folgt  zugleich,  dass  jeder  Factor  b  des  in  (2)  dar- 
gestellten Ideals  a  gewiss  in  der  Form 

b  =  pp  r,^  p-3  .  .  .  (3) 

darstellbar  ist ,  wo  z.  B.  r^  eine  der  Zahlen  0 ,  1 ,  2  .  .  .  gj  be- 
deutet; und  da  je  zwei  solche  Ideale  b  von  der  Form  (3),  die 
verschiedenen  Systemen  von  Exponenten  r^,  ^2,  r^  ...  entsprechen, 
auch  verschieden  sind  (nach  V),  so  ist  das  Product 

(^1    +    1)    (^2    +    1)    (^3    +    1)  •    .   .  (4) 

die  Anzahl  aller  verschiedenen  Factoren  b  des  Ideals  a.  Zugleich 
leuchtet  ein,  dass  die  Regeln  zur  Bestimmung  des  grössten  ge- 
meinsamen Theilers  und  des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen 
von  beliebig  vielen  in  der  Form  (2)  dargestellten  Idealen  voll- 
ständig übereinstimmen  mit  denen   der  rationalen  Zahlentheorie 

(§•  10). 

VII.  Die  Meinste  durch  das  Primideal  p  theilbare  natürliche 
Zahl  p  =  (i^  p)  ist  eine  natürliche  Primzahl^  und  zwar  ist  p  die 
einsige  durch  p  theilbare  natürliche  Primzahl. 

Denn  jedenfalls  ist  j)  >  1,  weil  sonst  p  =  o  wäre,  und  wenn 
p  ein  Product  aus  zwei  kleineren  natürlichen  Zahlen  r,  s  wäre, 
so  müsste  das  in  dem  Producte  or .os  aufgehende  Primideal  p 
(zufolge  II)  auch  in  einem  der  Factoren,  also  auch  in  einer  der 
Zahlen  r,  s  aufgehen,  was  der  Definition  von  p  widersprechen 
würde;  mithin  ist  p  eine  Primzahl,  und  da  [])]  der  Inbegriff 
aller  durch  p  theilbaren  rationalen  Zahlen  ist  (§.  177,  X),  so 
kann  keine  andere  natürliche  Primzahl  durch  p  theilbar  sein, 
w.  z.  b.  w. 

36* 
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§.  180. 

Nachdem  in  den  §§.  177  bis  179  die  Theorie  der  Theilbarkeit 
der  Ideale  und  also  auch  der  Zahlen  in  o  vollständig  erledigt 
ist  (vergl.  §§.  1  bis  10),  wenden  wir  uns  zur  Betrachtung  der  auf 
Ideale  bezüglichen  Zahlclassen  und  Congruenzen  von  Zahlen  in  o. 
Ist  /i  von  Null  verschieden,  so  ist  Oft  ejn  Hauptideal,  und  wir 
haben  schon  (in  §.  176,  II)  bewiesen,  dass 

(0,  Oft)  =  ±  N{n),  (1) 

also  von  Null  verschieden  ist.  Wählt  man  nun  aus  irgend  einem 
Ideal  m  eine  solche  Zahl  ^,  so  folgt  aus  o  <  m  <  Oft  (nach 
§.  171,  (5)),  dass  (o,  m)  (tn,  o/ü)  =  (o,  0|u-),  mithin  auch  (o,  m) 
von  Null  verschieden  ist;  wir  wollen  in  Rücksicht  auf  (1)  diese 
Classenanzahl 

(D,  m)  =  N{m)  (2) 

setzen  und  die  Norm  des  Ideals  m  nennen;  offenbar  ist  o  das 
einzige  Ideal,  dessen  Norm  =  1  ist.  Dann  geht  die  Gleichung 
(1)  in 

i^(oft)  =  ±  N{iC)  (3) 

Über,  und  für  beliebige  Ideale  a,  b  gelten  die  Sätze 

(a,  a\>)  =:  N(h)  (4) 

N(ah)  =  N{a)N(h).  (5) 

Denn  wählt  man  (nach  §.  178,  X)  eine  von  Null  verschiedene 
Zahl  a  so,  dass  ab  +  ooc  =  a,  ab  —  oa  =  ba  wird,  so  folgt  (4) 
aus  den  in  §.  171  bewiesenen  Sätzen  (3),  (2),  (4),  weil  (oa,  ab) 
r=  (a,  ab)  =  (oa,  bcc)  =  (o,  b)  wird,  und  hieraus  folgt  (5),  weil 
0  <  a  <  ab,  also  (o,  ab)  =  (o,  a)  (a,  ab)  =  (o.,  a)  (o,  b)  ist,  was 
zu  beweisen  war.    Setzt  man  ferner  (wie  in  §.  178,  II): 

4-T  =  ^^^^=6',  (6) 

a  -\-  b  a  ^  '^ 

so  wird,  wenn  c  ein  beliebiges  Ideal  bedeutet, 

(ac,  bc)==(a,  b)  =  i\r(b'),  (7) 

weil  (a c,  b c)  =  (a c  -f-  b c,  b c)  und  b c  =  (a c  +  b c) b'  ist*). 


*)  Die  vorstehenden  Sätze   gelten   auch  für  die  in  der  Anmerkung  zu 
§.  178,  S.  560  besprochenen  Idealhrüche  i,  wenn  deren  Norm  durch 
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Nach  dem  Satze  I  in  §.  171  ist  o(o,  m)  >  m,  d.  h.  die  Norm 
N(m)  des  Ideals  m  ist  theühar  durch  m,  und  folglich  kann  man 
das  Hauptideal 

0  JV(m)  =  mn  (8) 

setzen,  wo  n  ein  Ideal  bedeutet ;  hierin  liegt  eine  Verallgemeine- 
rung des  Satzes  IV  in  §.  176,  und  man  kann  das  Ideal 

n  =  JV(m)m-i  (9) 

das  Supplement  von  tu  nennen;  da  die  Norm  der  rationalen  Zahl 
N{m)  gleich  iV'(m)"  ist,  so  folgt  aus  (8),  (5)  und  (3),  dass 

J\r(n)  =  N(mY-\  (10) 

mithin  mJV(m)"-2  das  Supplement  von  n  ist. 

Die  kleinste  durch  m  theilbare  natürliche  Zahl  m  =  (§,  m) 
geht  jedenfalls  in  N{m)  auf,  weil  [m]  der  Inbegriff  aller  in  m 
enthaltenen  rationalen  Zahlen  ist  (§.  177,  X);  da  andererseits 
das  Ideal  om  durch  m  theilbar,  also  von  der  Form  mq  ist,  so 
folgt  aus  (5)  und  (3),  dass  JV(m)  in  JV(Dm),  d.  h.  in  m"  aufgeht, 
und  hieraus  ergiebt  sich  (nach  §.  178,  XIV)  der  Satz: 

I.  Ist  m  relatives  Primideal  su  der  natürlichen  Zahl  h^  so 
ist  N(vx)  auch  relative  Frimsahl  zu  Tc. 

Da  ferner  die  kleinste,  durch  ein  Primideal  p  theilbare 
natürliche  Zahl 

p  =  {h  p)  (11) 

immer  eine  natürliche  Primzahl  ist  (§.  179,  VII),  so  ist  N{\))  als 
Divisor  von  p^  selbst  eine  Potenz  von  p-^  wir  setzen 

N(p)=P^  (12) 

und  nennen  den  Exponenten  /,  der  stets  >  0  und  ^  w  ist,  den 
Grad  des  Primideals  p. 

Allgemeiner  verstehen  wir  unter  dem  Grade  eines  beliebigen 
Ideals  m  die  Anzahl  der  (gleichen  oder  verschiedenen)  natür- 
lichen Primzahlen,  deren  Product  =  N(m)  ist;  dann  ist  zufolge 


erklärt  wird.  Wählt  man  die  ganze  Zahl  a  so,  dass  ia  ein  Ideal  wird,  so 
ergiebt  sich  leicht  aus  (o,  i)  =  (o«,  icc)  =  {occ  -{-  ia,  ta)  und  (i,  o)  = 
{icc,  Da)  :=  (occ  -{-  X€c,  oa),  dass  N{i)N {oa)  =  iV(ta),  und  folglich  allgemein 

NU)  -K^-(li3 
^yw  —  jyr(Q)  —  (b,  a) 

ist,  wo  a,  6  irgend  zwei  Ideale  bedeuten,  welche  der  Bedingung  oi  =  B, 
d.  h.  b  :  a  =  i  genügen.    . 
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(5)  der  Grad  eines  Productes  gleich  der  Summe  der  Grade  der 
Factoren,  und  o  ist  das  einzige  Ideal  vom  Grade  Null. 

Indem  wir  nun  zu  der  Betrachtung  der  Congruenz  der  Zahlen 
(in  o)  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Ideal  m  übergehen,  bemerken 
wir  zunächst,  dass  zwei  solche  Congruenzen 

a  =  «',   ß  =  ß'  (mod.  m)  (13) 

nicht  nur  (wie  in  §.  171)  addirt  und  subtrahirt,  sondern  auch 
multiplicirt  (mithin  auch  potenzirt)  werden  dürfen;  denn  weil 
om  >  m  ist,  so  ist  jedes  der  Producte  (a  —  (^')  ß-,  «'  {ß  —  /3'), 
mithin  auch  deren  Summe  aß  —  a' ß'  durch  m  theilbar,  also 

aß  =  a'ß'  (mod.  m).  (14) 

Setzt  man  ferner 

a  =  m  -f-  Dc«,  m  =  ab,  oa  =  aa\  (15) 

so  sind  b  und  a'  (nach  §.  178)  relative  Primideale,  und  aus  einer 
Congruenz  von  der  Form 

acj  ^  a(o'  (mod.  m)  (16) 

folgt  stets  die  Congruenz 

03  ^  ca'  (mod.  b);  (17) 

denn  weil  a  (cd  —  co')  in  m  enthalten ,  also  aa'  (a  —  cj')  >  ah 
ist,  so  folgt  a' («  —  «')  >  b,  also  auch  o(co  —  o?')  >  b,  was  zu 
zeigen  war.  Dass  umgekehrt  aus  (17)  auch  (16)  folgt,  leuchtet 
unmittelbar  ein. 

Ist  w  relative  Primzahl  zu  m,  also  a  =  o,  so,  ist  b  =  m, 
mithin  darf  in  diesem  Falle  die  Congruenz  (16)  ohne  Weiteres 
durch  «  dividirt  werden.  Dasselbe  ergiebt  sich  auch  unmittelbar 
aus  0  r=  m  4-  oa;  denn  da  die  in  o  enthaltene  Zahl  1  =  fi,  -[-  a| 
ist,  wo  ^  in  m  enthalten,  so  giebt  es  in  diesem  Falle  eine  Zahl  J, 
welche  der  Congruenz 

«1  =  1  (mod.  tn)  (18) 

genügt  (und  umgekehrt  folgt  hieraus  offenbar,  dass  m  -|-  o«  =  o, 
also  06  relative  Primzahl  zu  m  ist);  multiplicirt  man  nun  (16) 
mit  I,  so  folgt  09  ^  ca'  (mod.  m),  was  zu  zeigen  war. 

Die  Anzahl  aller  in  o  enthaltenen,  auf  das  Ideal  m  bezüg- 
lichen Zahlclassen  m  -\-  a  ist  ==  (o,  m)  =  N{m).  Man  sieht 
leicht  ein,  dass  zwei  beliebige,  nach  m  congruente  Zahlen  «,  «' 
mit  m  einen  und  denselben  grössten  gemeinsamen  Theiler  haben, 
dass  also  aus  m  -f  «  =  m  -f-  «'  auch  m-l-Da  =  m-[-oa'  folgt; 
da  nämlich  a  —  cd  durch  m  theilbar  ist,   so  muss  jeder  Factor 
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von  m,  der  in  der  einen  Zahl  «'  aufgeht,  auch  in  der  anderen 
aufgehen,  weil  oc  =  (a  —  a')  -j-  a'  ist.  Jede  bestimmte  Zahl- 
classe  m  -]-  w  erzeugt  daher  ein  bestimmtes,  von  der  Wahl  ihres 
Repräsentanten  oc  gänzlich  unabhängiges,  in  m  aufgehendes  Ideal 
m  -f-  0  06,  und  wir  stellen  uns,  wenn  a  ein  gegebener  Factor 
von  m  ==  ab  ist,  die  Aufgabe,  die  Anzahl  aller  Classen  m  -f-  ^ 
zu  bestimmen,  welche  diesen  Factor  a  erzeugen,  also  der  Bedingung 
m  +  0  06  =  a  genügen.  Im  Falle  a  =  m,  b  =r  o  ist  diese  Anzahl 
offenbar  =  1 ;  ist  aber  a  ein  echter  Factor  von  m,  also  6  von  o 
verschieden,  so  wird  unsere  Frage  sofort  durch  den  Satz  IV  in 
§.  171  beantwortet,  wenn  man  dort  n  =  ap  und  für  p  alle  in  b 
aufgehenden  Primideale  setzt.  Wir  ziehen  es  aber  vor,  uns  auf 
die  folgenden  Betrachtungen  zu  stützen,  die  ohnehin  aus  anderen 
Gründen  unentbehrlich  sind. 

Zunächst  lässt  sich  die  Aufgabe  auf  den  besonders  wichtigen 
speciellen  Fall  a  =  o,  b  =  tn  zurückführen;  es  handelt  sich  dann 
um  diejenigen  Classen  m  -\-  cc,  deren  Zahlen  relative  FrimzaMen 
0U  m  sind ,  und  deren  Anzahl  wir  immer  mit  cp  (m)  bezeichnen 
wollen;  offenbar  hat  diese  Function  genau  dieselbe  Bedeutung 
für  unser  Gebiet  o,  wie  die  in  §.  11  betrachtete  Function  9?  für 
das  Gebiet  5  der  ganzen  rationalen  Zahlen,  und  sie  geht  im  Falle 
w  =  1  in  die  letztere  über*).  Bedeutet  nun  a  wieder  einen 
beliebigen  Factor  von  m  ==  ab,  so  ist  (in  §.  178,  X)  schon  die 
Existenz  einer  Zahl  a  bewiesen,  welche  der  Bedingung  m  -f-  oo{  =  a 
genügt,  und  es  kommt  nur  darauf  an,  aus  a  alle  Zahlen  oj'  zu 
finden ,  welche  die  Bedingung  m-}-ooc'  =  in-l-oc6  erfüllen.  Da 
nun  eine  Modulgleichung  von  der  Form  m  +  P  =  wi  -|-  q  nur 
den  Inhalt  hat,  dass  jede  Zahl  in  p  mit  einer  Zahl  in  q  congruent 
ist  (mod.  m)  und  umgekehrt,  so  wird  eine  Zahl  a'  dann  und  nur 
dann  unsere  Forderung  erfüllen,  wenn  es  zwei  Zahlen  «,  cj'  giebt, 
welche  den  Congruenzen  a'  ^  aa^  a  ^  cc'  cj'  (mod.  tn)  genügen. 
Hieraus  folgt  oicoco'  ^  a  (mod.  m),  also  nach  (16)  und  (17)  auch 
G)  cd'  ^  1  (mod.  b),  mithin  ist  cj  zufolge  (18)  relative  Primzahl 
zu  b ;  umgekehrt ,  wenn  Letzteres  der  Fall  ist ,  und  a'  ^  aco 
(mod.  m)  gesetzt  wird,  so  kann  man  nach  (18)  eine  Zahl  a'  so 
wählen,  dass  «  o'  ^  1  (mod.  b)  wird,  woraus  durch  Multiplication 

*)  Hieraus  kann  keine  Zweideutigkeit  entspringen ,  weil  durch  das 
Ideal  m  auch  der  Körper  Sl ,  also  die  Bedeutung  von  (p  (tn)  vollständig 
bestimmt  ist;  aus  diesem  Grunde  ersetze  ich  das  in  der  dritten  Auflage 
(§.  174)  gewählte  Zeichen  if>  jetzt  durch  (p. 
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mit  a  auch  a  ^  a'  co'  (mod.  m)  folgt.  Man  erhält  daher  alle 
von  uns  gesuchten  Zahlen  a'  und  nur  solche,  wenn  man  a'  ^  a  cj 
(mod.  m)  setzt,  und  a  alle  relativen  Primzahlen  zu  b  durchlaufen 
lässt.  Da  nun  zufolge  (16)  und  (17)  die  durch  zwei  solche 
Zahlen  o  erzeugten  Producte  a>a  dann  und  nur  dann  nach  m 
congruent  sind,  wenn  diese  Zahlen  a  nach  B  congruent  sind,  so 
ergiebt  sich,  dass  die  Anzahl  der  Classen  m  -\-  «',  welche  der 
Bedingung  m  -[-  o  oc'  =  a  genügen,  =  cp  (b)  ist,  wo  a  b  ==  m  (vergl. 

§.  13). 

Da  die  Anzahl  aller  auf  m  bezüglichen  Zahlclassen  =  N(m) 
ist,  so  folgt  hieraus  offenbar  (wie  in  §.  13)  der  Satz 

l,p{i)  =  N(xa),  (19) 

WO  b  alle  verschiedenen  Factoren  von  m  durchläuft.  U eberträgt 
man  die  in  §.  138  enthaltenen  Betrachtungen  auf  unser  Gebiet, 
was  keine  Schwierigkeit  hat,  so  überzeugt  man  sich,  dass  die 
Function  cp  durch  diesen  Satz  vollständig  bestimmt  ist,  und  ihr 
allgemeiner  Ausdruck  leicht  gewonnen  werden  kann.  Wir  über- 
lassen dies  dem  Leser  und  schlagen  einen  anderen  Weg  ein, 
welcher  auf  der  Verallgemeinerung  der  in  §.  25  behandelten 
Aufgabe,  nämlich  auf  dem  folgenden,  häufig  anzuwendenden  Satze 
beruht. 

IL  Ist  m  das  Product  aus  den  relativen  Primidealen  a,  b, 
c  .  .  .,  und  sind  ^,  ö,  r  .  .  .  ebenso  viele  gegebene  Zahlen,  so  giebt 
es  immer  Zahlen  o,  welche  den  gleichzeitigen  Congruensen 

CD  ^  Q  (mod.  a),  co  ^  6  (mod.  b),  co  ^  r  (mod.  c)  .  .  .  (20) 

genügen,  und  alle  diese  Zahlen  o  bilden  eine  bestimmte  Zahlclasse 
in  Bezug  auf  m. 

Handelt  es  sich  nur  um  zwei  relative  Primideale  a,  b,  so 
folgt  dies  unmittelbar  aus  dem  Satze  III  in  §.  171,  weil  a  -[-  b  =  o, 
a  —  b  =  ab  ist,  und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Wiederholung 
derselben  Schlüsse,  weil  ab,  c,  b  .  .  .  relative  Primideale  sind, 
leicht  unser  allgemeiner  Satz.  Derselbe  lässt  sich  aber  auch 
unmittelbar  auf  folgende  Art  beweisen.    Setzt  man  (wie  in  §.  178, 

I  und  VIII)  m  =  a  ai  =  b  bi  ==  c  Ci  .  .  .,  so  ist  ai  -t-  bi  -f  Ci  -| 

=  0 ,  und  folglich  giebt  es  in  den  Idealen  aj ,  bj ,  Cj  ...  resp. 
Zahlen  oc^,  ßi,  yi  -  >  .,  welche  der  Bedingung 

«I  +  /5i  +  ri  +  •  •  •  =  1  (21) 
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genügen.  Erfüllt  nun  eine  Zahl  cj  die  Congruenzen  (20),  so 
folgen  daraus  durch  Multiplication  mit  «i ,  ß^  y^  ...  die  auf  m 
bezüglichen  Congruenzen  coa^  ^  ^  «i ,  a  ß^  ^  6 ß^^  my^=  ry^  . , 
und  durch  deren  Addition  zufolge  (21)  die  Congruenz 

a  ^  Qai  -{-  (5  ßi  -\-  tyi  -}-•••  (mod.  m) ;  (22) 

umgekehrt  genügt  jede  in  dieser  Form  (22)  darstellbare  Zahl  a 
allen  Congruenzen  (20),  z.  B.  der  ersten  von  ihnen,  weil  die 
Zahlen  ßi,  yi  .  .  .  alle  durch  a  theilbar,  also  zufolge  (21)  die 
Zahl  «1^1  (mod.  a)  ist,  w.  z.  b.  w. 

Jeder  Combination  von  Classen  a-|-(>,  b-f-ö,c  +  r... 
entspricht  daher  immer  eine  bestimmte  Classe  m  -}-  o  als  In- 
begriff aller  derjenigen  Zahlen,  welche  jenen  Classen  gemeinsam 
sind;  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jede  Classe  m  -\-  (o  immer 
aus  einer  und  nur  einer  solchen  Combination  entspringt.  Da 
ferner  zufolge  (20)  die  Zahl  cd  dann  und  nur  dann  relative  Prim- 
zahl zu  m  wird,  wenn  die  Zahlen  9,  ö,  r  .  .  .  resp.  relative  Prim- 
zahlen zu  a,  b,  c  .  .  .  sind,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz 
(vergl.  §.12): 

III.     Sind  a,  B,  c  .  .  .  relative  Primideale,  so  ist 

<piahc...)  =  <p{a)<p(b)cp{c)...  (23) 

Da  nun  jedes  von  0  verschiedene  Ideal  entweder  eine  Potenz 
eines  Primideals  oder  ein  Product  aus  mehreren  solchen  Potenzen 
a,  b,  c  .  .  .  ist,  die  zugleich  relative  Primideale  sind,  während 
offenbar 

9(0)  =1  (24) 

ist,  so  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  die  Function  9?(a)  für  den 
Fall  zu  bestimmen,  dass  a  durch  ein  und  nur  ein  Primideal  p 
theilbar  ist;  da  aber  eine  Zahl  q  dann  und  nur  dann  relative 
Primzahl  zu  a  ist,  wenn  sie  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  hat 
man,  um  die  Anzahl  q)  (a)  aller  dieser  Classen  a  -|-  p  zu  erhalten, 
von  der  Anzahl  (0,  a)  aller  Classen  die  Anzahl  (p,  a)  derjenigen 
Classen  abzuziehen,  deren  Zahlen  durch  p  theilbar  sind,  und  da 
(0,  p)(p,  a)  r=r  (0,  a)  =  N(a)  ist,  so  ergiebt  sich 

g,(o)  =  i^(a)(l-^^)  (25) 

und  hieraus  der  allgemeine  Satz 

9>0n)  =  iV(m)n(l-^^),  (26) 


570  Supplement  XL  §.  i80. 

wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  verschiedenen,  in  m  auf- 
gehenden Primideale  p  bezieht.  Man  erkennt  leicht,  wie  hieraus 
rückwärts  sich  die  Sätze  (23)  und  (19)  ableiten  lassen  (vergL 
§§.  12,  14).     Unsere  Aufgabe  ist  hiermit  gelöst.  — 

Bedeutet  nun  q  irgend  eine  bestimmte  relative  Primzahl 
zu  m,  während  q'  ein  System  von  (p{m)  nach  m  incongruenten 
Zahlen  durchläuft,  die  relative  Primzahlen  za  m  sind,  so  sind 
die  Producte  q  q'  incongruent  und  ebenfalls  relative  Primzahlen 
zu  m;  jede  dieser  Zahlen  q  g'  ist  daher  mit  einer  der  Zahlen  q\ 
und  jede  der  letzteren  mit  einer  der  ersteren  congruent;  mithin 
ist  auch  das  Product  6  der  Zahlen  q'  congruent  dem  Producte 
0  Q<p(m)  der  Zahlen  q  q\  und  da  ö  ebenfalls  relative  Primzahl  zu  m 
ist,  so  erhält  man  den  Satz: 

IV.  Ist  m  ein  Ideal^  und  q  relative  Primzahl  zu  m,  so  ist 

Q<pim)  ^  1  (niod.  m).  (27) 

Derselbe  entspricht  offenbar  dem  verallgemeinerten  Fermat'- 
schen  Satze  der  rationalen  Zahlen theorie  (§.  19),  und  aus  ihm 
folgt  unmittelbar  der  Satz: 

V.  /s^  p  ein  Frimideal^  so  genügt  jede  Zahl  cj  der  Congruenz 

ojNiv)  ^  f^  (jnod.  |)).  (28) 

Von  der  unerschöpflichen  Reihe  von  Untersuchungen,  welche 
von  diesem  Fundamentalsatze  ausgehen,  dürfen  wir  des  Raumes 
wegen  nur  einige  Andeutungen  geben,  die  der  Leser  ohne 
Schwierigkeit  ausführen  kann*).  Zunächst  wird  man  alle  in  den 
§§.  26  bis  31  enthaltenen  Sätze  über  Congruenzen,  Potenzreste, 
primitive  Wurzeln  auf  solche  Congruenzen  übertragen,  deren 
Coefficienten  irgend  welche  Zahlen  unseres  Gebietes  o,  und  deren 
Modul  ein  Primideal  p  ist.  Behalten  p  und/  die  in  (11)  und 
(12)  angegebene  Bedeutung,  so  ergiebt  sich  hieraus  in  Verbindung 
mit  (28)   die   in  Bezug  auf  die   Variabele  t  identische  Congruenz 

tvf—  t^\J{t  —  co)  (mod.  p),  (29) 

wo   das  Productzeichen  H  sich  auf  alle  incongruenten  Zahlen  o 


*)  Vergl.  meine  von  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen 
herausgegebenen  Abhandlungen  Ueher  den  Zusammenhang  zwischen  der 
Theorie  der  Ideale  und  der  Theorie  der  höheren  Congruenzen  (Bd.  23,  1878) 
und  Ueher  die  Discriminanten  endlicher  Körper  (Bd.  29,  1882),  ferner  die 
Abhandlung  von  Stickelher ger :  Ueher  eine  Verallgemeinerung  der  Kreis- 
theilung  (Math.  Annalen,  Bd.  37). 
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bezieht.  Hierzu  kommt  eine  Betrachtung,  welche  in  der  Theorie 
der  rationalen  Zahlen  noch  nicht  auftreten  konnte.  Versteht 
man  unter  der  Höhe  einer  Zahl  a  (in  Bezug  auf  p)  die  Meinste 
natürliche  Zahl  a,  welche  der  Bedingung 

a^"=  a  (mod.  p)  (30) 

genügt,  so  sind  die  a  Zahlen 

a,  «^,  aP\  .  .  ccP''~'^  (31) 

incongruent,  und  die  beiden  Congruenzen 

aP*"^  a^*(mod.  p)  und  r  ^  s  (mod.  a)  (32) 

sind  gleichbedeutend,  woraus  zugleich  folgt,  dass  die  Höhe  a  ein 
Divisor  des  Grades /ist.  Das  System  aller  Zahlen,  deren  Höhe 
=  l  ist,  fällt  zusammen  mit  dem  Modul  p  -{-  i,  ä.  h.  mit  dem 
System  aller  derjenigen  Zahlen,  welche  einer  rationalen  Zahl 
congruent  sind.  Zu  den  Zahlen  von  der  Höhe  /  gehören  z,  ß. 
alle  primitiven  Wurzeln  von  p. 

Die  a  Zahlen  (31)  oder  irgend  welche  ihnen  congruente 
Zahlen  bilden  die  Periode  der  Zahl  w;  jede  von  ihnen  hat  dieselbe 
Höhe  und  erzeugt  dieselbe  Periode.  Nun  gilt  zufolge  der  in 
§.  20  erwähnten  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten  für  je 
zwei  ganze  Zahlen  fc,  v  die  Congruenz 

(ft  ±  v)P  ^  fiP  ±vP  (mod.  p);  (33) 

hieraus  folgt,  dass  jede  durch  Addition  und  Multiplication  ge- 
bildete symmetrische  Function  der  Zahlen  (31)  die  Höhe  1  be- 
sitzt, und  dass  folglich  eine  identische  Congruenz  von   der  Form 


(t  —  a)(t-aP)...{t  —  aP""')  =  P  (t)  (mod.  p)  (34) 

besteht,  wo  P(t)  eine  ganze  Function  von  t  mit  ganzen  rationalen 
Coefficienten  bedeutet.  In  der  Theorie  dieser  auf  den  Modul  p 
bezogenen  Functionen  ist  P(t)  eine  sogenannte  Primfunction'^)^ 
weil  aus  einer  Congruenz  von  der  Form 

P(a)  =  0  (mod.  p)  (35) 

durch  Potenziren  auch  P  (oc')  ^  0  (mod.  p)  folgt ,  wo  a'  jede 
Zahl  der  Periode  (31)  bedeutet.  Verbindet  man  nun  in  (29) 
immer  diejenigen  Factoren  t — w,  welche  den  zu  einer  Periode 
gehörenden  Zahlen  (o  entsprechen,  zu    einer  Function  P(t)   und 


*)  Vergl,  meine  auf  S.  61  citirte  Abhandlung  art.  6. 
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bedenkt,  dass  jede  auf  p  bezügliche  Congruenz  zwischen  ratio- 
nalen Zahlen  auch  in  Bezug  auf  den  Modul  p  gilt,  so  erhält  man 
eine  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers  Sl  gänzlich  unabhängige 
identische  Congruenz  von  der  Form 

die  rechte  Seite  ist  ein  Product  von  lauter  solchen  Primfunc- 
tionen,  deren  Grade  Divisoren  von  /  sind,  und  in  der  Theorie 
dieser  identischen  Functionen -Congruenzen  wird  gezeigt*),  dass 
in  diesem  Producte  auch  jede  solche  Primfunction  einmal  auf- 
treten muss. 

Bildet  man  aus  einer  Zahl  a  von  der  Höhe  a  und  aus  gan- 
zen rationalen  Coefficienten  x  alle  Zahlen  v  von  der  Form 

V  =  ^1  ««-1  -f  x^  cc«-2  -\-  ...  -\-  Xa  (mod.  p),  (37) 

so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  dieselben  mit  allen  Wurzeln 
der  Congruenz 

vP"  =  V  (mod.  p\  (38) 

also  mit  allen  denjenigen  Zahlen  zusammenfallen,  deren  Höhe 
ein  Divisor  von  a  ist.  Der  Inbegriff  n  aller  dieser  Zahlen  v, 
welcher  nach  §.  173  auch  durch  p  -\-  («)«  bezeichnet  werden 
kann,  ist  eine  Ordnung  (§.  170),  und  ausser  diesen,  den  sämmt- 
lichen  Divisoren  a  von  /  entsprechenden  Ordnungen  giebt  es  in 
0  keine  andere  in  p  aufgehende  Ordnung.  Der  Fuhrer  der  Ord- 
nung n,  worunter  immer  der  Quotient  n  :  o  zu  verstehen  ist**), 
ist  =  \)  oder  =  o,  je  nachdem  a  <f  oder  a  =/  ist,  weil  im 
letzteren  Falle  offenbar  n  =  o  ist.  Dass  es,  wenn  a  irgend  ein 
Divisor  von  /  ist ,  immer  auch  Zahlen  «  von  der  Höhe  a  giebt, 
folgt  leicht  aus  den  früheren  Sätzen,  und  durch  Anwendung  der 
in  §.  138  enthaltenen  Methode  findet  man  auch  den  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Anzahl  aller  incongruenten  solchen  Zahlen. 

Wir  bemerken  endlich,  dass  die  oben  erwähnte  Theorie  der 
identischen  Congruenzen,  in  welcher  Functionen  einer  Variabelen 
mit  rationalen  Coefficienten  auf  eine  natürliche  Primzahl  p  als 
Modulus  bezogen  werden,  sich  ebenfalls  auf  Functionen  über- 
tragen lässt,  deren  Coefficienten  beliebige  Zahlen  unseres  Ge- 
bietes 0  sind,  während  als  Modulus  irgend    ein  Primideal  p   auf- 


*)  A.  a.  0.  art.  19. 

**)  Vergl.  §.  7  meiner  Abhandlung  Ueber  die  Discriminanten  endlicher 
Körper  (Göttingen  1882). 
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tritt,  und  da  diese  Uebertragung  für  manche  tiefere  Untersuchung 
erfordert  wird,  so  empfehlen  wir  dem  Leser,  dieselbe  durchzu- 
führen. 


§.  181. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jedes  Ideal  a  durch  Multiplication 
mit  einem  geeigneten  Ideal  m  in  ein  Hauptideal  am  verwandelt 
werden  kann  (§.  177,  IX),  und  wollen  nun  zwei  Ideale  a,  a'  äqui- 
valent nennen,  wenn  beide  durch  Multiplication  mit  einem  und 
demselben  Factor  m  in  Hauptideale  am  =  o^,  a'm  =  o ^'  über- 
gehen; dann  ist  a^'  =  a'/it,  und  wenn  man  die  (ganze  oder  ge- 
brochene) Zahl  ^' ^—^  =  rj  setzt,  so  wird  a'  =  arj.  Umgekehrt, 
wenn  es  eine  Zahl  rj  giebt,  welche  dieser  Bedingung  genügt,  so 
sind  die  Ideale  a,  a'  äquivalent,  weil  dann  aus  am  =  0^1-  auch 
a'm  =  o/u.'  folgt,  wo  ^'  =  ^rj  gewiss  eine  ganze  Zahl  ist.  Zu- 
gleich ergiebt  sich  hieraus,  dass  jeder  Factor  m,  welcher  das  eine 
von  zwei  äquivalenten  Idealen  a,  a'  in  ein  Hauptideal  verwandelt, 
Gleiches  auch  für  das  andere  Ideal  leistet,  und  dass  folglich  je 
zwei  Ideale  a',  a",  die  mit  einem  dritten  Ideal  a  äquivalent  sind, 
stets  auch  mit  einander  äquivalent  sein  müssen.  Auf  diesem 
Satze  beruht  die  Möglichkeit,  alle  Ideale  in  Idealclassen  einzu- 
theilen ;  ist  a  ein  bestimmtes  Ideal ,  so  hat  der  Inbegrifi'  Ä  aller 
mit  a  äquivalenten  Ideale  a,  a',  a"  .  .  .  die  Eigenschaft,  dass  je 
zwei  darin  enthaltene  Ideale  a',  a"  einander  äquivalent  sind,  und 
wenn  a'  irgend  ein  in  A  enthaltenes  Ideal  ist,  so  ist  Ä  zugleich 
der  Inbegriff  aller  mit  a'  äquivalenten  Ideale.  Ein  solches  Sy- 
stem Ä  von  Idealen  nennen  wir  eine  Idcalclasse  oder  auch  kürzer 
eine  (JJasse^  da  eine  Verwechselung  mit  Zahlclassen  hier  nicht 
zu  befürchten  ist;  jede  Classe  Ä  ist  durch  ein  beliebiges  in  ihr 
enthaltenes  Ideal  a  vollständig  bestimmt,  und  letzteres  kann  daher 
immer  als  Repräsentant  der  ganzen  Classe  Ä  angesehen  werden. 

Die  durch  das  Ideal  0  repräsentirte  Classe  wollen  wir  mit 
0  bezeichnen  und  die  Hauptclasse  nennen,  weil  sie  offenbar  aus 
allen  Hauptidealen  orj  besteht. 

Sind  a,  a'  äquivalent,  so  gilt  dasselbe  von  ab,  a'b,  weil  aus 
a'  =  ai^  auch  a'^h  =  (ah)ri  folgt;  sind  ausserdem  b,  b'  äquiva- 
lent, so  folgt  ebenso,  dass  a'b,  a'b',  also  auch  ah,  a'V  äquivalent 
sind.  Durchläuft  daher  a  alle  Ideale  der  Classe  J.,  und  ebenso 
b  alle  Ideale  der  Classe  J5,   so   gehören  alle  Producte  ah  einer 
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und  derselben  Classe  K  an,  die  aber  noch  unendlich  viele  andere 
Ideale  enthalten  kann;  diese  Classe  X  wollen  wir  mit  AB  be- 
zeichnen, und  sie  soll  das  Product  aus  Ä^  B  oder  die  aus  A  und 
B  zusammengesetzte  Classe  heissen.  Offenbar  ist  AB  =  B A^ 
wo  das  Gleichheitszeichen  die  Identität  der  beiden  Classen  be- 
deutet, und  aus  (ab)c=  Q(bc)  folgt  für  drei  beliebige  Classen 
der  Satz  {AB)  C  =  A{B  C).  Man  kann  daher  dieselben  Schlüsse 
anwenden,  wie  bei  der  Multiplication  von  Zahlen  oder  Idealen, 
und  beweisen,  dass  bei  der  Zusammensetzung  von  beliebig  vielen 
Classen  A^^  A2  ,  .  .  Am  die  Anordnung  der  successiven  Multipli- 
cationen,  durch  welche  jedesmal  zwei  Classen  zu  ihrem  Producte 
vereinigt  werden,  keinen  Einfluss  auf  das  Endresultat  hat,  wel- 
ches kurz  durch  A^A.^  .  .  .  Am  bezeichnet  werden  kann  (vergl. 
§.  2).  Sind  die  Ideale  Qi,  Og  .  .  .  a^  Repräsentanten  der  Classen 
A-^^  A2  .  .  .  Am ,  so  ist  das  Ideal  aj  02  .  .  .  a^  ein  Repräsentant 
des  Productes  Ai  A^  .  .  .  A^-  Sind  alle  m  Factoren  =  J.,  so 
heisst  ihr  Product  die  m*®  Potenz  von  A  und  wird  mit  A^  be- 
zeichnet; ausserdem  setzen  wir  A^  =  A  und  A^=0.  Von  be- 
sonderer Wichtigkeit  sind  die  beiden  folgenden  Fälle. 

Aus  Da  =  a  folgt  der  für  jede  Classe  A  gültige  SsiizOA  =  A. 

Da  ferner  jedes  Ideal  a  durch  Multiplication  mit  einem 
Ideal  m  in  ein  Hauptideal  am  verwandelt  werden  kann,  so  giebt 
es  für  jede  Classe  A  eine  zugehörige  Classe  Jf,  welche  der  Be- 
dingung AM=0  genügt,  und  zwar  nur  eine  einzige;  denn  wenn 
die  Classe  M'  ebenfalls  die  Bedingung  AM'  :=  0  erfüllt,  so  folgt 

M'  =  OM'  =  {AM)M'  =  {AM')M=  0M=  M, 
Diese  Classe  M  heisst  die  entgegengesetzte  oder  die  inverse  Classe 
von  J.,  und  sie  soll  durch  A—^  bezeichnet  werden;  offenbar  ist 
umgekehrt  A  die  inverse  Classe  von  A—^.  Definirt  man  ferner 
A—"^  als  die  inverse  Classe  von  J.'",  so  gelten  für  beliebige  ganze 
rationale  Exponenten  r,  s  die  Sätze: 

A'-A^  =  A''+%    (J.^)«  =  J.^%    (ABy  =  A^'B'', 

Endlich  leuchtet  ein,  dass  aus  AB  =  A  C  durch  Multipli- 
cation mit  A-^  stets  B  =  C  folgt. 

Um  nun  tiefer  in  die  Natur  der  Idealclassen  einzudringen, 
wählen  wir  eine  beliebige,  aus  n  ganzen  Zahlen  031,092...  C9„ 
bestehende  Basis  von  0;  dann  wird  jede  Zahl 

03   =  Äi«!    -f    /i.^öa    -f    •   •   •    -f    llnGin,  (1) 

welche  ganze  Coordinaten  \^  J^  -••-{-  hn  hat,  ebenfalls  eine 
ganze  Zahl  des  Körpers.     Legt  man  den  Coordinaten  alle  ganzen 
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Werthe  bei,  welche,  absolut  genommen,  einen  bestimmten  posi- 
tiven Werth  h  nicht  überschreiten,  so  werden  offenbar  die  abso- 
luten Werthe  der  entsprechenden  Zahlen  «,  wenn  sie  reell  sind, 
oder  ihre  analj- tischen  Moduln,  wenn  sie  imaginär  sind,  sämmt- 
lich  ^  rh  sein,  wo  r  die  Summe  der  absoluten  Werthe  oder  der 
Moduln  von  «i,  coq  .  .  .  ojn  bedeutet  und  folglich  eine  von  h 
gänzlich  unabhängige  Constante  ist.  Da  ferner  die  Norm  ^(co) 
ein  Product  aus  n  conjugirten  Zahlen  cj  von  der  obigen  Form 
ist,  so  wird  gleichzeitig 

±N{co)  -^  HJc^\  (2) 

wo  H  ebenfalls  eine  lediglich  von  der  Basis  abhängige  Constante 
bedeutet.     Dann  gilt  der  folgende  Satz: 

I.  Aus  jedem  endlichen  Modid  a,  dessen  Basis  zugleich  eine 
Basis  des  Körpers  Sl  ist^  Icann  man  eine  ganze  ^  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  a  so  auswählen^  dass 

±  N  (a)  '^  H{o,  a)  (3) 

ivird. 

Denn  bestimmt  man,  da  (o,  a)>0  ist  (§.  175),  die  natürliche 
Zahl  Ic  durch  die  Bedingungen 

h^  ^  (o,  a)  <(k  i-  ly  (4) 

und  legt  jeder  der  n  Coordinaten  in  (1)  die  sämmtlichen  (k  -\-  1) 
Werthe  0,  1,  2  ...  /i;  bei,  so  entstehen  lauter  verschiedene  Zahlen 
05,  und  da  ihre  Anzahl  =  (A;  -f-  1)",  also  >  (o,  a)  ist,  so  giebt 
es  unter  ihnen  mindestens  zwei  verschiedene  /3,  7,  welche  nach  a 
congruent  sind;  mithin  wird  ihre  Differenz  ß  —  y  eine  von  Null 
verschiedene,  ganze  Zahl  a  in  a.  Da  nun  die  Coordinaten  der 
Zahlen  /3,  y  in  der  Reihe  0,  1,  2  ...  Ä^  enthalten  sind,  so  über- 
schreiten die  Coordinaten  dieser  Zahl  a,  absolut  genommen,  den 
Werth  h  nicht,  und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (2) 
und  (4)  die  Gleichung  (3),  w.  z.  b.  w. 

Als  eine  unmittelbare  Folgerung  ergiebt  sich  hieraus  der 
Fundamentalsatz : 

II.  In  jeder  Idealclasse  M  giebt  es-  mindestens  ein  Ideal  m, 
dessen  Norm  die  Constante  II  nicht  überschreitet'^)^  und  folglich 
ist  die  Anzahl  der  Idealclassen  endlich. 


*)  Vergl.  H,  Minkowski:  Theoremes  arithmetiqiies  (Compte  rendu  der 
Pariser  Akademie  vom  26.  Januar  1891);  Ueher  die  positiven  quadratischen 
Formen  und  über  kettenhruchähnliche  Algorithmen  (Crelle's  Journal,  Bd.  107). 
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Denn  wendet  man  den  vorigen  Satz  auf  ein  Ideal  a  an, 
welches  nach  Belieben  aus  der  inversen  Classe  M~^  gewählt  ist, 
so  wird  0  a  >  a,  also  o  a  =  a  m ,  wo  m  ein  Ideal  der  Classe  M 
bedeutet;  zugleich  wird  ±  N (a)  =  N{a)N{m)  =  (o,  a)iV(m), 
also  N(m)  <  H.  Bedenkt  man  aber,  dass  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  natürlichen  Zahlen  giebt,  die  den  Werth  H  nicht 
überschreiten,  und  dass  jedes  Ideal  m  (nach  §.  180,  (8))  ein 
Factor  seiner  Norm  ist,  so  ergiebt  sich  (nach  §.  177,  VIII),  dass 
die  Anzahl  der  Ideale  m,  welche  der  Bedingung  N(m)  ^  H  ge- 
nügen, und  folglich  auch  die  Anzahl  der  Idealclassen  M  endlich 
ist,  w.  z.  b.  w. 

Es  leuchtet  nun  unmittelbar  ein,  dass  Alles,  was  wir  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  über  die  Zusammensetzung 
der  ursprünglichen  Classen  erster  Art  gesagt  haben  (§.  149),  sich 
Wort  für  Wort  auf  unsere  Idealclassen  übertragen  lässt.  Wir 
heben  hier  aber  nur  den  einen  Satz  hervor,  dass,  wenn  h  die 
Anzahl  aller  Classen  bedeutet,  jede  Idealclasse  Ä  der  Bedingung 

Ä^=  0 

genügt.  Ist  daher  a  ein  beliebiges  Ideal,  so  ist  a'*  immer  ein 
Hauptideal;  setzt  man  nun 

und 

«0  =  II,       «0  =  Vi^^, 

so  ist  «0  eine  ganze  algebraische  Zahl  (§.  173,  V);  gehört  die- 
selbe dem  Körper  iß,  also  auch  dem  Gebiete  o  an,  so  ist  a 
offenbar  ein  Hauptideal ,  nämlich  =  o  «o  •>  und  es  wird  folglich, 
wenn  a  kein  Hauptideal  ist,  die  Zahl  a^  dem  Körper  ^  gewiss 
nicht  angehören.  Nichtsdestoweniger  findet  auch  im  letzteren 
Falle  zwischen  dem  Ideal  a  und  der  Zahl  «o  der  Zusammenhang 
statt,  dass  a  der  Inbegriff  aller  derjenigen  in  o  enthaltenen 
Zahlen  ist,  welche  durch  a^  theilbar  sind  (§.  174).  Denn  wenn 
oc  in  a  enthalten,  also  a^  durch  a^,  mithin  auch  durch  [i  theilbar 
ist,  so  ist  a  auch  theilbar  durch  v^ii  =  wo;  und  umgekehrt,  ist 
a  eine  in  o  enthaltene   und   durch  a^   theilbare  Zahl,   so   ist  a^ 


Aus  diesen  wichtigen  Untersuchungen ,  welche  in  weiterer  Ausführung 
demnächst  als  besonderes  Werk  {Geometrie  der  Zahlen)  erscheinen  werden, 
geht  unter  Anderem  hervor,  dass  (wenn  n  >  1)  die  Constante  H  kleiner  an- 
genommen werden  darf,  als  die  Quadratwurzel  aus  dem  absoluten  Werthe 
der  Grundzahl  D,  woraus  zugleich  folgt,  dass  D  absolut  >  1  ist. 
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theilbar  durch  «J  ==  ft,  also  auch  durch  a^  woraus  (nach  §.  179) 
leicht  folgt,  dass  a  auch  durch  a  theilbar  ist.  Nennt  man  daher 
eine  solche  Zahl  «o  eine  ideale  Zahl  des  Körpers  Sl  im  Gegen- 
satze zu  den  in  Sl  enthaltenen  ivirMichen  Zahlen,  so  kann  jedes 
Ideal  a  als  der  Inbegriff  aller  in  o  enthaltenen,  durch  eine  wirk- 
liche oder  ideale  Zahl  ccq  theilbaren  Zahlen  angesehen  werden. 
Hieran  knüpfen  wir  den  Beweis  des  folgenden,  schon  früher 
(§.  174)  angekündigten  Satzes: 

III.  Zwei  beliebige  ganze  algebraische  Zahlen  «,  ß  besitzen 
immer  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  do,  ivelcher  in  der  Form 
«lo  -f  ß^o  darstellbar  ist^  ivo  |o,  >?o  ebenfalls  ganze  algebraische 
Zahlen  bedeuten. 

Wir  nehmen  an,  dass  beide  Zahlen  a,  ß  von  Null  verschieden 
sind,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  der  Satz  evident  ist.  Es 
giebt  nun  (nach  §.  164)  immer  einen  endlichen  Körper  ii,  welcher 
beide  Zahlen  oe,  ß  enthält,  und  es  sei  o  wieder  das  System  aller 
ganzen  Zahlen  dieses  Körpers,  ferner  h  die  Anzahl  der  Ideal- 
classen.     Ist  b  der  grösste    gemeinschaftliche  Theiler   der  beiden 

Hauptideale 

ü  a  ==  a  b,     0  /:^  =  b  b, 

so  sind  a,  b  relative  Primideale,  und  dasselbe  gilt  folglich  von 
ihren  Potenzen  ci^*,  b'*.     Setzt  man  nun 

b'*  =  oy, 
wo  y  in  0  enthalten ,   so   wird,  weil  «'*  und  ß^'  durch  b''  theilbar 
sind, 

W^*   =1  ^y^      ßf'   :=  vy^      Oft  =  a^%      OV  =z  b^', 

WO  ft,  V  ebenfalls  in  o  enthalten  und  zwar  relative  Primzahlen 
sind  (§.  178,  XIII);  es  giebt  daher  in  o  zwei  Zahlen  ^,  ö,  welche 
der  Bedingung 

UQ    -\-    V6   =    1 

genügen.  Man  detinire  jetzt  die  zu  b  gehörige  ideale  Zahl  Öq 
und  ferner  die  Zahlen  «o  ?  ßo  durch 

so  wird 

y   =   Oo  ,       ^   =   CCo,       V   =  ßo, 

mithin  sind  a^ ,  ßo  die  zu  a,  b  gehörigen  idealen  ganzen  Zahlen, 
und  ^0  ist  ein  gemeinsamer  Divisor  der  beiden  gegebenen  Zahlen 
a,  ß.     Setzt  man  endlich 

Dirichlet,    Zahlentheorie.  37 
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§0  =  «0      Q^     Vo  =  Pi)     ö, 
SO  sind  lo?  '^o  ganze  Zahlen,  welche  den  Bedingungen 

«0  ^0  -i-  ßoVo  —  '^^     <^^o  -^  ßVo  —  ^0 

genügen,  was  zu  beweisen  war. 

Diese  Zahl  Öq,  aber  auch  jede  mit  ihr  associirte  Zalil,  ver- 
dient den  Namen  des  (jrössten  gemeinschaftlichen  Theilers  von 
a,  /3,  weil  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  dieser  beiden  Zahlen 
in  ^0  aufgehen  niuss.  Da  ferner  jedes  Ideal  b  als  grösster  ge- 
meinschaftlicher Theiler  von  zwei  Hauptidealen  o  a,  o  /3  darstellbar 
ist  (§.  178,  XII),  so  kann  unter  einer  idealen  Zahl  des  Körpers 
£1  auch  jede  Zahl  d'o  verstanden  werden,  welche  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  von  zwei  wirTdichen^  d.  h.  in  d  enthaltenen 
Zahlen  a,  ß  ist. 

Nach  dieser  Abschweifung  kehren  wir  noch  einmal  zu  der 
Eintheilung  aller  Ideale  in  Classen  zurück;  es  giebt  nämlich  einen 
Fall,  für  welchen  es  zweckmässig  sein  kann,  an  Stelle  der  oben 
beschriebenen  Eintheilung  eine  andere  zu  setzen,  die  noch  etwas 
tiefer  eingreift.  Zwei  Hauptideale  Ofi,  ov  sind  ofi'enbar  stets  und 
nur  dann  identisch,  wenn  die  beiden  Zahlen  /it,  v  associirt,  d.  li. 
wenn  v  =r  £  ^  ist,  wo  s  eine  Einheit  bedeutet.  Ist  die  Norm  von  ft 
positiv^  so  ist  sie  zugleich  die  Norm  des  Hauptideals  o^.  Es  kann 
aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Normen  aller  mit  einer 
bestimmten  Zahl  ^  associirten  Zahlen  s^  negaHv  sind;  dies  wird 
immer  und  nur  dann  geschehen,  wenn  es  in  dem  Körper  ^  Zahlen 
von  negativer  Norm,  unter  diesen  aber  keine  Einheit  giebt*). 
In  diesem  Falle  ist  es  für  manche  Untersuchungen  zweckmässige 
zwei  Ideale  a,  a'  nur  dann  äquivalent  zu  nennen,  wenn  es  eine 
Zahl  Yi  von  positiver  Norm  giebt,  welche  der  Bedingung 
ari  ==  a'  genügt,  und  hierdurch  verdoppelt  sich  oöenbar  die 
Anzahl  der  Idealclassen ;  die  Hauptclasse  0  besteht  nur  noch 
aus  denjenigen  Hauptidealen  o^,  welche  den  Zahlen  ^  von  posi- 
tiver Norm  entsprechen,  während  die  übrigen  Hauptideale  eine 
besondere,    sich    selbst    entgegengesetzte    Classe  bilden*").     Die 


*)  Der  Grad  n  eines  solchen  Körpers  il  muss,  wie  leicht  zu  sehen, 
eine  gerade  Zahl,  und  unter  den  mit  £i  coiijugirteu  Körpern  müssen  auch 
solche  sein,  welche  aus  lauter  reellen  Zahlen  bestehen.  Ein  solcher  Körper 
ist  z.  B.  der  quadratische  Körper,  dessen  Grundzahl  =  -f-  12,  während  der 
von  der  Grundzahl  -f-  8  diese  Eigenschaft  nicht  besitzt. 

**)  Eine    noch    weiter   gehende    Beschränkung   erhält   man   durch    die 
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allgemeinen  Sätze  über  die  Zusammensetzung  der  Classen  werden 
aber  hierdurcb  nicbt  geändert.  Mau  kann  auch  leicht  beweisen, 
dass  jedes  Ideal  a  in  ein  Ideal  der  jetzigen  Hauptclasse  0  ver- 
wandelt werden  kann  durch  Multiplication  mit  einem  Factor  m, 
welcher  relatives  Primideal  zu  einem  beliebig  gegebenen  Ideal  b 
ist;  denn  hat  man  (nach  §.  178,  X)  aus  a  eine  Zahl  a  so  aus- 
gewählt, dass  ab  4-  0«  =  a  wird,  so  hat  (nach  §.  180)  jede  Zahl  /i, 
welche  ^  a  (mod.  ah)  ist,  dieselbe  Eigenschaft,  und  es  braucht 
nur  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  es  unter  diesen  Zahlen  ^  auch 
solche  von  positiver  Norm  giebt;  dies  erreicht  man  oftenbar, 
wenn  man  ^  =  a  -\-  m  setzt  und  die  durch  ah  theilbare  natür- 
liche Zahl  m  so  gross  wählt,  dass  alle  mit  ^  conjugirten  reellen 
Zahlen  positiv  ausfallen;  aus  o(c«  -j-  m)  =  am  ergiebt  sich  dann 
der  verlangte  Factor  m.  Den  hiermit  in  erweitertem  Umfange 
bewiesenen  8atz  kann  man  offenbar  auch  so  aussprechen : 

IV.  In  jeder  IdeaJclasse  M  (jieht  es  Ideale  m,  die  mit  einem 
beliebig  gegebenen  Ideale  Iteinen  gemeinschaftlichen  Theiler  ausser  o 
habe]). 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir,  dass  man  die  Eintheilung  der 
Ideale  in  Classen  auf  alle  Moduln  von  der  Form  (8)  in  §.  175 
übertragen  kann,  indem  man  zwei  solche  Moduln  a,  a'  äquivalent 
nennt  und  in  dieselbe  Modulclasse  A  aufnimmt,  wenn  es  eine 
Zahl  7]  giebt,  welche  der  Bedingung  ari=za'  genügt.  Alle  Moduln 
einer  Classe  A  haben  dieselbe  Ordnung  n,  und  die  Hauptclasse 
dieser  Ordnung  besteht  aus  allen  Hauptmoduln  ni?,  wo  ?^  jede 
von  Null  verschiedene  Zahl  des  Körpers  .ß  bedeutet.  Jede  Classe 
besteht  aus  unendlich  vielen  ganzen  und  gebrochenen  Moduln; 
eine  Classe  von  der  Ordnung  o  besteht  aus  Idealen  und  Ideal- 
brüchen (Anm.  auf  S.  560j,  und  das  System  der  orsteren  ist  eine 
Idealclasse  im  obigen  Sinne.  Durchlaufen  a,  b  resp.  alle  Moduln 
der  Classen  ^1,  7i,  so  bilden  die  Producte  ah  eine  Classe  AB, 
und  die  Quotienten  b  :  ti  eine  Classe  B  :  A,  woraus  auch  die 
Bedeutung  der  Zeichen  A^  und  .4.-^  einleuchtet;  ebenso  bilden 
die  Complemente  aller  in  einer  Classe  enthaltenen  Moduln  eine 
Classe  (Anm.  auf  Seite  536).  Je  nachdem  eine  Classe  aus  lauter 
eigentlichen  oder  aus  lauter  uneigentlichen  Moduln  besteht 
(S.  506),  heisse   sie   eine   eigentliche    oder  uneigentliche   Classe. 


Forderung,   dass  jede  mit  der  erzeugenden  Zahl  ,m   conjugirte  reelle  Zahl 
positiv  sein  soll. 

37* 
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Durch  das  Auftreten  der  letzteren  wird  (schon  bei  Körpern  dritten 
Grades)  diese  Theorie,  welche  für  gewisse  Untersuchungen  (z.  ]>. 
über  höhere  Reciprocitätsgesetze)  doch  unerlässlich  scheint,  nicht 
wenig  erschwert*).  Schon  der  Beweis,  dass  die  Anzahl  der  zu 
einer  bestimmten  Ordnung  n  gehörenden  Classen  Ä  endlich  ist, 
muss  etwas  anders  geführt  werden,  wie  oben  für  die  Ideale,  etwa 
in  folgender  Weise.  Greift  man  nach  Belieben  aus  Ä  einen 
durch  die  Ordnung  n  theilbaren  Modul  a  heraus,  und  wendet  auf 
ihn  den  Satz  I  an,  so  wird  a«  >  na  >  a  >  n  >  o,  also  (ü,  a) 
=  (ü,  n)(n,  a),  und  da  (nach  §.  175,  (12))  zugleich  +  N(a)  = 
(a,  acc)  ■=  (a,  na)  (na,  aa)  ^=  (a,  nwj  (n,  a)  ist,  so  folgt  (a,  naj 
^  i/(o,n);  also  giebt  es  in  jeder  Classe  Ä  der  Ordnung  ii 
mindestens  einen  Modul  a'  =  a«~^,  welcher  den  Bedingungen 
n  >  a'  und  (a\  n)  <  H(o^  n)  genügt.  Betrachtet  man  aber  eine 
bestimmte  der  (in  endlicher  Anzahl  vorhandenenj  natürlichen 
Zahlen  m,  welche  -^  H(o^  n)  sind,  und  bedenkt,  dass  (nw~^,  n) 
=  (n,  n7H)  =  m"  >  0  ist,  so  folgt  aus  den  Sätzen  I  und  II  in 
§.  171,  dass  die  Anzahl  aller  Moduln  a',  welche  den  Bedingungen 
n  >  a'  und  (ci',  n)  =  w,  also  auch  a'  >  nm-'^  genügen,  endlich 
ist.  Mithin  ist  auch  die  Anzahl  der  Classen  Ä  von  der  Ordnung 
n  endlich,  was  zu  beweisen  war. 


§.  182. 

Die  Theorie  der  Ideale  eines  Körpers  Sl  hängt  unmittelbar 
zusammen  mit  der  Theorie  der  zerlegbaren  Formen,  welche  dem- 
selben Körper  entsprechen**);  wir  beschränken  uns  hier  darauf, 
diesen  Zusammenhang  in  seinen  Grundzügen  anzudeuten. 

Es  sei  X  eine  ganze  homogene  Function  n*"'  Grades  von  n 
unabhängigen  Variabelen  Xi,  x^  .  .  .  ,r,„  und  wir  wollen  annehmen, 
dieselbe  sei  eine  zerlegbare  Form,  d.  h.  sie  lasse  sich  als  Product 
von  n  linearen  Functionen  ?<i,  n.y  .  .  .  ?<>»  darstellen.  Alsdann  ver- 
stehen wir  unter  der  Discriminante  der  Form  X  das  Quadrat 


*)  In  einem  gewissen  Umfange  ist  sie  behandelt  in  meiner  Schrift: 
Ueber  die  Anzahl  der  Ideal  -  Classen  in  den  verschiedenen  Ordnungen  eines 
endlichen  Körpers  (Braun schweig  1877).    Vergl.  §.  187. 

**)  Solche  Formen  sind  zuerst  von  Lagrange  betrachtet  in  der  Ab- 
handlung: Snr  la  Solution  des  jwohlenies  indetermines  du  second  degre. 
§.  VI.  Mem.  de  l'Ac.  de  Berlin.  T.  XXIII,  1769.  (OEuvres  de  L.  T.  II, 
1868,  p.  375.)  —  Additions  aux  FÄhnens  d' Algehre  par  L.  Eider.     §.  IX. 
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^  ±  V' 


d  IL, 


dUnV 


=  ^(X) 


(1) 


c  Xi  c  x^  'd  Xf 

der  Functional-Determinante,  welche  aus  den  in  den  Factoren  u 
auftretenden  constanten  Coefficienten  gebildet  ist*).  Nun  sind 
zwar,  wenn 

X  =  Ui    11.2    .   .   .  Un  (2) 

eine  solche  gegebene  zerlegbare  Form  ist,  die  Functionen  m^,  u.2... 
Un  nur  bis   auf  constante  Factoren   bestimmt,  und   man  könnte 


sie,  ohne  X  zu  ändern,    durch   c^u-^^  CoU^ 


CnUn  ersetzen,  wo 


'11 


Cn  beliebige  Constanten  bedeuten,  die  nur  der  Bedingung 
genügen  müssen,  dass  ihr  Product  =  1  ist;  hieraus  ergiebt  sich 
aber,  dass  ^(X)  von  der  Wahl  dieser  Constanten  unabhängig, 
also  durch  die  Form  X  allein  vollständig  bestimmt  ist.  Dasselbe 
folgt  auch  aus  dem  Satze 

dnogX  gMogX 


X2  V  + 


d  Xi  d  Xi    d  X.2  c  X.2 


82  log  X 


=  (-l)»z/(X),     (3) 


welcher  aus 


d   loglfj      0  log  Ml  0  logi(i 


d^  log  X 

d  Xr  d  Xs 

d  logt«.2 


C  Xr 


dx. 


+ 


+ 


d  log  Un    d   l0gW„ 


CXy 


d  Xr  d  Xs 

hervorgeht  und  leicht  in  verschiedene  andere  P'ormen,  z.  B. 

8  X  d  X 


ÖXs 


X 

dX  

d  Xi     d  Xi  d  Xi  d  Xi  d  Xn 


d  x-i 
82  X 


82  X 


8  X      82  X 


82  X 


=  (—  l)"X»-iz/(X) 


(4) 


C7  Xn     O  Xfi  O  X^  O  Xn  O  Ji n 

umgewandelt  werden  kann.  Besitzt  X  lauter  ganze  rationale 
Coefticienten,  so  wollen  wir  deren  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  t  auch  den  Theiler  der  Form  X  nennen  (vergh  §.  61); 
da  sich  nun  leicht  allgemein  zeigen  lässt,  dass  der  Theiler  eines 
Productes  aus  beliebigen  Formen  mit  ganzen  rationalen  Coeffi- 
cienten  gleich    dem    Producte    aus    den    Theilern    der   einzelnen 


*)  Hermite:  Sur  la  theorie  des  formes  quadratiqiies  (Crelle's  Journal, 
Bd.  47,  S.  331).  —  Die  Discriminante  der  binären  quadratischen  Form 
ax^  -\-  h  xy  -\-  cy"^  ist  =  62  —  4  a  c. 
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Formen  ist'-'),  so  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  dassz/(X) 
eine  ganze  rationale,  durch  P  theilbare  Zahl  ist.  Wir  bemerken 
ferner,  dass  zl(aX)  =  a'^ ^ (X)  ist,  wenn  a  irgend  einen  con- 
stanten  Factor  bedeutet. 

Wir  beschränken  uns  nun  auf  die  Betrachtung  derjenigen 
zerlegbaren  Formen  X^  welche  den  Idealen  des  Körpers  Sl  ent- 
sprechen und  auf  die  folgende  Weise  entstehen.  Zunächst  wählen 
wir  eine  bestimmte  Basis  «j,  Wg  .  •  •  «n  für  das  aus  allen  ganzen 
Zahlen  w  des  Körpers  bestehende  Ideal 

0  =  [wi,  »2  .  .  .  w„]  (5) 

und  setzen  (wie  in  §.  175)  die  Grundzahl  des  Körpers,  d.  h.  die 
Discriminante 

^{O)  =  ^J  (Ol,   0)2   ..   .   COn)  =   B.  (6) 

Nach  §.  177  (S.  552)  ist  jedes  Ideal  a  ein  endlicher  Modul 
von  der  Form 

a   r^   [«1,   «2    .   .   .   «n],  (7) 

WO  die  Zahlen  «,.  zugleich  eine  Basis  des  Körpers  Sl  bilden.  Da 
dieselben  ganze  Zahlen  sind,  so  gelten  n  Gleichungen  von  der 
Form  **) 

a,.  z=  ^Clr^cCOi,  (8) 

wo  die  Coordinaten  ar,s  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  zwar 
wollen  wir  die  Basiszahlen  stets ,  wie  wir  ein  -  für  allemal  be- 
merken, so  wählen,  dass  die  aus  diesen  Coordinaten  gebildete 
Determinante  einen  positiven  Wertli  erhält,  dass  also 

V   ±   «1,1  «2,2    •   •   .   Cln,n  =   (ü,   «)   =   iV  (u)  (9) 

wird  (nach  §.  172,  VII).  Aus  den  vorstehenden  Gleichungen 
folgt  ferner  (nach  §.  175,  (7)  oder  (9)),  dass  die  von  der  Wahl 
der  Basis  unabhängige  Discriminante 

z/(a)  =  ^(«1,  «2  .  .  .  «n)  =  i>iV(a)2  (10) 

ist. 


*)  Vergl.  Gauss:  D.  A.  art.  42  und  meine  Abhandlung:  lieber  eitlen 
arithmetiscJien  Satz  von  Gauss  (Mittheiluugen  d.  Deutschen  math.  Ges.  in 
Prag.     1892). 

**)  Wir  bezeichnen  in  der  Folge  mit  *,  t',  i"  .  .  ,  ausschliesshch  Sum- 
mationsbuchstaben ,  welche  die  n  Werthe  1,  2  ...  n  durchlaufen  sollen, 
und  ein  einfaches  Summenzeichen  2"  bezieht  sich  stets  auf  aiZe  solche,  hinter 
demselben  auftretende  *,  t',  *"  .  .  .,  während  /',  s  .  .  .  constante  Indices  be- 
deuten. 
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Wir  führen  jetzt  ein  System  von  n  unabhängigen  Variabelen 
Xi^  x-i  .  .  .  Xn  und  die  homogene  lineare  Function 

«  =  ^x,,a,,  (11) 

ein;  dann  kann  man,  weil  jedes  Product  «^. gj«  in  dem  hleal  a 
enthalten  ist, 

«  «r  =  X  Xr^i  OCi  =  ^  Xy^,  a^^c  a,,  (12) 

setzen,  wo  die  w^  Grössen  ^v,s  homogene  lineare  Functionen  der 
V^eränderlichen  x^^  x^  .  .  .  Xn  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten 
bedeuten;  setzt  man  daher  die  aus  ihnen  gebildete  Determinante 

^    i   ^'l,l<^2,2   •   .   •  Xn^n  =    ^i  (13) 

so  ist  X.  eine  ganze  homogene  Function  der  n  Variabelen  x„  deren 
Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind,  und  wir  wollen  sagen, 
diese  Form  X  entspreche  der  Basis  «i ,  «3  •  •  •  ^n  des  Ideals  a. 
So  oft  nun  die  Variabelen  Xt  rationale  Werthe  erhalten,  wird  « 
eine  Zahl  des  Körpers  ii,  und  aus  (12)  folgt  (nach  §.  167,  (12))i 
dass  die  Norm  von  a  durch  MultipUcation  der  beiden  aus  den 
Grössen  Xi^,'  und  a,,^^  gebildeten  Determinanten  (9)  und  (13)  ent- 
steht, dass  also 

N{a)  =  N{a)  X  (14) 

ist;  da  nun  diese  Norm  das  Product  der  n  mit  a  conjugirten 
Zahlen,  welche  homogene  lineare  Functionen  der  Variabelen  x, 
sind,  und  da  zufolge  (10)  die  Discriminante  dieses  Productes 
=  DN(a)^  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  X  ebenfalls  eine  zerlegbare 
Form,  und  dass  ihre  Discriminante 

J(X)  =  I)  (15) 

ist. 

Legt  man  den  Variabelen  x^  ganze  rationale  Werthe  bei,  so 
wird  a.  theilbar  durch  a,  und  umgekehrt  wird  jede  Zahl  des 
Ideals  a  durch  ein  und  nur  ein  solches  System  von  Werthen  x^ 
erzeugt;  dann  ist 

0  «  =r  a  in,    N{a)  ==  iV (a)  X  =r  +  N{(x)  N{\\\), 
mithin 

X  =  ±  N{m)  =  ±  (a,  0  a).  (16) 

Ist  nun  Ti  eine  behebig  gegebene  natürliche  Zahl,  so  kann  man 
(nach  §.  178,  XI)  die  Zahl  a  aus  dem  Ideal  a  so  auswählen, 
dass  m  relatives  Primideal  zu  l,  also  (nach  §.  180,  I)  der  zu- 
gehörige Wertli  det  Form  X  relative  PrimzaU  zu  h  wird,  woraus 
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unmittelbar  folgt,  dass  X  eine  iirspfimgliche y  d.  h.  eine  solche 
Form  ist,  deren  Coefficienten  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben. 

Verfährt  man  bei  der  Eintheilung  der  Ideale  in  Classen 
nach  der  schärferen  Regel,  welche  auf  S.  578  besclirieben  ist 
—  und  dies  soll  im  Folgenden  immer  geschehen  — ,  so  wird, 
wenn  a  der  Classe  Ä  angehört,  und  m  jedes  beliebige  Ideal 
der  inversen  Glasse  Ä~'^  bedeutet,  immer  eine  Zahl  a  von 
positiver  Norm  existiren,  welche  der  Bedingung  o  a  =  a  m  genügt, 
und  gleichzeitig  wird  X  =  -|-  N(m.) ;  mithin  können  durch  die 
Form  X  die  Normen  aller  in  der  Classe  Ä~^  enthaltenen  Ideale 
m  dargestellt  werden  (vergl.  §.  60).  Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass 
jeder  durch  die  Form  X  darstellbare  positive  Werth,  welcher 
ganzen  rationalen  Werthen  der  Variabelen  x,  entspricht,  die 
Norm  eines  solchen  Ideals  m  ist. 

Wählt  man  für  dasselbe  Ideal  a  ein  beliebiges  anderes  System 
von  ßasiszahlen  ß^^  ß^  -  -  -  ßn,  die  aber  ebenfalls  der  Bedingung 
genügen,  dass  die  aus  ihren  Coordinaten  gebildete  Determinante 
positiv  ist,  so  ist 

ßr  =   ^Cr,,ar,       ^   ±   Ci.iC2,2   •   •   •   Cn,n  =    +    1  (17) 

und  die  der  Basis  «i ,  «2  •  •  •  «n  entsprechende  Form  X  geht 
durch  die  Substitution 

^r=   Ic.^rVi,  (18) 

deren  Coefficienten  c,,^'  ganze  rationale  Zahlen  sind,  in  eine 
äquivalente  Form  Y  über,  welche  der  neuen  Basis  entspricht  und 
eine  ganze  homogene  Function  der  neuen  Variabelen  y^  ist. 
Umgekehrt,  wenn  Y  mit  X  äquivalent  ist,  d.  h.  wenn  X  durch 
eine  Substitution  von  der  Form  (18)  mit  ganzen  rationalen 
Coefficienten  c,^,^,  deren  Determinante  =  -|-  1  ist,  in  Y  übergeht, 
so  giebt  es  offenbar  eine  Basis  des  Ideals  a,  welcher  diese  Form 

Y  entspricht.  Allen  Basen  desselben  Ideals  a  entspricht  daher 
eine   bestimmte  Formenclasse^  d.  h.  ein   System   von  Formen  X 

Y  .  .  .  der  Art,  dass  je  zwei  von  ihnen  einander  äquivalent  sind, 
und  wir  wollen  sagen,  dass  diese  Formenclasse  dem  Ideale  a 
entspricht.  Ist  ferner  a'  ein  beliebiges  mit  a  äquivalentes  Ideal, 
so  giebt  es  eine  Zahl  r}  von  positiver  Norm,  welche  der  Be- 
dingung arj  =  a'  genügt;  dann  bilden  die  w  Producta  t;«,  eine 
Basis    von    a',  und   aus    (12)    geht    durch    Multiplication   mit   i] 
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hervor,  dass  die  Form  X  auch  dem  Ideal  a',  mithin  die  Formen- 
classe  auch  allen  Idealen  der  Classe  Ä  entspricht.  Jeder  Ideal- 
classe  entspricht  daher  eine  bestimmte  Formenclasse.  Die 
schwierigere  Frage  aber,  ob  mehreren  verschiedenen  Idealclassen 
eine  und  dieselbe  Formenclasse  entsprechen  kann,  müssen  wir 
der  Kürze  halber  hier  unerörtert  lassen.  Dasselbe  gilt  von  der 
Aufgabe,  alle  Transformationen  der  Form  X  in  sich  selbst  zu 
finden,  und  wir  beschränken  uns  auf  die  einleuchtende  Bemerkung, 
dass  durch  jede  Einheit  £,  deren  Norm  positiv,  also  =  -[-  1  ist, 
eine  solche  Transformation  erzeugt  wird,  weil  die  n  Zahlen  £«, 
ebenfalls  eine  Basis  des  Ideals  a  bilden  (vergl.  §§.  62,  83 — 85). 
Die  Composition  der  Formen  X  entspricht  der  Multiplication 
der  Ideale.     Es  seien  zwei  beliebige  Ideale 

a  =  [«1,  «.,...  «„],    b  =  [/3i,  ft  .  .  .  ßn]  (19) 

mit  bestimmten  Basen  a,^  ßi  gegeben,  so  kann  man  ihr  Product 

ab  =  c  =  [y^,  72  .  .  •  yn]  (20) 

setzen;  aus  dem  Begriffe  der  Multiplication  der  Moduln  (§.  170) 
folgt  aber  unmittelbar,  dass  a  b  ein  endlicher  Modul  ist,  welcher 
die  n-  Producte  a^ßi'  zu  Basiszahlen  hat;  zwischen  diesen  und 
den  71  Basiszahlen  y^  desselben  Moduls  müssen  daher  (zufolge 
§.  172,  (25)  bis  (30))  Relationen  von  der  Form 

«,-  ßs  -=  ^i^r  Vo      yr  =  ^  (ir'  «.  ß.'  (21) 

stattfinden,  wo  die  Coefficienten  p,  q  ganze  rationale  Zahlen 
sind;  die  sämmtlichen  Determinanten  P,  welche  sich  aus  je  n 
der  n'-^  Zeilen 

r,s  r,s  r,s  ^  r,  s  /'00\ 

Pl     ,      p-2      '    .   •  iV-1,      Pn  {^^) 

bilden  lassen,  sind  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler.  Man 
führe  jetzt  drei  Systeme  von  je  n  Variabelen  Xi,  y^^  z,  ein  und  setze 

«  =  ^^.«,,     ß=--yij,ß,,     y  =  '^z,y,,  (23) 

so  "\vird 

N(ol)  =  N{a)  X,  N(ß)  =  N{b)  Y,  N{y)  =  N(c)  Z,  (24) 
wo  X,  r,  Z  die  den  obigen  Basen  der  Ideale  a,  b,  c  entsprechen- 
den Formen  bedeuten.  Macht  man  nun  die  Variabelen  Zi  durch 
die  bilineare  Substitution 

z,.  ^Ipfx.y.  (25) 

zu  Functionen  der  Variabelen  i\,  ;?/„  so  wird 

y  =  ccß,  also  N(y)  =  X(«)X(/3),  (26) 

und  da  ausserdem  N(c)  —  N(a)  N(b)  ist,  so  folgt 

Z=XY\  (27) 
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d.  h.  die  Form  Z  geht  durch  die  Substitution  (25)  in  das  Product 
der  beiden  Formen  X,  Y  über,  und  wir  wollen  deshalb  sagen, 
die  Form  Z  sei  aus  den  beiden  Formen  X,  Y  zusam^nengesetzt. 
Diese  Formen  sind  durch  die  Substitution  (25)  vollständig 
bestimmt.     Aus  (26)  folgt  nämlich  zunächst 

.      aß,.=  ^^Yn  (28) 

nun  lassen  sich  die  Zahlen  /t,  weil  sie  in  c  und  also  auch  in  b 
enthalten  sind,  in  der  Form 

darstellen,  wo   die   Coefficienten  c,^i>  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten, deren  Determinante 

2   ±   Ci,i  ^2,2  .   .   .   Cn^n  =   (b,   C)  —   N  (ü) 

ist;  es  wird  mithin 

Clfr 

woraus 

JV(a)=.i^(a)v4■|^|^...|^^ 
also 

X=  V  +|j!i  |£2  ...  |f!?  (29) 

folgt.     Auf  ganz   ähnliche  Weise   ergiebt  sich  natürlich  aus  den 
Gleichungen 

^«.  =  i;^V.  ■  (30) 

die  Form 

y  \'    -I-  "^        ^^    .   .   .  **  .  /  Q  l  ^ 

C  X-^   C  OC2  0  OCfi 

Unsere  obigen  Gleichungen  (12)  und  (13)  gehen  offenbar 
durch  die  specielle  Annahme  b  r=  0  aus  den  allgemeinen  Glei- 
chungen (28)  und  (29)  hervor.  Die  in  den  letzteren  auftretenden 
n^  Grössen 

|^=v./,.^^  (32) 

dys  '" 

sind  homogene  lineare  Functionen  der  n  Variabelen  x^  mit  ganzen 

rationalen  Coefficienten  p^^^',  und  zwar  sind 

Pm  1     Pm    ♦   •  •  Pm         »     Pm  K'^'^) 

die   in   einer  und  derselben  Zeile  enthaltenen  Coefticienten.     Es 
ist   nun   von   Wichtigkeit,   dass   umgekehrt   die    n  Variabelen  Xt 
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sich  (auf  unendlich  viele  Arten)  als  homogene  lineare  Functionen 
der  n'^  Grössen  (32)  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  darstellen 
lassen ,  oder ,  was  offenbar  auf  dasselbe  hinauskommt ,  dass  die 
sämmtlichen  Determinanten  i?,  welche  aus  je  n  von  den  n^  Zeilen 
(33)  gebildet  und  von  den  oben  mit  P  bezeichneten  Determi- 
nanten wohl  zu  unterscheiden  sind,  ebenfalls  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben.  Um  dies  Letztere  zu  beweisen, 
bemerken  wir  zunächst,  dass  die  Determinanten  R  gewiss  nicht 
alle  verschwinden ;  denn  betrachtet  man  z.  B.  solche  n  Zeilen  (33), 
in  welchen  der  Index  s  ungeändert  bleibt,  so  ist,  wie  sich  durch 
Vertauschung  der  Horizontal-  und  Verticalreihen  unter  Berück- 
sichtigung von  (21)  leicht  ergiebt,  die  entsprechende  Determinante 


Ih 


l,s 


n.t 


Pn 


Pl 


l,s 


Pn 


n,  s  n,s 

Pl     ■  ■  .  Pn 


.V  (b)  ' 


also  von  Null  verschieden.  Bedeutet  nun  e  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  aller  Determinanten  R,  so  folgt  aus  unserer 
allgemeinen  Untersuchung  über  die  Reduction  eines  endlichen 
Moduls  auf  eine  irreducibele  Basis  (§.  172),  dass  sich  zwei  Systeme 
von  ganzen  rationalen  Zahlen  hlf  und  Cr^s-  aufstellen  lassen, 
welche  den  Bedingungen 


'n,n 


genügen^-).  Hierauf  definire  man  n  Zahlen  ^,  durch  die  Gleichungen 

*)  Man  braucht  nur  n  beliebige,  aber  von  einander  unabhängige  Zahlen 
ci[  zu  wählen  und  den  Modul,  dessen  Basis  aus  den  n^  Summen 

^m    ^Pm    ^i 

besteht,  auf  eine  irreducibele,  also  aus  n  Zahlen 
bestehende  Basis  zu  reduciren,  so  wird 

Cm  -^  'hn  ^11 

und  hieraus  ergeben  sich  die  obigen  Beziehungen.  —  Bedeuten  a,  b  beliebige 
Moduln  von  der  Form  (8)  in  §.  175,  und  wählt  man  für  die  ti  Zahlen  (([ 
die  zu  Cd  complementären  Zahlen  (§.  167  und  §.  175  Anm.),  so  wird 
£j*>=z:  ß^y'^,  wo  die  Zahlen  y[  complementär  zu  y^  sind,  und  hieraus  er- 
giebt sich  (nach  §.  172),  dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler  e  =  (a',  b  c') 
ist,  wo  a',  b',  c'  die  zu  ü,  b,  c  complementären  Moduln  bedeuten;  sind  aber 
a,  b  (also  auch  c)  Idealbrüche  (Anm.  zu  §§.  178,  180),  so  gilt  dasselbe  von 
a',  b',  c',  und  aus  §.  170,  VII  folgt  leicht,  dass  in  diesem  Falle  a'  =  b  c', 
also  e  =  l  ist. 
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aus  denen  durch  Umkehrung 

folgt,  wo  die  Coefficienten  e',^,>  ganze  rationale  Zahlen  sind,  deren 
Determinante 

-—    IL   '   1,1  f  2,2   •   •    •   ^  n,n   <- 

ist,  weil 

^ß'/,r<?,,s  =  e  oder  =  0 
ist,  je   nachdem   r,  .s   gleich   oder  ungleich  sind.     Mit  Rücksicht 
auf  (21)  folgt  nun  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 

mithin  ist  bft,.  theilbar  durch  ei  =  eab,  also  ft,.  theilbar  durch 
e  a,  und  hieraus  folgt,  dass  alle  Coefficienten  e',^e  durch  e  theilbar 
sind,  mithin  e  =  1  ist.  was  zu  beweisen  war. 

Derselbe  Satz  gilt  selbstverständlich  auch  für  die  Determi- 
nanten S,  welche  aus  ]q  n  Zeilen  von  der  Form 

Pm  ,     ]^m    '   '   '  J^m         ,      Pnl  (34) 

gebildet  sind;  also  lassen  sich  die  n  Variabelen  y,  auch  als  homo- 
gene lineare  Functionen  der  n^  Grössen 

|^'  =  vpn.,^  (35) 

und  zwar  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  darstellen. 

Ganz  ähnliche  Eigenschaften,  wie  die  linearen  Functionen 
(32)  und  (35),  besitzen  auch  die  aus  ihnen  gebildeten  Determi- 
nanten (n  —  1)**^"  Grades,  d.  h.  die  Coefficienten,  mit  welchen 
sie  in  den  Determinanten  (29)  und  (31)  behaftet  sind.  Das  Ideal 
n  besitzt  (nach  §.  180)  ein  durch  die  Bedingung  oN{a)  =  aa' 
bestimmtes  Supplement*) 

a'  =  [a\,a',  .  .  .«'„],  (36) 

dessen  Basis  wir  beliebig  wählen ;  bedeutet  nun  «  wieder  irgend 
eine  Zahl  des  Ideals  a,  und  setzt  man,  Avie  in  (16),  oa  ==  am, 
so  folgt,  wenn  man  mit  m'  das  Supplement  von  m  bezeichnet, 

0  iV(a)  =  0  N(a)  JN^(m)  =r  aa'm  m'  =  «  a'  m'; 


*)  Dieses  Ideal  a'  und  seine  Basiszahlen  a'i  dürfen  natürlich  nicht  ver- 
wechselt werden  mit  dem  in  der  vorigen  Anmerkung  erwähnten  Complement 
von  a  und  mit  den  zu  ««  complementären  Zahlen. 
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es  ergiebt  sich  daher  von  Neuem,  class  N (a)  durch  «  theilbar 
ist  (§.  176,  IV),  und  wenn  «'  das  durch  die  Gleichung 

jSr(oc)  =  aa'  (37) 

detinirte  Supplement  der  Zahl  a  bedeutet,  so  folgt  oa'  ==  a'm', 
d.  h.  a'  ist  theilbar  durch  a'.  also  von  der  Form 

«'  =  lx\a\,  (38) 

wo  die  u  Coefücienten  x',,  ganze  rationale  Zahlen  sind,  die  in 
bestimmter  Weise  von  den  ganzen  rationalen  Zahlen  Xi  in  (11) 
oder  (23)  abhängen.  Setzt  man  nun  wieder  a  b  =  c  und  behält 
alle  hierauf  bezüglichen,  im  Vorhergehenden  gebrauchten  Be- 
zeichnungen bei,  so  folgt  a'c  ^=  hN{ci)\  man  kann  daher,  wenn 
man  die  Grössen  x\  in  (38)  als  willkürliche  Variabele  ansieht, 
n  Gleiclmngen  von  der  Form 

oc'y,.==N(a)yx'r,.ß,  (39) 

aufstellen,  welche  den  Gleichungen  (28)  entsprechen;  die  n^  Grössen 
x't^if  sind  homogene  lineare  Functionen  der  n  Variabelen  x'i  mit 
ganzen  rationalen  Coefficienten ,  und  umgekehrt  lassen  sich,  wie 
oben  gezeigt  ist,  die  Variabelen  x\  (auf  unendlich  viele  Arten) 
als  ebensolche  Functionen  von  den  Grössen  x'i^it  darstellen. 
Multiplicirt  man  aber  (39)  mit  a  unter  Berücksichtigung  von 
(37)  und  (24),  so  ergiebt  -sich 

Xyr^  oc:ix'r^,ß„  (40) 

und  hieraus  geht  mit  Rücksicht  auf  (28)  hervor,  dass  x',n,s  der 
Coefticient  ist,  mit  welchem  das  Element  (32)  in  der  Determinante 
(29)  multiplicirt  wird.  Die  sämratlichen  Grössen  x\^t>  und  folg- 
lich auch  die  Grössen  x\^  welche  letzteren  offenbar  von  der 
Wahl  der  Basis  des  Ideals  a'  abhängen,  sind  daher  ganze  homo- 
gene Functionen  (n  —  1)*^"  Grades  von  den  Variabelen  x^  mit 
ganzen  rationalen  Coefficienten,  und  hiermit  ist  unsere  obige 
Behauptung  bewiesen.  — 

Auf  diese  kurze  Darstellung  der  wichtigsten  Eigenschaften 
der  Formen  X  müssen  wir  uns  hier  beschränken;  allein  wir 
dürfen  nicht  unterlassen,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
diese  Formen  X,  deren  Discriminante  =  D  ist,  nur  einen  un- 
endlich kleinen  Theil  aller  zerlegbaren  Formen  bilden,  welche  dem 
Körper  Sl  entsprechen,  und  wir  wollen  hierüber  wenigstens  noch 
Folgendes  bemerken.  Bedeutet  a  in  (7)  einen  beliebigen  Modul, 
dessen  Basis  zugleich  eine  Basis  des  Körpers  Sl  ist,  und  verfährt 
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man  mit  a  genau  ebenso,  wie  oben  in  den  Gleichungen  (11)  bis 
(16)  mit  dem  Ideal  o,  indem  man  nur  an  Stelle  von  o  die  Ordnung  n 
des  Moduls  a  eintreten  lässt,  so  gelangt  man  zu  einer  entsprechenden 
zerlegbaren  Form  X==4:(a,  na),  deren  Discriminante  =  i)(t),  n)^ 
=  z/(n)  ist.  Wir  nennen  die  Zahl  (o,  n)  den  Index  und  den 
Quotient  n  :  o  den  Führer  der  Ordnimg  n;  der  letztere  ist  immer 
ein  Idecd  und  zwar  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  durch  n 
theilbaren  Ideale,  und  der  Index  ist  immer  theilbar  durch  den 
Führer*). 


§.  183. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  in  einem 
endlichen  Körper  Sl  enthaltenen  ganzen  Zahlen  ist  die  Frage 
nach  dem  Inbegrifi*  aller  unter  ihnen  befindlichen  Einheiten 
(§§.  174,  176).  Im  Körper  B  der  rationalen  Zahlen  giebt  es  nur 
die  beiden  Einheiten  +  1,  und  dasselbe  gilt  für  alle  quadratischen 
Körper  von  negativer  Grundzahl  D,  mit  Ausnahme  der  beiden 
Fälle  D  =  —  3  und  D  =  —  4,  in  welchen  sechs  resp,  vier 
Einheiten  vorhanden  sind.  Bei  allen  anderen  Körpern  ist  aber 
die  Anzahl  der  Einheiten  stets  unendlich  gross,  und  es  ist  äusserst 
schwierig  gewesen,  den  Zusammenhang  zwischen  allen  diesen 
Einheiten  genau  zu  ergründen  und  in  der  einfachsten  Form 
darzustellen;  für  den  Fall  der  quadratischen  Körper  von  positiver 
Grundzahl  D  fällt  diese  Frage  im  Wesentlichen  zusammen  mit 
der  Auflösung  der  Pell'schen  Gleichung  t^  —  Z)i<-  =r  4,  und  wir 
haben  schon  früher  bemerkt,  dass  die  Existenz  solcher  Lösungen 
t,  M,  in  welchen  u  nicht  verschwindet,  zuerst  von  Lagrange  be- 
wiesen ist.  Die  Principien,  welche  diesem  Beweise  zu  Grunde 
liegen,  sind  endlich  von  Dirichlet  zur  höchsten  Allgemeinheit 
erhoben,  und  ihm  gebührt  der  Ruhm,  zuerst  eine  strenge  und 
vollständige,  alle  endlichen  Körper  umfassende  Theorie  der  Ein- 
heiten aufgebaut  zu  haben  (vergl.  §§.  83,  141).  Wir  kleiden 
dieselbe  in  unsere  Ausdrucksweise  ein  und  heben  die  Haupt- 
momente im  Folgenden  so  kurz  wie  möglich  hervor. 

1.  Wir  bezeichnen,  wie  bisher,  mit  Sl  einen  Körper  n*^" 
Grades  und  mit 


*)  Vergl.   meine   auf  S.  570   und  580  citirten   Schriften,   wo   das  Wort 
Index  in  einer  specielleren  Bedeutung  gebraucht  ist. 
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D    =   [ü5i,   «2    .    .    .    W„]  (1) 

den  Inbegriff  aller  in  Sl  enthaltenen  ganzen  Zahlen 

oj  =  h^a^  +  h2G)2  +  '  '  •  +  hl  ö„  =  X  /*, ««,  (2) 
wo  die  n  Coordinaten  h,  alle  ganzen  rationalen  Zahlen  durch- 
laufen. Durch  die  n  Permutationen  des  Körpers,  die  wir  wieder 
mit  :n^i,  TTg  .  .  .  7r„  bezeichnen,  geht  eine  solche  Zahl  a  in  die 
n  conjugirteii  Zahlen 

«W  =  \h,  (o^P  (3) 

über,  welche  homogene  lineare  Functionen  der  variabelen  Coor- 
dinaten hl  sind.  Die  Coefficienten  derselben  sind  die  n^  Con- 
stanten (Dp,  welche  durch  die  Wahl  der  Basis  von  o  ein-  für 
allemal  bestimmt  sind.  Wir  bilden  nun,  indem  wir  unter  M(z) 
stets  den  analytischen  Modul  (oder  absoluten  Betrag)  der  com- 
plexen  Zahl  0  verstehen,  für  jede  Permutation  jtr  die  Summe 

M(oy^^^)  +  Mimi'-^)  +  ■■■  +  Mimi'>) 
und  bezeichnen   mit  c  die   grösste  von   diesen  n  Summen  ;   dann 
leuchtet  ein,  dass,  wenn  h  eine  positive  Grösse  und  «  eine  Zahl 
ist,   deren   Coordinaten   absolut    genommen  den  Werth   h   nicht 
überschreiten,  immer 

M(g)('^)  ^  ch  (4) 

sein  wird. 

2.     Die  aus  den  n-  Coefficienten  aP  gebildete  Determinante 

^    ±«(«^    .    .«ir^=r   V7)  (5) 

ist  von  Null  verschieden  (§.  175),  und  wenn  man  mit  Xj,  X2...Xn 
die  zu  cöi,  092  •  .  .  «n  complementären  Zahlen  bezeichnet  (§.  167), 
so  erhält  man  durch  Umkehrung  der  Gleichungen  (3)  die  n  Coor- 
dinaten 

hs  =  S((ox,)  =  Kco'  -^  '  •'  +  kPcj^-^  (6) 

als  homogene  lineare  Functionen  der  n  Conjugirten  o}^^>;  da  die 
Coefficienten  %P  ebenfalls  durch  die  Basis  von  0  vollständig  be- 
stimmt sind,  so  schliesst  man  ebenso  wie  vorher,  dass,  wenn  die 
n  Moduln  M(co^^^)  eine  gegebene  Constante  C  nicht  überschreiten, 
auch  die  absoluten  Werthe  der  Coordinaten  hs  eine  entsprechende 
Constante  nicht  überschreiten  können,  und  da  sie  gan^e  rationale 
Zahlen  sind,  so  folgt  hieraus  offenbar  der  Satz : 

I.  Ist  C  eine  positive  Constante,  so  gieht  es  in  0  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  solchen  Zahlen  a,  deren  Conjugirte  sämmtlich 
der  Bedingung  M(co^^^)  <  C  genügen. 
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3.  Bedeutet  0  eine  Zahl  ^*«»  Grades  in  Sl.  so  ist  Sl  der 
Inbegriff  B(0)  aller  durch  0  rational  darstellbaren  Zahlen  (§.  165, 
VI),  und  die  n  verschiedenen  conjugirten  Zahlen  0^^'^  sind  die 
Wurzeln  einer  irreducibelen  Gleichung  mit  rationalen  Coefti- 
cienten.  Durch  die  Permutation  TCr  geht  der  Körper  Sl  in  den 
Körper  Sl^''^  =  R(0^''^)  über,  und  wir  nennen  tt,.  eine  reelle  Per- 
mutation, wenn  ö^^^  reell  ist,  also  Sl'^^'^  aus  lauter  reellen  Zahlen 
besteht;  zugleich  ist  co^^^  in  (3)  eine  reelle,  d.  h.  eine  mit  lauter 
reellen  Coefficienten  co^^-'  behaftete,  lineare  P'unction  der  Coor- 
dinaten  h^.  Ist  aber  z.  B.  6'  imaginär  =  p  -j-  qi^  so  nennen  wir 
Tt-^  eine  imaginäre  Permutation ,  weil  Sl'  ausser  reellen  auch 
imaginäre  Zahlen  enthält;  die  n  Constanten  C3[  können  nicht  alle 
reell  sein,  und  es  wird  folglich  die  Function  co'  die  Form  u  -)-  vi 
annehmen,  wo  w,  v  reelle  lineare  Functionen  der  Coordinaten  ht 
bedeuten.  In  diesem  Falle  giebt  es  bekanntlich*)  unter  den 
conjugirten  Zahlen  ö^''>  immer  eine  zweite  0"  z=  p  —  qi^  und 
durch  die  entsprechende  Permutation  7t2  geht  o  in  cd"  =  u  —  vi 
über ;  wir  wollen  zwei  solche  Permutationen  jr^ ,  71.2  (sowie  die 
Körper  Sl\  Sl"  und  die  Functionen  c?',  cd")  immer  ein  imaginäres 
Paar^  und  m,  v  das  zugehörige  reelle  Functionen -Paar  nennen. 
Bezeichnen  wir  die  Anzahl  dieser  Paare  mit  [n  —  v),  so  ist  2  (n  —  1^) 
die  Anzahl  der  imaginären,  und  (2v  —  n)  diejenige  der  reellen 
Permutationen,  und  v  ist  die  Gesammtanzahl  aller  imaginären 
Paare  und  aller  reellen  Permutationen.  Diese  Zahl  v,  welche  von 
der  grössten  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Einheiten  ist,  wird 
offenbar  nur  dann  =  1 ,  wenn  Sl  der  Körper  II  d^r  rationalen 
Zahlen  oder  ein  quadratischer  Körper  von  negativer  Grundzahl 
ist;  da  es  aber  in  diesen  Fällen,  wie  oben  bemerkt,  nur  zwei 
(oder  vier  oder  sechs)  Einheiten  giebt,  so  bieten  sie  kein  weiteres 
Interesse  dar,  und  wir  setzen  daher  im  Folgenden  voraus,  es  sei 
V  ^  2.  Verbindet  man  je  zwei,  einem  imaginären  Paar  ent- 
sprechende Zeilen  der  Determinante  (5)  durch  Addition  und 
Subtraction,  so  ergiebt  sich,  dass  immer 

T)  =  (—  ly-' (1))  (1) 

ist,  wo  (D)  den  absoluten  Werth.der  Grundzahl  bedeutet. 

4.  Wir  vertheilen  nun  die  n  Permutationen  jr^  nach  Be- 
lieben in  zwei  Classen,  doch  so,  dass  jede  dieser  Classen  wenig- 


*)  Dies  beruht  darauf,   dass  die  Gleichung  i^  -|-  1  =  0  in  Bezug  auf 
jeden  reellen  Körper  irreducibel  ist. 
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stens  eine  Permutation  enthält,  und  dass  die  beiden  Permutationen 
eines  imaginären  Paares  in  dieselbe  Classe  fallen*);  dann  gilt, 
wenn  c  die  obige  Bedeutung  behält,  und  allgemein  mit  a  die 
zur  ersten,  mit  (5  die  zur  zweiten  Classe  gehörenden  Functionen 
«(**)  bezeichnet  werden,  der  folgende  Satz: 

IL  Ist  a  ein  beliebig  Meiner^  b  ein  beliebig  grosser  positiver 
gegebener  Werth,  so  hann  man  in  o  eine  Zahl  co  so  wählen^  dass 
aTleM{a)  <a,  aUeM(ß)>b  ausfallen^  und  dass  absolut  N{(o)  < (3 c^ 
iüird. 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  zunächst  nur  die 
Functionen  cc  der  ersten  Classe,  deren  Anzahl  wir  mit  ^  be- 
zeichnen wollen;  indem  wir  jedes  unter  ihnen  befindliche  imaginäre 
Paar  durch  das  zugehörige  reelle  Paar  ersetzen,  jede  reelle 
Function  w  aber  beibehalten,  gelangen  wir  offenbar  zu  ^  reellen 
homogenen  linearen  Functionen  w,  die  wir  in  bestimmter  Ord- 
nung mit  iVi^  iV2  '  .  '  iVf.1  bezeichnen  wollen.  Ist  nun  /j  eine  be- 
stimmte natürliche  Zahl,  und  legt  man  den  Coordinaten  h^  alle 
Werthe  aus  der  Reihe  der  (k  -\-  1)  Zahlen  0,  1,  2  ...  A;  bei,  so 
erhält  man  (Je  -|-  1)"  verschiedene  Zahlen  co  in  o,  für  welche  alle 
M(a)^  ch  ausfallen,  und  folglich  liegen  alle  zugehörigen  Werthe 
der  ^  Functionen  w  zwischen  —  clx,  und  -|-  cK  Das  durch  diese 
beiden  Zahlen  +  cfc  begrenzte  reelle  Zahlengebiet  wollen  wir 
auf  folgende  Weise  in  kleinere  Intervalle  eintheilen.  Da  ^  >  fi  >  0, 
und  fc  >  0  ist,  so  ergiebt  sich  leicht**),  dass  die  Differenz 

n  n 

ist,  und  dass  folglich  zwischen  Minuend  und  Subtrahend  minde- 
stens eine  natürliche  Zahl  m  liegt,  welche  mithin  den  Bedingungen 

{k  -f  1)»  >  m"  >  Ä;^  (8) 

genügt;  setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

d=.^-^<2ck     .",  (9) 

m 

so  zerfällt  das  obige  Zahlgebiet  durch  Einschaltung  der  (m  —  1) 
Zahlen 


*)  Diese    Bedingungen    würden    nur    in    dem   ausgeschlossenen    Falle 
v  =  1  sich  nicht  vereinigen  lassen. 

**)  Ist  die  Constante  s>l,so  hat  die  Function  ^p  (^')  =  (a;  +  l)«  — j;«  — 1, 
welche  zugleich  mit  x  verschwindet,  eine  Derivirte  q)'{x),  die  für  rr  ^  0 
stets  positiv  ist,  und  folglich  ist  (p  {x)  >  0  für  x  '>  0.  . 

Birichlet,  Zahlentheorie.  38 
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—  clv  ~\-  d^     —  cli  -'^  2d  .  .  .     —  clv  -\-  {m  —  1)  (/ 

in  m  Intervalle  von  gleicher  Breite  d^  wobei  man  diese  {m —  l) 
Zahlen  selbst  nach  Belieben  dem  einen  oder  anderen  der  beiden 
benachbarten  Intervalle  zurechnen  kann.  Schreiben  wir  ferner 
einem  reellen  Werthe  w  die  bestimmte  IntervaUzahl  s  zu,  wenn 
tv  dem  von  den  beiden  Zahlen  —  ch  -^  (s  —  l)d  und  —  ch  -\-  sd 
begrenzten  Intervalle  angehört,  so  besitzen  die  zu  einer  be- 
stimmten Zahl  CO  gehörenden  ^  Werthe  iVi((o)^  102(00)  .  .  .  iVu{co) 
ihre  entsprechenden  Intervallzahlen  s^,  Sg  .  .  .  s«,  und  wir  dürfen 
dies  kurz  so  ausdrücken,  dass  der  Zahl  ca  diese  bestimmte  Folge 
Si,  S2  ...  Sa  entspricht.  Da  jede  Intervallzahl  s  eine  der  m 
Zahlen  1 ,  2  .  .  .  w  ist,  so  ist  wi"  die  Anzahl  aller  überhaupt 
denkbaren  Folgen,  und  da  dieselbe  zufolge  (8)  Meiner  ist  als  die 
Anzahl  (k  -{-  1)"  aller  von  einander  verschiedenen  Zahlen  0, 
welche  auf  die  obige  Weise  gebildet  werden  können,  so  muss  es 
unter  den  letzteren  mindestens  zwei  verschiedene  x,  X  geben, 
denen  eine  und  dieselbe  Folge  von  Intervallzahlen  §1,82...  s« 
entspricht;  es  werden  daher,  wenn  man  die  von  Null  verschiedene, 
in  0  enthaltene  Zahl  k  —  l  =  co  setzt,  die  absoluten  Werthe 
der  ft  Differenzen 

^'1  (^)  —  ^^1  W  ==  «^1  (tö)  •  .  .  Wu  (jc)  —  w^  (A)  =  Wu  (co) 

sämmtlich  ^  d  sein,  weil  jedesmal  der  Minuend  und  Subtrahend 
in  dasselbe  Intervall  fallen.  Hieraus  folgt  für  die  Werthe  der 
zur  ersten  Classe  gehörigen,  mit  dieser  Zahl  ca  conju^irten  Zahlen 
«,  welche  entweder  mit  einer  Grösse  iv((X))  übereinstimmen  oder 
von  der  Form  tVi(co)  ^  i  102(03)  sind,  dass  31  (a)  ^  dV2,  also 
zufolge  (9)  auch 

n 

M(a)  <3ck'~~'  (10) 

ist.  Bedeuten  nun  J.,  B  resp.  die  absoluten  Werthe  der  beiden 
Producte  aus  den  ^  Conjugirten  a  und  aus  den  (n  —  ft)  Con- 
jugirten  ß,  welche  zu  der  zweiten  Classe  gehören,  so  ist  +  N(co) 
^=  AB^  und  J.  <  (8  c)"/^'"— ";  da  ferner  die  Coordinaten  der 
Differenz  co  =  %  —  X  absolut  genommen  den  Werth  h  nicht 
überschreiten,  also  M(ß)  <  ch,  B  <  (cÄ;)"-"  ist,  so  folgt 

±  iV(o9)  <  (3  c)«.  (11) 

Da  endlich  N(cj)  eine  von  Null  verschiedene  ganze  rationale 
Zahl  ist ,  so  wird  AB  ^  1 ,  also  B  >  (3 c)-" /c "-" ;   greift  man 
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nun  aus  der  zweiten  Classe  eine  beliebige  Zahl  ß  heraus  und 
setzt  B  =  B^  M(ß),  so  ist  B,  ^  (cÄ;)"-«-i,  mithin 

M(ß)  >  (3cy-nh.  (12) 

Offenbar  kann  nun,  wie  klein  auch  a,  und  wie  gross  auch  b 
gegeben  sein  mag,  die  Zahl  k  zufolge  flO)  und  (12)  stets  so 
gross  gewählt  werden,  dass  alle  M(cc)  <  a,  alle  M{ß)  >  h  aus- 
fallen, während  zufolge  (11)  immer  JV^fo?)  absolut  <  (3  c)"  w4rd, 
w.  z.  b.  w. 

5.  Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  II  ergiebt  sich,  indem 
man  dieselbe  Eintheilung  der  Permutationen  :r,.  in  zwei  Classen 
beibehält,  dass  man  eine  nie  abreissende  Kette  von  auf  einander 
folgenden,  von  Null  verschiedenen  ganzen  Zahlen 

«  =  ^1,  V2^  ^3  .  •  .  Vs,  Vs+i  ■  .  .  (13) 

bilden  kann,  deren  Normen  absolut  <  (3c)**  sind,  und  welche 
ausserdem  noch  die  zweite  Eigenschaft  besitzen,  dass,  wenn  mit 
üs  der  kleinste,  mit  &«  der  grösste  der  n  Moduln 

M{ri',),  M(r}'J)  .  .  .  M{rf:')  (14) 

bezeichnet  wird,  die  zunächst  folgenden  Moduln 

M{ri',^,),  M{ri'U,)  .  .  .  M{ri%) 

stets  <  «s  oder  >  hs  ausfallen,  je  nachdem  sie  zu  der  ersten 
oder  zweiten  Classe  gehören;  da  hieraus  üs^i  <  ag  und  hs^\  >  hs 
folgt,  so  leuchtet  ein,  dass  bei  einer  so  gebildeten  Kette  (13)  die 
einem  beliebigen  Gliede  t^«  entsprechenden  Moduln  (14),  je  nach- 
dem sie  zu  der  ersten  oder  zweiten  Classe  gehören,  kleiner  resp. 
grösser  sind  als  alle  Moduln  aller  vorausgehenden  Glieder  t^j, 
^2  .  •  •  ^s— 1-  Da  ferner  die  Normen  aller  dieser  Zahlen  t]  ganze 
rationale  Zahlen  und  absolut  kleiner  als  die  endliche  Constante 
(3c)"  sind,  so  müssen  unendlich  viele  solche  Zahlen  t]  eine  und 
dieselbe,  von  Null  verschiedene  Norm  m  haben;  da  (nach  §.  176, 
II  bis  IV)  zugleich  m  durch  ri  theilbar,  also  om  >  o-»?  >  o,  und 
(o,  om)  r=  +  m"  >  0  ist,  so  ist  (nach  §.  171,  II)  die  Anzahl 
dieser  Moduln  qti  endlich,  und  folglich  muss  es  in  der  Kette  (13) 
auch  unendlich  viele  solche  Zahlen  iq  geben,  welche  einen  und 
denselben  Modul  ot^  erzeugen;  sind  %,  l  irgend  zwei  solche 
Zahlen,  von  denen  %  den  früheren,  X  den  späteren  Platz  in  der 
Kette  (13)  einnimmt,  und  setzt  man  x  =  Ae,  so  folgt  aus  ox  =  oA 
auch  0£  =  o;  mithin  ist  e  eine  Einheit^  und  da  zugleich 
x(')  z=  AM  £(»•),  also  auch  il^(x('))  —  M(A(''))3f(f(^))  ist,  so  ergiebt 

38* 
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sich  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Bemerkung  über  die  conjugirten 
Moduhi  der  in  der  Kette  (13)  enthaltenen  Zahlen  der  folgende 
Satz: 

in.  JEs  gieht  in  o  eine  Einheit  von  der  Art^  dass  die  Modtdn 
der  mit  ihr  conjugirten  Zahlen  in  der  ersten  Classe  >  1,  in  der 
zweiten  Classe  <  1  ausfallen. 

6.  Von  jetzt  ab  wollen  wir,  wenn  unter  den  Permutationen 
jtr  imaginäre  Paare  vorhanden  sind,  von  jedem  solchen  Paar  nur 
die  eine  beibehalten,  die  ändere  gänzlich  fallen  lassen;  es  bleiben 
dann  v  Permutationen 

TTi,   TTg  .  .  .  Jtv,  (15) 

und  je  nachdem  eine  solche  Permutation  tCs  reell  oder  imaginär 
ist,  wollen  wir 

Cs  =  l    oder    Cs  =  2  (16) 

setzen,  so  dass 

Cl    -f    ^2    -f    •    •    •    +    Cv  =  W  (17) 

wird.  Bedeutet  ferner  a  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl 
des  Körpers  ü,  so  soll,  wenn  tVs  eine  der  Permutationen  (15)  ist, 
mit  Zs(a)  der  reelle  Bestandtheil  von  Cs  log  a^*^  bezeichnet  werden, 
woraus  offenbar 

h  («)  +  ?2  («)  -f  •  •  •  -f  Ir  («)  ==  log  N{(a))  (18) 

folgt,  wo  N{(a))  den  absoluten  Werth  von  N(a)  bedeutet;  zu- 
gleich ist  allgemein 

ls(aß)  =  ls(a)  -^h(ß).  '■  (19) 

Für  jede  Einheit  s  ergiebt  sich  aus  (18)  speciell 

?i(^)  +  ?2  (£)  +  •••  -h  ?v(£)  =  0,  (20) 

und   der  obige  Satz  III  kann  offenbar  so  ausgesprochen  werden: 

IV.  Vertheilt  man  die  v  Permutationen  (15)  nach  Belieben 
in  sivei  Classen^  doch  so,  dass  jede  von  ihnen  mindestens  eine 
Permutation  enthält,  so  gieht  es  in  o  immer  eine  Einheit  s  von 
der  Art,  dass  Is  (e)  positiv  oder  negativ  ausfällt.,  je  nachdem  Ttg  ^^ 
der  ersten  oder  zweiten  Classe  gehört. 

Betrachtet  man  jetzt  ein  System  S  von  {v  —  1)  Einheiten 
fi,  £2  •  •  •  ^v-i  und  setzt  zur  Abkürzung  ls{Bm)  =  ls,m,  während 
Ui^  U2  .  .  .  Uv  willkürliche  Grössen  bedeuten ,  so  ist  die  Deter- 
minante 


wo 
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'1,1    •    •    •    «l,v-li   % 

=  (Ui  +  •  •  •  -I-  t*,)  S',  (21) 

S'  =  1  ±7i,i  ?,,o  .  .  .  ?._i,v_r,  (22) 

denn  wenn  man  zu  der  letzten  Zeile  alle  vorhergehenden  addirt, 
so  verschwinden  zufolge  (20)  alle  ihre  Elemente  mit  Ausnahme 
des  letzten,  welches  gleich  der  Summe  der  Grössen  Us  wird.  Die 
Determinante  S'  oder  auch  deren  absoluter  Werth,  welcher  durch 
das  System  S  vollständig  bestimmt  ist,  soll  der  Regulator  dieses 
Systems  heissen*).  Fügt  man  zu  S  noch  eine  Einheit  £,  hinzu 
und  setzt  Us  =  ls(£v),  so  verschwindet  zufolge  (20)  die  aus  v  Ein- 
heiten gebildete  Determinante  (21).  Von  der  grössten  Wichtigkeit 
ist  aber  der  folgende  Satz: 

V.  Es  giebt  ein  aus  (y  —  1)  Einheiten  Cj,  £2  •  •  •  ^v— 1  be- 
stehendes System  /S,  dessen  Regulator  von  Null  verschieden  ist. 

In  der  That,  da  i'  ^  2  ist,  so  folgt  aus  dem  obigen  Satze  IV, 
wenn  man  %  in  die  erste,  alle  anderen  Permutationen  aber  in 
die  zweite  Classe  aufnimmt,  die  Existenz  einer  Einheit  «j,  für 
welche  ?i,i  positiv  ausfällt,  womit  der  Fall  v  =  2  erledigt  ist. 
Wenn  aber  v  >  2  ist,  und  m  eine  natürliche  Zahl  bedeutet,  die 
<  V,  aber  >  1  ist,  so  wollen  wir  annehmen,  man  habe  schon 
(m  —  1)  Einheiten  £1,  £2  •  •  •  ^w-i  gefunden,  die  eine  positive 
Determinante 

J-^m  ^^^^   i    Jl   '1,1  '2,2    •   •   •    'm—l,m—l 

erzeugen,  und  wir  wollen  mit  Hülfe  desselben  Satzes  IV  die 
Existenz  einer  Einheit  e^  beweisen,  für  welche  auch  die  Deter- 
minante 

-t^m+l  =   i   i   '1,1  '2,2   •   •   •  fm—l,m—l'm,m 

positiv  ausfällt.  Hierzu  ordnen  wir  die  letztere  nach  den  aus 
8ni  entspringenden  Elementen,  wodurch  sie  die  Form 

annimmt,  wo  D^  nach  unserer  Annahme  positiv  ist,  während  die 
übrigen  aus  f^,  £3  •  •  •  ^m— 1  gebildeten  Determinanten  Di,  -D2  •  •  •  -^m-i 


*)  Dieser  Ausdruck  findet  sich  in  verwandter  ,  freilich  etwas  anderer 
Bedeutung  in  §.  4  der  Abhandlung  von  Eisenstein:  Allgemeine  Unter- 
suchungen über  die  Formen  dritten  Grades  mit  drei  Variahein ,  welche  der 
Kreistheilung  ihre  Entstehung  verdanken  (Crelle's  Journal,  Bd.  28,  29). 
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positiv,  negativ  oder  auch  ==  0  sein  können.  Bildet  man  nun 
wieder  zwei  Classen  und  nimmt  von  den  m  Permutationen  7t^^ 
71-2  ..  .  TCtn  alle  diejenigen  in  die  erste  Classe  auf,  denen  positive 
Wertlie  Dj,  D.2  .  .  .  D^  entsprechen,  also  jedenfalls  die  Permu- 
tation 7r„i,  während  die  übrigen  und  die  Permutationen  Tim^i . . .  :r,, 
also  jedenfalls  jTv,  in  die  zweite  Classe  fallen,  so  giebt  es  nach 
dem  obigen  Satze  IV  eine  Einheit  £„i,  für  welche  Is^m  positiv  oder 
negativ  ausfällt,  je  nachdem  ng  zu  der  ersten  oder  zweiten  Classe 
gehört;  mithin  wird  die  Summe  jE/^^+i,  da  sie  mindestens  ein 
positives  Glied  Dm  ?»»,/«  und  kein  einziges  negatives  Glied  enthält, 
gewiss  positiv ,  was  zu  zeigen  war.  Auf  diese  Weise  kann  man 
offenbar  von  m  =  2  bis  m  =  v  —  1  fortschliessen,  wodurch  man 
zuletzt  ein  System  S  von  v  —  1  Einheiten  erhält,  dessen  Ke- 
gulator  S'  von  Null  verschiede^  ist,  w.  z..  b.  w. 

7.  Ein  solches,  aus  v  —  1  uiiahJuüi(ji(jcii  P]inheiten  fj,  fg  •••*►—! 
bestehendes  System  S^  dessen  Regulator  S'  von  Null  verschieden 
ist,  nennen  wir  ein  vollständiges  System,  und  wir  bilden  aus 
dieser  Basis  S,  indem  wir  die  Exponenten  m^,  m^  -  .  .  niv—i  alle 
ganzen  rationalen  Zahlen  von  —  od  bis  +  ^  durchlaufen  lassen, 
eine  zugehörige  Gruppe  (S)  von  unendlich  vielen  Einheiten 

6  =  eT' e;'\  .  .  t'';^-\  (23) 

welche  sich  durch  Multiplication  und  Division  reproduciren  "^j ; 
dass  je  zwei  verschiedenen  Systemen  von  Exponenten  ^i,  ^2 . . .  niv—i 
auch  zwei  verschiedene  Einheiten  ö  entsprechen,  dass  also  nur 
dann  6=1  wird,  wenn  alle  diese  Exponenten  verschwinden,  wird 
sich  aus  dem  Folgenden  beiläufig  ergeben. 

Ist  a  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  des  Körpers  ii, 
so  bezeichnen  wir  mit  cc{S)  den  Complex  aller  Producte  a  ö, 
welche  den  sämmtlichen  Einheiten  6  der  Gruppe  (S)  entsprechen, 
und  es  leuchtet  ein,  dass  zwei  solche  Complexe  cc(S)^  ß(^)  ^iit- 
weder  keine  einzige  gemeinsame  Zahl  besitzen  oder  vollständig 
identisch  sind;  jede  in  oi{S)  enthaltene  Zahl  kann  an  Stelle  von 
a  treten  und  als  Repräsentant  dieses  Complexes  angesehen 
werden.  Um  nun  von  allen  diesen  Zahlen  «ö  eine  einzige  durch 
besondere  Bedingungen  herauszuheben,  verfahren  wir  auf  folgende 


*)  Die  jetzt  folgenden  Betrachtungen  bieten  eine  vollständige  und  auf 
leicht  ersichtlichen  Gründen  beruhende  Analogie  mit  der  Theorie  der 
endlichen  Moduln  dar  (§.  172). 
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Weise  (vergl.  §.  87).  Da  die  Determinante  (21),  wenn  man  die 
(xrössen  Us  durch  die  in  (16),  (17)  eingeführten  Zahlen  Cg  ersetzt, 
den  von  Null  verschiedenen  Werth  nS'  annimmt,  so  entspricht 
jeder  von  Null  verschiedenen  Zahl  a  des  Körpers  Sl  ein  voll- 
ständig bestimmtes  System  von  v  reellen  Grössen  e^  (a),  ^2  (0^)  •  •  • 
e,_i(a)  und /(a),  welche  den  v  linearen  Gleichungen 

^1,1  61  («)  +  •••  +  ?i,,..-ie,_i(«)  +  Cif(a)  =  li(cc) 

(24) 

?v,  iCi  («)-}-•••  +  /r,v-ie,._i(a)  -f  Cvf(ci)  =  lv(cc) 

genügen  und  zufolge  (19)  die  Eigenschaften 

es(aß)  =  es(cc)  +  e.(^),  f{aß)  =f(a)  +  f(ß)  (25) 

besitzen.  Die  (v  —  1)  Grössen  Cs(«)  wollen  wir  die  Exponenten 
der  Zahl  a  in  Bezug  auf  die  Basis  S  nennen,  und  «  soll  eine 
in  Bezug  auf  8  reducirte  Zahl  heissen,  wenn  ihre  Exponenten 
sämmtlich  <  1  und  nicht  negativ  sind.  Die  Bedeutung  der 
Grösse  f{a)  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Addition  der  Glei- 
chungen (24),  woraus  mit  Rücksicht  auf  (17),  (18),  (20) 

nf{a)  =  \ogNaa))  (26) 

folgt;  ist  £  irgend  eine  Einheit,  so  ist  /(«)  =  0.  Da  ferner  zu- 
folge (19)  und  (23) 

Isip)  =  ls,inii   -f  ?s,2W2  +   •  •  •   -f  ls,V-imy-l 
und  ausserdem  f(6)  =  0  ist,  so  lehrt  die  Yergleichung  mit  (24), 
dass  die  in  (23)  dargestellte  Einheit  0  der  Gruppe  (S)  die  ganzen 

rationalen  Exponenten 

e,(6)  =  nis  (27) 

besitzt ;  hieraus  folgt  zugleich,  dass  ö  wirklich  nur  auf  eine  einzige 
Weise  in  der  Form  (23)  darstellbar  ist,  und  dass  die  einzige  in 
(S)  enthaltene  reducirte  Einheit  =  1  ist,  weil  ihre  Exponenten 
ms  sämmtlich  verschwinden  müssen.  Betrachtet  man  nun  irgend 
eine  in  dem  Complex  a  (S)  enthaltene  Zahl  w  0 ,  so  sind  zufolge 
(25)  und  (27)  ihre  Exponenten  es(cc6)  =  es(cc')  -f-  ^h,  und  da  die 
ganzen  rationalen  Zahlen  w«  immer  und  nur  auf  eine  einzige 
Weise  so  gewählt  werden  können,  dass  die  Exponenten  es(ciö)<l 
und  nicht  negativ  werden,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

VI.  In  jedem  Complex  a(S)  gieht  es  eine  und  auch  nur  eine 
einzige  reducirte  Zahl. 

Die  wichtigste  Grundlage  für  alles  Folgende  ergiebt  sich 
aber  aus  den  Gleichungen  (24),  wenn  man  alle  diejenigen  redu- 
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cirten  Zahlen  a  betrachtet,  deren  absolute  Norm  einen  gegebenen 
positiven  Werth  t  nicht  überschreitet;  da  nämlich  die  r  —  1 
Exponenten  es(a)  zwischen  0  und  1  liegen,  und  zufolge  (26)  im 
algebraischen  Sinne  nf{a)  <  logf  ist,  so  sind  die  v  Grössen  Zs(«j 
algebraisch  kleiner  als  eine  endliche,  nur  von  t  und  der  Basis  S 
abhängige  Grösse,  und  folglich  sind  auch  die  Moduln  aller  mit 
einer  solchen  Zahl  a  conjugirten  Zahlen  kleiner  als  eine  endliche 
positive  Grösse  (7,  welche  ebenfalls  nur  von  t  und  S  abhängt. 
Fügt  man  jetzt  noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  a  eine  ganze 
Zahl  sein  soll,  so  ergiebt  sich  hieraus  mit  Rücksicht  auf  I.  der 
Satz : 

VII.  Ist  t  eine  gegebene  positive  Grösse^  so  gieht  es  nur  eine 
endliche  Ansalil  solcher  ganzen  Zahlen^  tvelche  in  Bezug  auf  S 
reducirt,  und  deren  absolute  JSformen  ^  t  sind. 

Mithin  ist  auch  die  Anzahl  aller  reducirten  Einheiten  q 
endlich,  und  das  System  aller  Einheiten  e  des  Körpers  besteht 
(zufolge  VI)  aus  ebenso  vielen  verschiedenen  Complexen  von 
der  Form  q{S).     Hieraus  folgt  leicht  der  Satz: 

VIII.  Bedeutet  r  die  Anzahl  aller  in  Bezug  auf  S  reducirten 
Einheiten  p,  und  e  irgend  eine  Einheit^  so  ist  e^  in  der  Gruppe 
{S)  enthalten. 

Denn  wenn  Pi,  ^2  •  •  •  ^r  die  r  reducirten  Einheiten  sind, 
so  kann  man  die  Einheiten 

setzen,  wo  ö^,  Ö2  •  .  .  ö^  der  Gruppe  (S)  angehören,  während 
Vi^  V2  '  '  •  Vr  reducirte  Einheiten  sind;  wäre  nun  z.  B.  i^i  ==  -»^21 
also  auch  q^  62  =  (>2  öi ,  so  gehörten  die  beiden  verschiedenen 
Einheiten  q^  ,  Q2  einem  und  demselben  Complex  ^1  (S)  =  ^2  (S) 
an,  was  (nach  VI)  unmöglich  ist;  mithin  sind  die  r  reducirten 
Einheiten  rj  sämmtlich  von  einander  verschieden,  und  sie  fallen 
daher  in  ihrer  Gesammtheit,  w^enn  auch  in  anderer  Ordnung,  mit 
den  r  Einheiten  q  zusammen;  multiplicirt  man  nun  die  obigen 
r  Gleichungen  (28)  und  dividirt  durch  das  Product  der  reducirten 
Einheiten  q  oder  rj,  so  ergiebt  sich  £'"  =  6^62  .  .  .  ör,  w.  z.  b.  w. 
8.  Die  Exponenten  von  £^  sind  daher  zufolge  (27)  immer 
ganze  rationale  Zahlen,  und  da  zufolge  (25)  diese  Exponenten 
es{£^)  =  rCs^s)  sind,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Exponenten  ^«(f) 
einer  jeden  Einheit   s   rationale  Zahlen    mit    dem   gemeinsamen 


§.  183.  Allp:emeine  Zahlentheorie.  601 


■^o 


Nenner  r  sind.  Ist  nun  K  irgend  ein  System  von  v  —  1  Ein- 
heiten X,  und  setzt  man  dieselben  in  (24)  für  a  ein,  so  ergiebt 
sich,  weil  /(x)  ==  0  ist,  aus  der  Definition  (22)  der  Regulator 

K'^kS',  (29) 

wo  k  die  aus  den  Exponenten  der  Einheiten  z  gebildete  Deter- 
minante, also  eine  rationale  Zahl  mit  dem  Nenner  r"— ^  bedeutet; 
mithin  ist  K  dann  und  nur  dann  ein  vollständiges  System,  wenn 
.  ^,  also  auch  die  gan0e  Zahl  kr^'-'^  von  Null  verschieden  ist 
Hieraus  folgt  zugleich,  dass  es  unter  allen  vollständigen  Systemen 
auch  ein  sogenanntes  Fundamental  System^  d.  h.  ein  System  von 
absolut  kleinstem  Regulator  geben  muss,  und  wir  wollen  jetzt 
annehmen,  unser  obiges  System  S  sei  selbst  ein  solches  Funda- 
mentalsystem. Dann  folgt  zunächst,  dass  die  Exponenten  einer 
jeden  reducirten  Einheit  q  sämmtlich  verschwinden;  denn  ersetzt 
man  eine  der  in  S  enthaltenen  Einheiten,  z.  B.  Ss  durch  p, 
während  man  die  übrigen  beibehält,  so  entsteht  aus  S  ein  System 
K^  Avelches  zufolge  (29)  den  Regulator  K'  =  es{Q)  S'  besitzt; 
wäre  .  nun  der  Exponent  es  (q)  von  Null  verschieden  und  folglich 
ein  positiver  echter  Bruch,  so  wäre  K  ein  vollständiges  System, 
und  sein  Regulator  K'  absolut  kleiner  als  S',  was  unmöglich 
ist;  mithin  ist  ^^(p)  =  0.  Aus  dieser  Eigenschaft,  welche,  wie 
man  leicht  zeigen  könnte,  für  jedes  Fundamentalsystem  S  auch 
charakteristisch  ist,  folgt  zunächst,  dass  die  Exponenten  einer 
jeden  Einheit  £,  weil  sie  in  einem  Complexe  q{S)  enthalten  ist, 
sämmtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Ferner  folgt  hieraus, 
dass  jedes  Product  aus  zwei  reducirten  Einheiten  q,  weil  seine 
Exponenten  zufolge  (25)  sämmtlich  verschwinden,  ebenfalls  eine 
reducirte  Einheit  ist;  behält  daher  r  die  obige  Bedeutung,  so 
ist  Q'  eine  reducirte  Einheit,  welche  (nach  VIII)  der  Gruppe  (S) 
angehört,  und  hieraus  folgt  nach  einer  früheren  Bemerkung 

Q-  =  1.  (30) 

Da  umgekehrt  jede  in  o  enthaltene  Einheitswurzel  £  =  ^  immer 
eine  reducirte  Einheit  ist,  weil  die  Grössen  ?«(£)  und  ^«(e) 
sämmtlich  verschwinden,  so  fallen  die  r  reducirten  Einheiten  q 
mit  allen  in  o  enthaltenen  Einheitswurzeln  zusammen ;  unter 
diesen  befinden  sich  immer  die  beiden  Zahlen  i  1,  und  hieraus 
folgt  offenbar,  dass  r  stets  eine  gerade  Zahl  ist,  die  aber,  wie 
man  leicht  erkennt,  nur  dann  >  2  sein  kann,  wenn  n  =  2v  ist. 
Da   endlich   das  Svstem   aller  Einheiten  £  aus   den  r  Complexen 
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q(S)  besteht,  so  haben  wir  hiermit  den  folgenden  grossen  Satz 
von  Dirichlet'^)  bewiesen: 

IX.  Bezeichnet  v  die  GesammtanzaJil  der  reellen^  sowie  der 
Paare  von  imaginären  Permutationen  des  Körpers  ü,  so  gieht  es 
in  D  immer  v  —  1  Fundamentaleinlieiten  von  solcher  Beschaffenheit^ 
dass^  wenn  man  dieselben  beliebig  oft  in  einander  multiplicirt  und 
dividirt  und  dem  so  gebildeten  allgemeinen  Product  die  sämmtlichen 
in  0  enthaltenen  Einheitswurzeln  p,  deren  Anzahl  r  stets  endlich 
ist^  einzeln  als  Factor  zugesellt^  alle  Einheiten  in  o  und  zwar  jede 
nur  einmal  dargestellt  iverden. 

Wir  lügen  diesem  Resultate  noch  einige  Bemerkungen  hinzu. 
Es  leuchtet  ein,  dass  allen  Fundamentalsystemen  S  nicht  bloss 
derselbe  absolute  Minimal -Regulator  S\  sondern  auch  dieselbe 
Anzahl  r  der  reducirten  Einheiten  entspricht;  bei  den  meisten 
Untersuchungen  tritt  der  aus  beiden  gebildete  Quotient 

^=y  (31) 

auf**),  und  diese  Grösse  besitzt  für  den  Körper  Sl  eine  Bedeutung 
von  ähnlicher  Wichtigkeit  wie  seine  Grundzahl  I).  Durch  Be- 
trachtungen, welche  den  in  der  Theorie  der  endlichen  Moduln 
angewendeten  analog  sind  (§.  172),  kann  man  leicht  beweisen, 
dass  dieser  Quotient  auch  denselben  W^erth  E  besitzt,  wenn  S 
ein  beliebiges  vollständiges  System,  und  r  die  Anzahl  der  in 
Bezug  auf  S  reducirten  Einheiten  bedeutet;  dasselbe  wird  sich 
aber  auch  beiläufig  aus  der  im  folgenden  Paragraphen  enthaltenen 
Untersuchung  ergeben. 

Ganz  ähnliche  Resultate  erhält  man,  wenn  man  nicht  alle 
Einheiten  betrachtet,  sondern  nur  diejenigen,  deren  Norm 
positiv '^'^'^)  ist,  oder  gar  nur  diejenigen,  welche  durch  alle  reellen 
Permutationen  in  positive  Werthe  übergehen;  man  kann  dieselbe 
Untersuchung  entweder  von  vornherein  mit  Rücksicht  auf  solche 


*)  Monatsbericbt   der  Berliner  Akademie   vom   30.  März  1846,   oder 
Dirichlet's  Werke,  Bd.  1,  S.  642. 

**)  Im  Falle   v  =  1    ist  /S'  =  1 ,  und  r  gleich  der  Anzahl  aller  Ein- 
heiten in  0  zu  setzen. 

***)  Vergl.  die  dritte  Auflage  S.  561;  bei  dem  dortigen  Ausspruche  des 
Schlusssatzes  (S.  567)  hätte  aber  ausdrücklich  bemerkt  werden  sollen,  dass 
im  Falle  eines  ungeraden  n  von  den  beiden  einzigen  reducirten  Einheiten 
-\-  1  und  —  1  nur  die  erstere  beizubehalten  ist. 
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Nebenbedingungen  führen,  oder  man  kann  auch  nachträglich  die 
etwaigen  Modificationen  des  obigen  Resultates  leicht  ableiten, 
wenn  man  bedenkt,  dass  jedes  Quadrat  einer  Einheit  diesen  Be- 
dingungen genügt. 

Die  obige  Untersuchung  ist  ferner  so  dargestellt,  dass  sie 
auch  dann  gültig  bleibt,  wenn  das  Gebiet  o  aller  in  Sl  ent- 
haltenen ganzen  Zahlen  überall  durch  irgend  eine  endliche  Ord- 
nung n  ersetzt  wird,  deren  Basis  zugleich  eine  Basis  von  Sl  ist*); 
aber  auch  für  diesen  Fall  kann  man  die  eintretenden  Modificationen 
leicht  nachträglich  ableiten,  wenn  man  den  Führer  der  Ordnung, 
d.  h.  das  Ideal  !  =  n  :  o  betrachtet  und  bedenkt,  dass  jede  Ein- 
heit durch  Fotenzirung  mit  dem  P_^xponenten  cp  (!)  in  eine  Einheit 
dieser  Ordnung  verwandelt  wird  (§.  180,  IV). 


§.  184. 

Der  eben  bewiesene  Satz  bildet  neben  der  Theorie  der  Ideale 
die  wichtigste  Grundlage  für  das  tiefere  Studium  der  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  Sl^  und  er  ist  unentbehrlich  für  die  wirkliche 
Bestimmung  der  Anzahl  der  Idealclassen  nach  Dirichlet's  Prin- 
cipien.  Die  vollständige  und  allgemeine  Lösung  dieser  grossen 
Aufgabe,  von  welcher  die  Bestimmung  der  Classenanzahl  der 
binären  quadratischen  Formen  nur  den  einfachsten  Fall  bildet, 
scheint  nach  dem  heutigen  Stande  der  Wissenschaft  noch  in 
weiter  Ferne  zu  liegen,  allein  mit  Hülfe  des  genannten  Satzes 
gelingt  es  doch,  einen  wesentlichen  Theil  derselben  allgemein  zu 
erledigen  und  die  Classenanzahl  als  Grenzwerth  einer  unendlichen 
Reihe  darzustellen.  Da  die  entsprechenden  Sätze  über  die  qua- 
dratischen Formen  (§§.  95,  96,  98)  hierdurch  abermals  in  ein 
helleres  Licht  gesetzt  werden,  so  wollen  wir  diese  Untersuchung 
im  Folgenden  ausführen;  hierbei  kommt  es  vorzüglich  darauf  an, 
den  folgenden  Hauptsatz  zu  beweisen,  in  welchem  die  Bezeich- 
nungen des  vorigen  Paragraphen  beibehalten  sind: 

I.  Ist  m  ein  gegebenes  Ideal,  und  bezeichnet  man,  ivenn  t  ein 
beliebiger  i^ositiver  Werth  ist,  mit  T  die  zugehörige  Anzahl  aller 


*)  Yergl.  die  ziveite  Aullage  (§.  166)  und  meine  auf  S.  580  citirte 
Festschrift:  Ueler  die  Anzahl  der  Ideal- CJassen  in  den  verschiedenen  Ord- 
nungen eines  endlichen  Körpers  (1877). 
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derjenigen  verschiedenen^  durch  m  theilharen  Hauptideale ^  deren 
Normen .  nicht  grösser  als  t  sind ,  so  icird  für  unendlich  grosse 
Werthe  von  t 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  wir  hier  den  Begriff  des  Haupt- 
ideals in  seiner  ursprünglichen  Bedeutung  nehmen  (§.  177),  also 
unter  einem  Hauptideal  jeden  Modul  von  der  Form  ow  verstehen, 
wo  a  jede  von  Null  verschiedene  Zahl  in  o  bedeutet,  mag  ihre 
Norm  positiv  oder  negativ  sein.  Um  unseren  Satz  zu  beweisen, 
wählen  wir  nach  Belieben  eine  bestimmte  Basis  des  Ideals 

m  =  [ui,  ^2  .  •  •  M,  (2) 

ebenso   irgend   ein   vollständiges  System  S  von  v  —  1  Einheiten 

£l,    £2   •  •  •  ^1-1,  (3) 

und  behalten  für  dasselbe  alle  im  vorigen  Paragraphen  benutzten 
Bezeichnungen  bei.  Wir  erhalten  nun  gewiss  alle  durch  m  theil- 
haren Hauptideale  m',  deren  Normen  den  Werth  t  nicht  über- 
schreiten, wenn  wir  m'  ^  0  a  und 

«  ==  ai  fii  +  «2  it*2  +  •••  +  ««  i^n  (4) 

setzen,  wo  die  n  Coordinaten  %,  a.2  .  .  .  an  alle  diejenigen  ganzen 
rationalen  Zahlen  durchlaufen,  welche  der  Bedingung 

0  <  N((a))  <  t  (5) 

genügen.  Auf  diese  Weise  würde  aber  (abgesehen  von  dem  Falle 
V  =  1)  jedes  solche  Ideal  m'  durch  unendlich  viele* verschiedene 
Zahlen  a  =  eaQ  (und  nur  durch  diese)  erzeugt  werden,  wo  Wj 
eine  bestimmte  solche  Zahl  ist,  s  aber  alle  Einheiten  durchläuft. 
Bedeutet  nun  r  wieder  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  S  reducirten 
Einheiten  q,  so  besteht  das  System  aller  dieser  Zahlen  a  aus  r 
verschiedenen  Complexen  ()cco(/S),  und  da  es  in  jedem  solchen 
Complex  eine  und  nur  eine  reducirte  Zahl  a  giebt,  so  wird,  wenn 
wir  zu  (4)  und  (5)  noch  die  v  —  1  Bedingungen 

0<es(a)<l  (6) 

hinzufügen,  jedes  Ideal  m'  genau  r-mal  erzeugt  werden;  mithin 
ist  die  Anzahl  aller  derjenigen  Zahlen  w,  welche  diesen  Be- 
dingungen (4),  (5),  (6)  genügen,  ^=  rT,  wo  T  die  im  Satze  an- 
gegebene Bedeutung  hat. 

Hierauf  wenden  wir  uns  zur  Betrachtung  des  stetigen,  w-fach 
ausgedehnten    arithmetischen    Raumes   9?;    unter    einem    Puncte 
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desselben  verstehen  wir  jede  Folge  x  von  n  reellen  Werthen 
x^^  x^i  .  .  .  Xnt  welche  umgekehrt  die  Coordinaten  des  Punctes  x 
heissen  sollen*).  Aus  diesem  unendlichen  Räume  9J  wollen  wir 
durch  gewisse  Bedingungen,  welche  den  obigen  nachgebildet  sind, 
ein  durch  endliche  Grenzen  eingeschlossenes  Gebiet  ^  ausscheiden. 
Zunächst  bilden  wir  die,  allen  n  Permutationen  entsprechenden 
Functionen 

5        =  ^1  ^1       -f~    ^2  ^2       -\-    '   '   '    -\-    Xn  ^n 

(7) 

IC)  =  X,  tif  +  x.ii'i''  +  ■■■  +  a;„j«r 

und  unterwerfen  den  Punct  x",  indem  wir  mit  u  den  absoluten 
Werth  des  reellen  Productes 

rr  ...i^">  =  ±t*  (8) 

bezeichnen,  der  ersten  Bedingung 

0  <u  <1.  (9) 

Ist  ferner  tCs  eine  der  v  Permutationen  (15)  in  §.  183,  so  be- 
zeichnen wir  mit  ys  den  reellen  Theil  von  Cs  log  |<*)  und  bestimmen 
aus  yi->  y^  '  '  '  Vv  abermals  v  reelle  Grössen  ^i,  ^9  •  •  •  ^v-\  ^"^^ 
V  durch  die  v  linearen  Gleichungen 

/i,!-^!  +  •  •  •  +  li,v-i^v-i  -f  c^v  —  yi 


(10) 


^,1^1    +•••-!-   ly,v-i^v-i   +    CrO  —  yy, 

aus  welchen  durch  Addition  offenbar 

nv  =  yi  ^  y^  +  •  •  '  -\r  yv  =  logw  (11) 

folgt.  Hiernach  verstehen  wdr  unter  dem  Gebiete  51  den  Inbegriff 
aller  derjenigen  Puncte  x,  welche  der  Bedingung  (9)  und  ausser- 
dem den  V  —  1  Bedingungen 

0  ^  ^.  <  1  (12) 

genügen;  mit  Rücksicht  auf  (10)  und  (11)  folgt  hieraus,  dass 
die  V  Grössen  ys  algebraisch  kleiner,  also  die  Moduln  der  n  Grössen 
|(«)  absolut  kleiner  als  eine  nur  von  S  abhängige  Constante  sind, 
und  aus  (7)  ergiebt  sich  weiter,  dass  auch  die  Coordinaten  Xs 
aller   in   %   gelegenen   Puncte  x   absolut  kleiner   sind,   als   eine 


*)  Nach  der  Ausdrucksweise  meiner  in  §.  161  citirten  Schrift  ist  jeder 
Punct  X  eine  bestimmte  Abbildung  des  Systems  Zn  der  ersten  n  natür- 
lichen Zahlen  im  Körper  aller  reellen  Zahlen,  und  der  Raum  9i  ist  der 
Inbeorriff  aller  dieser  Abbilduiig'en  x. 
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Constante,   welclie   theils  von  S^  theils  von  der  obigen  Basis  des 
Ideals  m  abhängt. 

Zwischen  diesem  Gebiete  ^I  und  den  vorher  betrachteten 
Grössen  t  und  T  besteht  nun  folgende  Beziehung.  Setzen  wir 
zur  Abkürzung  die  positive  Grösse 

r^  =  d,  (13) 

so  erzeugt  jede  Zahl  «,  welche  den  Bedingungen  (4),  (5),  (6) 
genügt,  einen  Punct  x,  dessen  Coordinaten 

Xi  ^=  d  a^,     X2  ^=  d  a2  .  .  .  Xn  =  S  c(n  (14) 

aus   den   ganzen   Coordinaten   % ,  «2  •  •  •  ^n    ^^'^   Zahl  a   durch 
Multiplication   mit  d  entstehen,   also   dem  Modul  [d]  angehören 
da  nun  zufolge  (7),  (8),  (10),  (11)  gleichzeitig  mit  (14)  auch 

|(.)  ^     §  ^(S)^  y^    ^     ^^    log  ^      4-      ?,  («),  . 

u  =  8^N{{a)),   V  =  logd  -f  /(«),   ^s  =  es{a)  ^     ^ 

wird,  so  folgt  aus  (5)  und  (6)  auch  (9)  und  (12),  mithin  liegt 
der  Punct  x  im  Gebiete  %\  und  umgekehrt  leuchtet  ein,  dass 
jeder  Punct  x  des  Gebietes  ^,  dessen  Coordinaten  in  [d]  ent- 
halten sind,  auf  diese  Weise  (14)  durch  eine  und  nur  eine  solche 
Zahl  «  erzeugt  wird,  welche  den  Bedingungen  (4),  (5),  (6)  genügt. 
Mithin  ist  die  Anzahl  rT  dieser  Zahlen  a  zugleich  die  Anzahl  T' 
dieser  Puncte  x. 

Um  nun  hieraus  den  gesuchten  Grenzwerth  abzuleiten ,  be- 
rufen wir  uns  auf  das  folgende  allgemeine  Princi^*),  welches 
seinen  unmittelbaren  Grund  in  dem  Begriffe  eines  vielfachen 
Integrals  findet  und  deshalb  keines  besonderen  Beweises  bedarf: 

Setzt  man  das  über  ein  reelles,  in  endliche  Grenzen  ein- 
geschlossenes Gebiet  51  ausgedehnte,  aus  lauter  positiven  Elemen- 
ten gebildete  w-fache  Integral 

dx^dxc, . .  rcxn-=  {%),  (16) 


/ 


und  bezeichnet  man,  wenn  b  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse 
ist,  mit  T'  die  zugehörige  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen 
in  %  liegenden  Puncte  x^  deren  Coordinaten  x^-^  x<i  .  .  .  x^  ganze 
rationale  Vielfache  von  d  sind,  so  wird  für  unendlich  kleine 
Werthe  von  b 
lim  (T'd«)  =  (51).  (17) 

*)  Für  den  Fall  n  —  2   fällt  dasselbe  mit  dem  in  §.  120  besprochenen 
geometrischen  Satze  zusammen. 
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Da  in  unserem  Falle  T'  =  r  T  und  d"  =  f-i  ist,  so  erhalten 
wir 

und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  des  Integrals  (51) 
zu  ermitteln.  Zu  diesem  Zweck  führen  wir  an  Stelle  der  Coor- 
dinaten  ^i,  x^  .  .  .  Xn  ein  neues  System  von  n  unabhängigen 
reellen  Variabelen  ein,  und  zwar  erwählen  wir  als  solche  die 
schon  oben  definirten  v  Grössen  u,  z^^  s.^  .  .  .  Zv-i  und  ausserdem 
noch  (n  —  v)  Grössen  g?v+i,  (pv+2  .  .  .  <5P„,  welche  dadurch  voll- 
ständig bestimmt  sind,  dass  sie,  mit  i  multiplicirt,  die  imaginären 
Bestandtheile  der  Logarithmen  von  ^^'+^^  |(»+2)  ^  ^  ^  |(m)  bilden 
und  zugleich  den  Bedingungen 

0<(p,n<2  7t  (19) 

genügen,  wo  m  jede  der  Zahlen  v  ~\-  l,  v  -\-  2  .  .  .  oi  bedeutet. 
Zu  jedem  Puncte  x  des  Gebietes  5(  gehört  offenbar  ein 
einziges,  den  Bedingungen  (9),  (12),  (19j  genügendes  System  der 
neuen  Variabelen  u,  Zg,  (pm-  Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  durch 
ein  solches  Werthsystem  u,  Zs^  cpm  die  unter  den  n  Grössen 
^',  I" .  .  .  1^"^  befindlichen  imaginären  Paare  vollständig  bestimmt 
sind,  während  für  die  übrigen  |(*>,  welche  den  (2v  —  n)  reellen 
Permutationen  tTs  entsprechen,  nur  die  absoluten  Werthe  ge- 
geben werden.  Aus  diesem  Grunde  zerfällt  unser  Gebiet  % 
offenbar  in  2^^~'^  Stücke  33,  deren  jedes  aus  allen  denjenigen 
Puncten  x  besteht,  für  welche  jede  der  letztgenannten  Grössen  l*^^) 
ein  unveränderliches  Vorzeichen  besitzt;  betrachtet  man  daher 
ein  bestimmtes  solches  Stück  53,  so  entspricht  zufolge  (7)  jedem 
Werthsystem  u,  Zs,  (pm  ein  und  nur  ein  bestimmter  Punct  x 
in  33.  Das  Integral  (31)  ist  die  Summe  aller,  den  einzelnen 
Stücken  58  entsprechenden  Integrale  (33),  und  um  für  ein  be- 
stimmtes solches  Stück  33  die  Transformation  des  Integrals  (33) 
auszuführen,  müssen  wir  bekanntlich  den  absoluten  Werth  der  mit 

d  \Xi     .     .     .    Xy  —  l^      Xvi     Xv^\     .     .     .    Xfi) 

■   d{Zi    ...  Zr-i,    W,    (pv  +  i   .  .  .   (pn) 

ZU  bezeichnenden  Functional- Determinante  der  alten  Variabelen 
in  Bezug  auf  die  neuen  bestimmen.  Dies  führen  wir  nach  be- 
kannten Sätzen  so  aus,  dass  wir  bei  dem  Uebergange  von  jenen 
zu  diesen  noch  andere  Systeme  von  Variabelen,  und  zwar  zunächst 
das   der  n  Grössen  |',  |" .  .  .  |^">  einschalten ;   da  zufolge  (7)  das 
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Quadrat  der  Functional  -  Determinante  der  Grössen  |  in  Bezug 
auf  die  Grössen  x  die  Discriminante  des  Ideals  m,  also  =  ^(m) 
=  J)  JV(m)2  ist,  so  folgt 

d  {Xx  .  .  ,  .T„) 1 

di^TTTW)  ~  -A^(m)Vi)  * 
Hierauf  führen  wir  die  v  Grössen  ijs  und  die  {n  —  v)  Grössen  9,^ 
ein;  ist  it^  eine  reelle  Permutation,  so  ist  ys  =  log(+  |^*^),  wo  + 
das   in    diesem    Stück    33   herrschende    Vorzeichen    von    |(«)    be- 
deutet, mithin 

bilden  aber  tt^  und  11,^  ein  imaginäres  Paar,  so  ist 

log  g(«)  =   V'2^«   —    9m  ^     log  l^'*^)  =   V22/«    +    95m '^', 

also 

^^^^      '  ^       ^  _  ^  tis)  t(m) 

und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (8) 

Führt  man  endlich  statt  der  Grössen  ys  die  Grössen  ^^  und  ti 
ein,  so  folgt  aus  (10)  und  (11)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
(17)  und  (21)  des  vorigen  Paragraphen 

d{y^  .  .  .  yr-u  ijv)  ^  ^ , 
d(Zi  .  .  .  ^v— 1,  u)         u 
Durch  Verbindung  dieser  Uebergänge  erhält  man 

d{z^  .  .  .  ^v-i,  u,  (pv-\.\  '  ■  .  (fn)       N{m)Y(D)' 
mithin 

oder  wenn  man  die  Integrationen  in  den  durch  (9),  (12),  (19) 
angegebenen  Grenzen  ausführt, 

^^-^  ~  iV(m)V(i))' 

wo  der  Regulator  S'  und  V(i))  absolut  zu  nehmen  sind.  Da 
jedem  der  22"-"  Stücke  33,  aus  welchen  ^  besteht,  ein  und  der- 
selbe Integralwerth  (33)  entspricht,  so  folgt 

2'';r"-'Ä' 
^'^^^  ^  N{m)y{D) ' 
und  zufolge  (18)  ergiebt  sich  hieraus  der  gesuchte  Grenzwerth 
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hm    —  i  = 


t  J        N{m)y(P)      r 

h   (lieser  Grenzwerth  seiner  Bedeutung   nach  von  der  Auswahl 

»s    bei    unserem     Beweise    benutzten    vollständigen     Einheits- 

^stems  S  gänzlich  unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich  beiläufig  der 

Lch  auf  elementare  Weise  leicht  zu  beweisende  Satz,  dass    der 

juotient  S'  :  r  für  alle  vollständigen  Systeme  S  einen  und  den- 

jlben  absoluten  Werth  hat;  bezeichnet  man  denselben  mit  £",  so 

nimmt  die  letzte  Gleichung  die  Form  (1)  an,  w.  z.  b.  w. 

Mit  Hülfe  dieses  Fundamentes  lassen  sich  die  nachfolgenden 
Sätze  ohne  jede  Schwierigkeit  ableiten;  wir  bemerken  vorher, 
dass  wir  den  Begriff  der  Idealclasse  (§.  181)  im  ursprünglichen 
Sinne  nehmen,  also  zwei  Ideale  a,  a'  äquivalent  nennen  und  der- 
selben Glasse  zutheilen,  wenn  es  eine  Zahl  r^  (von  positiver  oder 
negativer  Norm)  giebt,  welche  der  Bedingung  ar^  ^=  a'  genügt. 
Dann  gilt  folgender  Satz: 

II.  Ist  A  irgend  eine  Idealclasse^  und  bezeichnet  man^  tvenn 
t  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  mit  T  die  Anzahl  aller  der- 
jenigen in  A  enthaltenen  Ideale,  deren  Normen  nicht  grösser  als  t 
sind,  so  iüird  für  unendlich  grosse   Werthe  von  t 

^™  T  =      VCD)       =  ^'  (2^) 

Um  dies  zu  beweisen,  wählen  wir  aus  der  inversen  Classe 
A—'^  nach  Belieben  ein  bestimmtes  Ideal  m;  ist  nun  a  ein  be- 
liebiges Ideal  in  J[,  so  ist  am  ein  durch  m  theilbares  Haupt- 
ideal m',  und  umgekehrt  ist  jedes  solches  Hauptideal  m'  von  der 
Form  am,  wo  a  der  Classe  A  angehört;  da  ferner  je  zwei  ver- 
schiedenen Idealen  a  auch  zwei  verschiedene  Ideale  am  ent- 
sprechen und  umgekehrt,  so  folgt  aus  -N'(am)  =  N(a)N(m),  dass 
T  zugleich  die  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen,  durch  m 
theilbaren  Hauptideale  am  ist,  deren  Normen  nicht  grösser  als 
tN(m)  sind;  ersetzt  man  daher  t  in  dem  Satze  I  durch  tN{m), 
so  geht  die  Gleichung  (1)  in  (20)  über,  w.  z.  b.  w. 

Da  dieser  Grenzw^erth  von  der  Classe  A  gänzlich  unabhängig 
ist,  und  da  jedes  Ideal  einer  und  nur  einer  Classe  angehört,  so 
folgt  hieraus  ohne  Weiteres  der  nachstehende  Satz : 

III.  Bedeutet  h  die  Anzahl  aller  Idealclassen,  und  bezeichnet 
man,  wenn  t  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  mit  T  die  Anzahl 

Dir ichl et,    Zahlentheorie.  39 
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aller  derjenigen  verschiedenen  Ideale^  deren  Normen  nicht  grösser 
als  t  sind,  so  wird  für  unendlich  grosse  Werthe  von  t 

Verbindet  man  hiermit  das  allgemeine,  in  §.  118  aufgestellte 
Princip,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 

IV.  Bedeutet  s  eine  Variabele,  und  set^t  man  die  übev  alle 
Ideale  a  ausgedehnte  unendliche  Beihe 

so  convergirt  dieselbe  für  alle  Werthe  s  >  1 ,  und  für  unendlich 
Meine  Werthe  von  (s  —  1)  ivird 

lim  (s  —  l)Sl(s)  =  gh.  (23) 

Hiermit  ist,  wenn  die  Werthe  von  D  und  E  schon  gefunden 
sind,  die  Classenanzahl  h  als  Grenzwerth  einer  unendlichen  Reihe 
dargestellt.  Gelingt  es,  denselben  Grenzwerth  noch  auf  eine 
andere  Weise,  nämlich  unmittelbar  aus  der  Beschaffenheit  der 
im  Körper  Sl  auftretenden  Ideale  a  zu  bestimmen,  so  ist  damit 
auch  die  Classenanzahl  h  gefunden;  dies  ist  aber  bis  jetzt  nur 
in  sehr  wenigen  Fällen  geglückt,  von  denen  wir  einige  in  den 
folgenden  Paragraphen  betrachten  wollen,  und  vermuthlich  be- 
finden wir  uns  noch  sehr  weit  von  einer  allgemeinen  Lösung 
dieses  grossen  Problems.  Hier  wollen  wir  nur  noch  die  folgenden 
Bemerkungen  hinzufügen. 

Aus  den  Gesetzen,  nach  welchen  alle  Ideale  a  aus  den  sämmt- 
lichen  Primidealen  p  durch  Multiplication  gebildet  werden  (§.  179), 
ergiebt  sich  als  unmittelbare  Folgerung  die  Identität 

S*(")  =  nj3:l(^,  (24) 

wenn  die  Function  ^  die  Eigenschaft 

i/;(ab)  =  i/;(a)i^(b)  (25) 

besitzt,  und  wenn  ausserdem  die  Summe  linker  Hand  einen  von 
der  Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängigen  endlichen  Werth 
besitzt;  der  Beweis  für  diese  Identität  zwischen  der  Summe  und 
dem  unendlichen  Producte  stimmt  vollständig  mit  demjenigen 
überein,  welchen  wir  früher  (§.  132)  für  den  speciellen  Fall  n=l 
gegeben  haben,  und  kann  deshalb  hier  unterdrückt  werden.    Für 
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unsere,  in  (22)  definirte  Function  Sl(s)  ergiebt  sich  hieraus  die 
folgende  zweite  Darstellung 

£l(s)  =  n ^— ;  (26) 

bedeuten  nun,  wenn  p  eine  beliebige  natürliche  Primzahl  ist, 
)3i,  p2  •  •  •  Pe  die  von  einander  verschiedenen,  in  p  aufgehenden 
Primideale,  und  n^^  n.j  .  .  .  He  deren  Grade  (§.  179),  so  nimmt 
diese  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an 

Sl(s)  =  III't ^ -. ^ -. ^ \        (27) 

V  /  \1  — p  —  ^^i       1  p  —  sn^  l p  —  sn^J^  V       / 

WO  das  Product  über  alle  Primzahlen  p  zu  erstrecken  ist.  Be- 
zeichnet man  ferner,  wenn  m  eine  beliebige  natürliche  Zahl  ist, 
mit  F(m)  die  Anzahl  aller  derjenigen  verschiedenen  Ideale,  deren 
Norm  ==  m  ist,  so  ist  offenbar 

ß(«)  =  S«,  (28) 

und  man    erkennt  leicht,   dass   für  je   zwei  relative  Primzahlen 

m',  m"  stets 

F{m'  m")  =  F{m')  F{m")  (29) 

ist,  während  die  unendliche  Reihe 

F_{p)_        F(p^)        F(p^) 

pS         "T         ^2s         "1  p[ 

mit  dem  allgemeinen  Factor  des  Productes  (27)  übereinstimmt. 
Ausserdem  geht  aus  (21)  hervor,  dass  für  unendlich  grosse  Werthe 
von  m 

lim  J'(l)  +  F(2)  +  .  ■  ■  +  FM  ^ 

m  if  \    j 

ist. 

Tiefere  Untersuchungen,  zu  denen  z.  B.  die  über  die  Ge- 
schlechter der  quadratischen  Formen  (Supplement  IV)  und  die 
über  die  Vertheilung  der  Primideale  auf  die  verschiedenen  Ideal- 
classen  gehören  *),  knüpfen  sich  an  die  Betrachtung  allgemeinerer 
Reihen  und  Producte,  welche  aus  (24)  hervorgehen,  wenn  man 

^^'       N(ay 


l  +  ^^  +  ^^  +  ^^  +  ---  (30) 


*)  Vergl.  die  schon  in  §.  137  citirte  Abhandlung  von  Dirichlet  (Crelle's 
Journal,  Bd.  21,  S.  98). 

39* 
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setzt,  wo  die  Function  %  (a)  ausser  der  Eigenschaft  (25)  noch  die 
andere  besitzt,  für  alle  derselben  Classe  A  angehörenden  Ideale  a 
denselben  Werth  anzunehmen,  welcher  mithin  zweckmässig  durch 
%{A)  bezeichnet  wird  und  offenbar  immer  eine  h^^  Wurzel  der 
Einheit  ist.  Solche  Functionen  i^  die  man  im  erweiterten  Sinne 
Charaktere  nennen  kann,  existiren  immer,  und  zwar  geht  aus  den 
am  Schlüsse  des  §.  149  erwähnten  Sätzen  leicht  hervor,  dass  die 
Classenanzahl  h  zugleich  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Charak- 
tere ;fi,  %.2  .  .  .  %h  ist,  und  dass  jede  Classe  A  durch  die  ihr 
entsprechenden  h  Werthe  %^  {A) ,  %^  {A)  .  .  -  %h  {A)  vollständig 
charakterisirt ,  d.  h.  von  allen  anderen  Classen  unterschieden 
wird.  Setzt  man  noch  die  über  alle  Ideale  a  der  Classe  A  aus- 
gedehnte Summe 

und  bezeichnet  mit  A^^  A^  .  .  .  Au  alle  verschiedenen  Classen, 
so  nimmt  für  den  Charakter  %  die  Gleichung  (24)  die  Form 

X  (A)  A,(s)  +  ..-^t  {Au)  An  (s)  =  W  ^  _  ^  J)  j^^p)_,        '\ 

an;  auf  die  Folgerungen,  welche  sich  aus  der  Betrachtung  dieser 
h  Ausdrücke  und  deren  Logarithmen  ergeben,  können  wir  aber 
hier  nicht  mehr  eingehen. 

§.  185. 

Um  den  Nutzen  und  die  Bedeutung  unserer  bisherigen  Unter- 
suchungen erkennen  zu  lassen,  deren  Resultate  nur  die  ersten 
Elemente  einer  allgemeinen  Zahlentheorie  bilden,  wollen  wir  die- 
selben auf  zwei  bestimmte  Beispiele  anwenden,  die  zugleich  in 
unmittelbarem  Zusammenhange  mit  dem  Hauptgegenstande  dieses 
Werkes  stehen.  Als  erstes  Beispiel  wählen  wir  den  classischen 
Fall  der  Kreistheilung ,  an  welchem  Kummer  zuerst  seine 
Schöpfung  der  idealen  Zahlen  mit  dem  schönsten  Erfolge  durch- 
geführt hat*). 


*)  Die  bezüglichen,  zuerst  in  Crelle's  Journal  (Bdde.  35,  40)  veröffent- 
lichten Untersuchungen  sind  zusammengestellt  in  der  Abhandlung:  Sur  la 
theorie  des  nomhres  complexes  composes  de  racines  de  Vanite  et  de  nomhres 
entiers  (Liouville's  Journal,  Bd.  16,  1851),  und  eine  Ergänzung  derselben 
findet   sich  in   der  Abhandlung:    Ueher  die   den   Gaussischen  Perioden   der 
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Es  sei  m  eine  natürliche  ungerade  Primzahl,  (i  eine  primitive 
Wurzel  der  Gleichung 

ö'"  =  l,  fl) 

und  n  der  Grad  des  Körpers  Sl^  der  aus  allen  durch  Ö  rational 
darstellbaren  Zahlen  besteht.     Setzen  wir  (nach  §.  139) 

/(O  =  T^  =  (*  -  ")  {t-0^)...(t-  Ö»-'),  (2) 

WO  t  eine  Variabele  bedeutet,  so  ist  f(ß)  =  0,  und  da  die  Coeffi- 
cienten  dieser  Gleichung  rational  sind,  so  ist  n  ^  m  —  1.  Um 
n  genau  zu  bestimmen,  setzen  wir  ^  =  1,  wodurch  wir 

m  =  (1  —  ö)  (1  —  6^)  ...  (1  —  6"^-i)  (3) 

erhalten;  da  6  eine  ganze  Zahl  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den 
{m  —  1)  Factoren  1  —  Ö*',  und  man  erkennt  leicht,  dass  die- 
selben mit  einander  associirt  sind;  denn  wählt  man  die  positive 
ganze  Zahl  s  so,  dass  rs^l  (mod.  m)^  also  1  —  6=1  —  ö*'* 
wird,  so  ist  gleichzeitig 

1  —  ö^ 

y—^  =  1  -f  ö  -f  ö^  -f  . . .  +  (r-^ 

und 

1^  3=.  1  _]_  ö-  4-  /^^^  +  •  •  •  +  Ö(«-i)- 

mithin  ist  jede  der  beiden  Zahlen  1  —  0  und  1  —  ö*"  durch  die 
andere  theilbar.     Setzt  man  daher 

1-0  =  ^,  (4) 

so  geht  die  Gleichung  (3)  in 

m  =  £  ^'"-1  (5) 

über,  wo  e  eine  Einheit  bedeutet,  woraus  zugleich  hervorgeht, 
dass  fi  keine  Einheit,  und  folglich  jede  durch  fi  th eilbare  rationale 
Zahl  auch  durch  die  Primzahl  m  theilbar  ist.  Da  alle  mit  Sl 
conjugirten  Körper  zufolge  (2)  imaginär,  und  folglich  alle  Normen 
positiv  sind,  so  folgt  hieraus 

mithin  ist  die  natürliche  Zahl  N{^)  selbst  eine  Potenz  der  Prim- 
zahl m;   setzt  man  nun  N{^)  =  m",  so  folgt  n  =  a  (ni  —  1), 


Kreistheüung  entsprechenden  Congnienziourzeln  (Crelle's  Journal,  Bd.  53).  — 
Vergl.  Bachmann :  Die  Lehre  von  der  Kreistheüung  (Vorl.  17 ,  18)  uud 
meine  Anzeige  dieses  Werkes  in  Schlömilch's  Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys., 
Jahrgang  18  (1873),  Literaturzeitung  S.  14  bis  24,  43. 
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und  da,  wie  oben  bemerkt,  n  ^m  —  1  ist,  so  ergiebt  sich  a=  1, 
mithin 

n  =  m  —  1,    N{^)  =  m.  (6) 

Die  in  (2)  definirte  Function /(Q  ist  daher  irreducibeV''),  also 
bilden  die  w  —  1  Potenzen  1,  Ö,  ö^  .  .  .  ö*"~^  eine  Basis  des 
Körpers  Sl^  und  wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass 

D  =  [1,  ö  .  .  .  6^-^]  =  [1,  i[i  .  .  .  iti^-2]  (7) 

ist,  wo  0  wieder  das  System  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  Sl 
bedeutet.  Zunächst  leuchtet  aus  (4)  ein,  dass  die  Potenzen  von 
ß  und  diejenigen  der  Zahl  ^  jedenfalls  Basen  eines  und  desselben 
ganzen  Moduls  bilden,  den  wir  vorläufig  mit  a  bezeichnen  wollen; 
um  seine  Discriminante  ^(a)  zu  bestimmen,  multipliciren  wir 
(2)  mit  t  —  1,  differentiiren  nach  t  und  setzen  ^  =  ö, /'(ö)  =  6*, 
wodurch  wir  (8  —  l)ö*=  mO'''-'^  erhalten;  da  N(6  —  1)  =  m, 
und  6  zufolge  (1)  eine  Einheit  ist,  so  ergiebt  sich  iV  (Ö*)  =  m"*""^ 
und  hieraus  (nach  §.  167,  (27)) 

tn — 1 

z/(a)  —  (—  l)"^m''^-2.  (8) 

Sodann  bemerken  wir,  dass  jede  durch  m  theilbare  Zahl  des 
Moduls  a  auch  in  ma  enthalten  ist;  denn  wenn  die  in  a  ent- 
haltene Zahl 

durch  w,  also  durch  fi,  ^^  .  .  .  ^^— ^  theilbar  sein  soll,  so  ergiebt 
sich  schrittweise,  dass  die  ganzen  rationalen  Zahlen  «o  i  ^n  <^2  •  •  • 
am -2  durch  ft,  also  auch  durch  m  theilbar  sein  müssen.  Hieraus 
folgt  unmittelbar,  dass  der  Ideinste  natürliche  Factor  yt,  durch 
welchen  irgend  eine  ganze  Zahl  ca  in  eine  Zahl  lico  des  Moduls 
a  verwandelt  wird,  nicht  durch  m  theilbar  sein  kann;  denn  wäre 
]c  =z  mh^  so  wäre  die  in  a  enthaltene  Zahl  hoj  =  mhca  zugleich 
theilbar  durch  w,  also  in  m  a  enthalten,  mithin  wäre  das  Product 
hcj  in  a  enthalten,  was  der  Bedeutung  von  Je  widerspricht,  weil 
Ji  <  h  wäre.  Da  nun  andererseits  h^  (nach  dem  Satze  I  in 
§.  175)  in  der  Discriminante  ^(a)  aufgehen  muss,  so  folgt  aus 
(8),  dass  stets  ^=1,  also  jede  ganze  Zahl  «  in  a  enthalten, 
mithin  d  =  a  ist,  w.  z.  b.  w.  Zugleich  ergiebt  sich  aus  (8)  die 
Grundzahl 


m — 1 


D  =  ^(d)  =  (—  1)  ^  m"'-2.  (9) 


*)   Gauss:  D.  A.  art.  341. 
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Aus  (6)  folgt  ferner,  dass  ^  eine  Frimsahl^  o^  ein  Primideal 
ersten  Grades  ist;  bedeutet  nämlich  a  irgend  ein  in  ^  aufgehen- 
des Primideal,  so  ist  0|u<  r=  ab,  also  N(a)N(h)  =  N(^)  =  m\ 
da  aber  m  eine  natürliche  Primzahl,  und  N  (a)  >  1  ist,  so  muss 
N(a)  =  m,  N{h)  =  1,  mithin  b  =  o,  und  a  =  Oft  sein,  wie  be- 
hauptet war.    Zufolge  (5)  ist  ferner 

om  =  {o^y''-\  (10) 

und  hiermit  ist  die  Zerlegung  von  om  in  Primfactoren  gefunden. 
Die  mit  0  conjugirten  Zahlen  sind  zufolge  (2)  die  m  —  1 
Potenzen  Ö,  Ö^  .  .  .  6"*~S  d.  h.  alle  primitiven  Wurzeln  der  Glei- 
chung (1);  da  dieselben  ebenfalls  dem  Körper  Sl  angehören,  so 
sind  alle  mit  Sl  conjugirten  Körper  identisch  mit  <ß,  d.  h.  Sl  ist 
ein  Normalhörper  (§.  166);  seine  Permutationen  lassen  sich  mit 
einander  zusammensetzen  und  bilden  daher  eine  Gruppe]  geht 
ferner  ß  durch  die  Permutationen  p,  6  resp.  in  Ö**,  Ö*  über,  so 
geht  6  sowohl  durch  qö,  als  auch  durch  öq  in  ß^^  über,  und 
folglich  ist  Qö  =z  0Q]  Normalkörper,  deren  Permutationen  diese 
Eigenschaft  besitzen,  werden  zweckmässig  AbeVsche  Körper  ge- 
nannt*). Um  eine  für  das  Folgende  geeignete  Bezeichnung  dieser 
Permutationen  zu  gewinnen,  wählen  wir  nach  Belieben  eine  be- 
stimmte primitive  Wurzel  c  der  Primzahl  m  als  Basis  eines 
Systems  von  Indices  (§.  30);  ist  r  eine  durch  m  nicht  theilbare 
ganze  rationale  Zahl,  so  setzen  wir  der  Kürze  halber 

Ind.  r  =  r\    also    r  ^  c*"'  (mod.  m)  (11) 

und  bezeichnen  mit  7tr>  diejenige  Permutation,  durch  welche  ß  in 
ß''  übergeht;  hierbei  darf  der  Index  r',  den  wir  auch  den  Index 
dieser  Permutation  nennen,  durch  jede  beliebige  Zahl  ersetzt 
werden,  welche  ^  r'  (mod.  m  —  1)  ist.  Gleichzeitig  soll  die 
Zahl,  in  welche  eine  beliebige  Zahl  m  des  Körpers  durch  jir'  über- 
geht, durch  cjr'  bezeichnet  werden;  bedeutet  daher  (p{t)  irgend 
eine    ganze  Function  von  t   mit   rationalen  Coefficienten ,  so  ist 


gleichzeitig 


cj  =z  (p(ß)  und  cOr'  =  9(öO;  (12) 


*)  Memoire  sur  une  classe  particuliere  d'equations  resolubles  dlgebrique- 
ment  (OEuvres  completes  de  Abel,  t.  1,  oder  Crelle's  Journal,  Bd.  4).  Der 
wichtige  Satz  von  KronecTier  (Monatsber.  der  Berliner  Akademie  1853),  dass 
jeder  Abel'sche  Körper  auf  rationale  Weise  aus  Einheits wurzeln  entsteht, 
ist  vollständig  bewiesen  von  H.  Weber  {Theorie  der  AbeVschen  ZaJüJcörpery 
Acta  Mathematica,  Bd.  8  und  9). 
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offenbar  ist  tcq  die  identische  Permutation,  also  «o  =  «,  und 
der  obige  Satz  über  die  Zusammensetzung  der  Permutationen 
wird  durch  71  r' Tis'  =  ng' itri  =  7C(^rsy  =  Tty.>^s'i  also  durch  die 
Gleichung 

ausgedrückt;  zugleich  leuchtet  ein,  dass  alle  Permutationen  durch 
Wiederholung  aus  der  einzigen  Permutation  itc'  =  tc^  entstehen. 
Setzen  wir  ferner 

n  =r  m  —  1  =  2  V,  (14) 

so  ist 

(—  ly  =  V,    (—  r)'  =  r'  +  v  (mod.  2v),  (15) 

und  es  bilden  je  zwei  Permutationen  jr,.'  und  jt^'+i,  durch  welche 
6  in  ß^  und  ö~^  übergeht,  ein  imaginäres  Paar  (§.  183,  3). 

Wir  gehen  jetzt  zur  Bestimmung  aller  von  o^  verschiedenen 
Primideale  p  über  und  bemerken  zunächst,  dass  aus 

ßr  ^  ßs  (mod.  p)  stets  r  ^  s  (mod.  w),  (16) 

also  d"-  =  d'  folgt,  weil  sonst  die  Zahl  6''  —  0'  =  Or(^i  —  ßs-r^^ 
associirt  mit  ^i  und  folglich  nicM  theilbar  durch  p  wäre;  es  sind 
daher  die  m  Potenzen 

oder,  was  dasselbe  sagt,  die  Zahlen 

1 ,  '7i ,  U2   .   •   •   Om  —  1 

sämmtlich  incongment  nach  p.  Bezeichnen  wir  nun  mit  jp  die 
durch  p  theilbare  natürliche  Primzahl  (§.  179,  VII)«,  so  ist  p  ver- 
schieden von  m,  weil  m  nur  durch  das  einzige  Primideal  o^ 
theilbar  ist ;  es  sei  ferner  /  der  Exponent ,  zu  welchem  p  nach 
dem  Modul  m  gehört  (§.  28) ,  d.  h.  es  sei  /  die  kleinste  natür- 
liche Zahl,  welche  der  Congruenz 

p-^  ^  l  (mod.  w),  (17) 

also  auch  der  Congruenz 

fp'  =  0  (mod.  2v)  (18) 

genügt,  so  ist 

2v  =  7n  —  1  =  ef,  (19) 

und  e  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  p'  und  2  v 
(§§.  29,  30). 

Sind  nun  a,  /3,  y  .  .  .  beliebige  ganze  Zahlen,  so  folgt  aus 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Binomialcoefficienten  (§.  20), 
dass  immer 
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(a  +  /3  -h  y  +  •  •  0^  =  w^'  +  /5^  -h  r^'  +  •  •  •  (mod.  p) 
ist;  bezeichnet  man  daher  mit  (p{t)  eine  beliebige  ganze  Function 
der  Variabelen  t  mit   ganzen   rationalen  Coefficienten  a  und  be- 
denkt, dass  nach  dem  Fermat'schen  Satze  (§.  19)  immer  aP  ^  a 
(mod.  p)  ist,  so  erhält  man  den  für  jede  ganze  Zahl  w  gültigen 

Satz 

(p{ay  =  (p(ocP)  (mod.  p).  (20) 

Wenden  wir  denselben  auf  den  Fall  cc  =  6  an,  so  ergiebt  sich 
mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (12),  dass  für  jede  in  unserem  Ge- 
biete D  enthaltene  Zahl  o  die  Congruenz 

cjP  ^  cop'  (mod.  p)  (21) 

gilt,  aus  welcher  durch  fortgesetzte  Erhebung  zur  p^^^^  Potenz 
nach  (13)  die  allgemeinere  Congruenz 

03^"'^  cOrp'  (mod.  p)  (22) 

folgt;  da  nun /y  zufolge  (18)  durch  2v  th eilbar,  also  o/p'  =  cq 
ist,  so  erhält  man  das  Resultat 

cjp/=  05  (mod.  p).  (23) 

Hieraus  schliessen  wir  zunächst,  dass  op  entweder  ein  Prim- 
ideal oder  ein  Product  von  lauter  verschiedenen  Primidealen  ist; 
nehmen  wir  nämlich  im  Gegentheil  an,  es  sei  j9  durch  das  Quadrat 
eines  Primideals  p  theilbar,  so  ist  op  =  p^q^  und  da  p  q  ein  echter 
Theiler  von  op  ist,  so  giebt  es  eine  Zahl  «,  welche  durch  pq, 
aber  nicht  durch  p  theilbar  ist;  dann  ist  cd^  und  folglich  auch 
G)^-^  theilbar  durch  p^q^z=pq^  also  auch  durch  p;  allein  dies 
widerspricht  der  Congruenz  (23),  weil  a>  nicht  durch  p  theilbar 
ist.     Unsere  Annahme  ist  daher  unzulässig. 

Da  ferner  p  in  ^9  aufgeht,  so  genügt  jede  ganze  Zahl  cd  auch 
der  Congruenz 

top/=  G9  (mod.  p),  (24) 

d.  h.  die  Anzahl  der  incongruenten  Wurzeln  cj  dieser  Congruenz 
vom  Grade  pf  ist  =  (o,  p)  =  -N'(p),  und  folglich  ist 

N(p)  <  pf,  '        (25) 

weil   in   Bezug    auf  ein   Primideal   eine   Congruenz  r*^"  Grades 

niemals  mehr   als  r  incongruente   Wurzeln    haben    kann   (vergl. 

§§.  26,  180).     Nach  dem  verallgemeinerten    Fermat'schen  Satze 

(§.  180,  V)  ist  ferner 

ßNM  =  ß  (mod.  p). 
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woraus  wir  nach  (16)  folgern,  dass 

N(p)  =  1  (mod.  m)  (26) 

ist.  Nun  wissen  wir  (nach  §.  180,  (12)),  dass  N(\))  eine  Potenz 
von  p  mit  positivem  Exponenten  ist,  und  da  unter  allen  solchen 
Potenzen,  welche  durch  m  dividirt  den  Rest  1  lassen,  pf  die 
kleinste  ist,  so  muss  iV(p)  ^  p-^  sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf 
(25)  folgt,  dass 

N(p)=pf  (27) 

ist.  Mithin  ist  der  Exponent/,  zu  welchem  die  Primzahl  p  nach 
dem  Modul  m  gehört,  zugleich  der  Grad  eines  jeden  in  p  auf- 
gehenden Primideals  p;  da  ferner 

N(p)  =  j)"^-i  =  p^f 
ist,  so  erhalten  wir  die  Zerlegung 

0i>==Plp2   ..   .Pe,  (28) 

WO  pi,  p2  •  •  •  Pe  von  einander  verschiedene  Primideale  vom  Grade 
/  bedeuten''^). 

Hiermit  ist  die  Natur  aller  in  unserem  Körper  Sl  auftreten- 
den  Primideale    erkannt,  und   dies  Resultat  reicht   aus   für   die 


*)  Ist  w  eine  beliebige  natürliche  Zahl,  so  hat  der  aus  einer  primitiven 
Wurzel  ä  der  Gleichung  (1)  entspringende  Körper  Sl  den  Grad  g){ni);  ist  j) 
eine  Primzahl,  p'  die  höchste  in  m=  p'  m'  aufgehende  Potenz  von  p ,  und 
gehört  p  zum  JExponenten  /  (mod.  m'),  so  ist  g){m')  =  ef  (§.  28),  und 

wo  :pi,  p2  •  •  •  pe  von   einander   verschiedene  Primideale  vom   Grade  /  be- 
deuten; ist  ferner  p'  >  1,  so  ist 

0(1-0»»^')  =p^p^.  .  .pe. 
Vergl.  Kummer:  Theorie  der  idealen  Primfactoren  der  complexen  Zahlen, 
welche  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung  w»  =  1  gebildet  sind,  tvenn  n  eine 
zusa^nmengesetzte  Zahl  ist  (Abh.  d.  Berliner  Ak.  1856).  —  Für  alle  in  einem 
solchen  Körper  Sl  als  Divisoren  enthaltenen  Körper,  zu  denen  auch  die 
quadratischen  Körper  gehören ,  habe  ich  die  Bestimmung  der  Primideale 
als  Resultat  einer  allgemeinen  Untersuchung  mitgetheilt,  welche  ich  dem- 
nächst zu  veröffentlichen  gedenke  (Sur  la  theorie  des  nomhres  entiers  al- 
gebriqites,  §.  27,  und  Compte  rendu  der  Pariser  Ak.  vom  24.  Mai  1880); 
über  specielle  Fälle  solcher  Divisoren  vergl.  Eisenstein:  Allgemeine  Unter- 
suchungen über  die  Formen  dritten  Grades  mit  drei  Variabein,  ivelche  der 
Kreistheilung  ihre  Entstehung  verdanken  (Crelle's  Journ.  Bd.  28);  Fuchs: 
lieber  die  aus  Einheitswurzeln  gebildeten  complexen  Zahlen  von  periodischem 
Verhalten,  insbesondere  die  Bestimmung  der  Klassenanzahl  derselben  (Crelle's 
Journ.  Bd.  65);  Bachmann:  Die  Theorie  der  complexen  Zahlen,  welche  aus 
zwei  Quadratwurzeln  zusammengesetzt  sind  (Berlin  1867). 
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Bestimmimg  der  Anzahl  der  Idealclassen ;  bevor  wir  aber  zu 
dieser  Untersuchung  übergehen ,  wollen  wir  im  Anschluss  an 
§.  180  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Zerlegungen  (10)  und 
(28)  hinzufügen,  aus  welchen  sich  die  Zerlegung  der  Function  (2) 
in  rationale   Primfunctionen  nach  den  Moduln  m  und  p  ergiebt. 

Da  die  Zahl  0  und  alle  ihre  Potenzen ^1  (mod.  ^)  sind,  und 
da  jede  auf  ^  bezügliche  Congruenz  zwischen  rationalen  Zahlen 
auch  für  den  Modul  m  gilt,  so  folgt  aus  (2)  die  ohnehin  evidente 
identische  Congruenz 

f(t)  =  {t  —  l)'»-i  (mod.  m).  (29) 

Für  jede  andere  natürliche  Primzahl  p  und  deren  Prim- 
factoren  p  folgt  zunächst  aus  (16),  dass  der  Grad/  von  p  zugleich 
die  Höhe  jeder  mit  0  conjugirten  Zahl  6r  ist,  und  dass  folglich 
die  /  Zahlen  Or+p'-,  Or^2p>  •  •  •  Or+fp'-,  deren  Complex  mit  dem 
der  Zahlen  ör  +  e^  0r  +  2e  •  •  •  Or+fe  zusammenfällt,  eine  Periode  in 
Bezug  auf  p  bilden  (S.  571).     Setzt  man  daher 

Fr{t)  =  Fr  +  e(t)  =  (t   -    Or  +  e)  {t   -   6r  +  2e)   .  •  .  (^  -   ßr+fe).    (30) 

SO  wird 

Fr(t)  =  Pr(t)  (mod,  p),  (31) 

wo    Pr{t)    eine    mit    ganzen    rationalen    Coefficienten    behaftete 

Primfunction  in  Bezug  auf  den  Modul  p  bedeutet.     Zufolge  (2) 

ist  nun 

f(t)  =  F,(t)F,{t)...F,it),  (32) 

und  da  jede  auf  p  bezügliche  Congruenz  zwischen  rationalen 
Zahlen  auch  für  den  Modul  p  gilt,  so  ergiebt  sich  die  identische 
Congruenz  *) 

fit)  =  P,  (t)  P,  (0  .  .  .  Fe  (0  (mod.  p) ;  (33) 

zugleich  folgt  aus  (16),  dass  diese  e  Primfunctionen  wesentlich 
verschieden  sind.  Man  tindet  auch  leicht,  dass  p  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  der  durch  die  Zahlen  p  und  Peiß)  erzeugten 
Hauptideale  ist. 

Mit  dieser  Zerlegung  hängt  die  folgende  algebraische  Be- 
trachtung nahe  zusammen.     Die  /  Permutationen 

^e,    ^2e   .   •    •   ^/e,  (34) 

*)  Schönemann:  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  höheren 
Congruenzen,  deren  Modul  eine  reelle  Primzahl  ist.  §.  50.  (Cr eile's  Journal, 
Bd.  31).  —  Gauss:  Disquisitiones  generales  de  congruentiis,  artt.  360  —  367 
(Werke,  Bd.  If,  1863). 
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deren  Indices  durch  e  theilbar  sind,  und  welche  alle  durch 
Wiederholung  der  einzigen  Permutation  ite  entstehen,  bilden  eine 
Gruppe  (§.  166),  und  der  zugehörige  Körper  H  besteht  aus 
allen  denjenigen  in  ii  enthaltenen  Zahlen  co,  welche  der  Be- 
dingung «e  =  03  genügen;  zugleich  ist  (jET,  B)  =  e,  {ßl^  H)  =  f. 
Die  Darstellung  aller  dieser  Zahlen  o  ergiebt  sich  sehr  leicht, 
wenn  man  bedenkt,  dass  auch  die  n  Potenzen  Ö,  0^  .  .  .  ö*"~^ 
d.  h.  alle  mit  ß  conjugirten  Zahlen  öi,  Ö2  .  •  .  ö»  eine  Basis  von 
ü,  ja  auch  eine  Basis  von  o  bilden,  weil  ö  eine  Einheit,  also 
oO  =  0  ist.  Jede  Zahl  o  des  Körpers  Sl  ist  daher  von  der 
Form 

wo  die  Coordinaten  x^'^'^  willkürliche  rationale  Zahlen  bedeuten, 
deren  Zeiger  r  auch  durch  jede  nach  n  congruente  Zahl  ersetzt 
werden  darf.  Soll  nun  o  dem  Körper  H  angehören,  also  der 
Bedingung  cje  =^  cj  genügen,  so  folgt  x^'''^  =  x^^''^^\  also 

CO  =  ;r(i)t?i  -f  x(^^ri2  +  •  •  •  +  x^'^rje,  (35) 

wo  die  e  conjugirten  Zahlen 

Vr  =  Vr+e  =  Or+e    "f    Ör  +  2e    4"    *   '  *    +    Or+fe  (36) 

die  sogenannten  /-  gliedrigen  Perioden  bedeuten  *).  Zugleich  er- 
giebt sich,  dass  der  Modul 

4 

e  =  [rji,  V2  "  '  Ve]  (37) 

der  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  H  ist,  und  hieraus 
folgt  nach  später  zu  erwähnenden  Sätzen '^'^),  dass  seine  Grund- 
zahl ^(e)  =  4:m^— 1  ist,  wo  das  untere  Zeichen  gilt,  wenn/ 
ungerade  und  e  ^  2  (mod.  4)  ist.  Bedeutet  y  eine  Variabele, 
so  ist 

G-{y)  =  (y -ni)(y-V2)^"iy-ne)  (38) 

eine  irreducibele  Function  mit  ganzen  rationalen  Coefficienten, 
und  die  Coefficienten  der  in  (30)  definirten  e  Functionen 

Fr{t)  =  tf—rirtf-^  ^  "  '  ,    (39) 

sind  ganze  Zahlen  des  Körpers  H^  also  in  e  enthalten***). 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  der  Congruenz 
(31),  dass  jede   der  e  Perioden  r^r  und  folglich  jede  in  e  ent- 


*)   Gauss:  I).  A.  artt.  343,  348. 
**)  Vergl.  unten  (59)  und  die  Anmerkung  auf  S.  631. 
***)   Gauss:  I).- A.  artt.  348,  351. 
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haltene  Zahl  in  Bezug  auf  |)  einer  rationalen  Zahl  congruent  ist; 
setzen  wir  die  Primfunction 

Pr(t)  =  tf—  ri?tf--'  -I-  .  .  .  (mocl.  p),  (40) 

wo  rir  =  rjf.^e  rational,  so  wird 

fjr  =  rjr  (mod.  p),  (41) 

und    da  jede   auf  p    bezügliche   Congruenz    zwischen    rationalen' 
Zahlen   auch  für  den  Modul  p  gilt,  so  ergiebt  sich  aus  (38)  die 
identische  Congruenz 

(?((/)  =  (y  -  nl)  (!/  -  nl)  •  •  •  (y  -  nt)  (mod.  y),  (42) 
auf  welche  Kummer  seine  Theorie  der  idealen  Zahlen  gegrün- 
det hat. 

Um  endhch  noch  den  inneren  Zusammenhang  zwischen  den 
e  verschiedenen,  in  p  aufgehenden  Primidealen  p  zu  ergründen, 
schalten  wir  folgende  allgemeine  Bemerkungen  ein.  Ist  Sl  ein 
beliebiger  endlicher  Körper,  welcher  durch  die  Permutation  tc  in 
Sl'  übergeht,  und  ist  a  ein  beliebiges  Ideal  in  ß,  so  geht  aus 
den  Begriffen  des  Körpers  und  des  Ideals  unmittelbar  hervor, 
dass  das  System  a'  aller  Zahlen,  in  welche  die  sämmtlichen 
Zahlen  des  Ideals  a  durch  tc  übergehen,  ein'  Ideal  in  Sl'  ist,  und 
dass  a'  durch  die  inverse  Permutation  in  a  übergeht;  zwei  solche 
Ideale  a,  a'  nennen  wir  conjtigirte  Ideale.  Dann  leuchtet  ferner 
ein,  dass  (ah)'  =  a'b'  ist,  dass  folglich  ein  Primideal  p  in  ein 
Primideal  p'  übergeht,  und  dass,  wenn  p  die  durch  p  theilbare 
natürliche  Primzahl  bedeutet,  p  auch  durch  p'  theilbar  ist.  Wenden 
wir  dies  auf  unseren  Kreiskörper  Sl  an,  der  durch  alle  seine 
Permutationen  Jts  in  sich  selbst  übergeht,  so  folgt,  dass  jedes  der 
e  Primideale  p  durch  eine  solche  Permutation  tTs  immer  wieder 
in  eins  von  diesen  Idealen  übergehen  muss.  Nun  ergiebt  sich 
zunächst  aus  (21),  dass  jede  durch  p  theilbare  Zahl  cj  durch 
die  Permutation  Tipr  in  eine  ebenfalls  durch  p  theilbare  Zahl  cjpf 
übergeht;  mithin  geht  p  durch  jr^.,  und  folglich  durch  jede  der 
/  Permutationen  (34)  in  ein  Primideal  über,  welches  durch  p 
theilbar,  also  auch  mit  p  identisch  ist.  Umgekehrt,  wenn  p  durch 
die  Permutation  Ttg  in  sich  selbst  übergeht,  so  muss,  weil  Pe(0) 
durch  p  theilbar  ist,  auch  Pe{Os)  ^  0  (mod.  p)  sein;  da  aber  die 
Congruenz  Pe(a)  ^  0  (mod.  p)  nur  die  Wurzeln  6e,  (he  -  -  -  O/e 
hat,  so  muss  eine  von  ihnen  mit  ds  congruent,  also  zufolge  (16) 
auch  mit  6s  identisch  sein,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  oben 
genannten  /  Permutationen  die  einzigen  sind,  durch  welche  p  in 
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sich  selbst  übergeht.  Sodann  leuchtet  ein,  dass  p  durch  je  / 
Permutationen,  deren  Indices  nach  e  congruent  sind,  in  ein  und 
dasselbe  Primideal  übergeht;  umgekehrt,  wenn  p  durch  Ttr  und 
7t s  in  dasselbe  Primideal  übergeht,  so  geht  p  durch  7tr7iT^  =  7Cr—s 
oli'enbar  in  sich  selbst  über,  und  folglich  ist  r  ^  s  (mod.  e). 
Hieraus  folgt,  dass  die  e  Ideale  p  sämmtlich  mit  einander  con- 
jugirt  sind,  und  dass  jedes  von  ihnen  in  jedes  durch  /  bestimmte 
Permutationen  übergeht;  durch  die  e  Permutationen  :nri,  a^g  •  •  •  ^e 
geht  jedes  dieser  Ideale  in  e  verschiedene  Ideale  über,  und  wir 
werden  daher  am  zweckmässigsten  mit  pr  dasjenige  Ideal  be- 
zeichnen, in  welches  p  durch  Ttr  übergeht;  demgemäss  ist  pr+e  =  Pr 
zu  setzen,  und  aus  (31)  und  (41)  folgen  die  Congruenzen 

Fr+s(t)  =  Pr(t)  (mod.  Ps)  (43) 

rjr+s  =  Vr  (mod.  p^).  (44) 

Es  wird  gut  sein,  die  vorstehenden  Sätze  an  einem  be- 
stimmten Zahlenbeispiele*)  zu  bestätigen;  wählen  wir  zu  diesem 
Zweck  m  =  13,  j)  =  3,  so  ist  /  =  3,  e  =  4.  Legen  wir  ferner 
die  primitive  Wurzel  c  =  2  zu  Grunde,  so  wird 

de  =  e^\ 

also 


Öl     Ö2 ,    d,     e\ 

03            0^        04              0^       05 

0% 

Ö7     d^\    08  •    ö^ 

09     0^   010     0^^  011 

0^ 

71   —6    -h  ß'    4-  0^ 

i?i  —  02  -h  06  +  d\ 

^2  —  0^  +  0''  +  0^^ 

n,  —  e^  -1-  011  -1-  0^ 

und 

Fr(t)  =  P   —    rjrP    -f    r}r+2t   —    1.        , 

Man  findet  ferner  leicht  die  Gleichungen''"'') 

VVi  =  V  -^  Vi  ^  V-i  =  —  ^  —  V2 

^  ^2  =  —  3  i?  —  2  ??i  ~  3  t?2  —  2  i?3  =  3  -h  ^1  -r  ^:i 

^  ^3    =  ^    +    ^2    +    ^3   =   —    1    —   ^1 

und  hieraus 

(^{y)  =  r  +  2/^4-  2^/2-42/  +  3. 

Die  Wurzeln  der  Congruenz  G{y)  ^0  (mod.  3)  ergeben  sich 
am  kürzesten  durch  Versuche,  und  man  findet  auf  diese  Weise 
in  Uebereinstimmung  mit  (42)  die  identische  Congruenz 


*)  Ein  überaus  reiches  Material  findet  man  in  dem  Werke  von  Beuschle: 
Tafeln  complexer  Primzahlen^  welche  aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildet 
sind.     1875. 

**)  Gauss:  D.  A.  art.  345. 
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G{y)  =  y{y-  l)  (y  +  l)Hmod,  3). 
Da  eine  der  Wurzeln  ^  0  (mod.  3)  ist,  so  dürfen  wir  das  in  3 
aufgehende  Primideal  p  durch  die  Congruenz  tj  ^  0  (mod.  p) 
definiren"^),  woraus  durch  Substitution  in  die  vorstehenden  Aus- 
drücke für  ij2^  Yjrji^  rjrj^^  rirj^  sich  rji  ^  —  1,  1^2  ^  —  I1  ^3  ^  1 
(mod.  p)  ergiebt;  zufolge  (41)  wird  daher 

t?o=0,     t?;=-l,     ril=-l,     r?g  ^  +  1  (mod.  3). 
Ersetzt  man  ferner  die   in   Fr(t)    auftretenden   Coefficienten  rjr^ 
rjri-2  resp.   durch   die   nach  p  congruenten   rationalen  Zahlen  7]% 
1^,9+2,  so  folgt  aus  (31) 

Pr(t)  ~P  —  riU^  +  ri^r+^t  —  1  (mod.  3), 
und  durch  wirkliche  Ausführung  der  Multiplication  bestätigt  sich 
die  Congruenz  (33).     Setzt  man  endlich 

p  =  ö?-  ~  Ö  —  1  =  Po  (Ö)  (mod.  3), 

so  ist  p  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  3  und  0  q  ; 
allein  in  unserem  Falle  erkennt  man  leicht  (nach  §.  180),  dass 
p  =  o?y,  also  auch  pr  =  ^'^r  ist,  weil  ri  durch  p  theilbar,  und 
ausserdem  rjrji  i]2%  =  3,  mithin  N(7})  =  3^  =  iV(p)  ist.  Es 
muss   folglich  q  durch  r^  theilbar  sein;  in   der  That  findet  man 

.Q  =  rje\0  +  l)(ö^  +  1), 

woraus  sich  sogar  ergiebt,  dass  zufällig  q  mit  rj  associirt,  also 
auch  0  9  ==  p  ist.  — 

Nach  dieser  Abschw^eifung  kehren  wir  zu  unserem  obigen,  in 
den  Gleichungen  (6),  (10),  (27),  (28)  enthaltenen  Hauptresultate 
zurück,  welches  ausreicht,  um  mit  Hülfe  der  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Principien  einen  geschlossenen  Ausdruck 
für  die  Anzahl  h  der  Idealclassen  zu  gewinnen.  Diese  Unter- 
suchung ist  ebenfalls  von  Kummer  zuerst   durchgeführt**),  und 


*)  Ebenso  folgt  aus  der  Annahme  ?j  =  1  (mod.  p)  mit  Bestimmtheit 
»;i  =  0,  7?2=  —  1»  %=  —  1  (mod.  p).  Dagegen  entsprechen  der  Annahme 
V  =^  —  1  (mod.  p)  zwei  verschiedene  Systeme,  wie  aus  7^2  %  =  —  1  —  ^  =  0 
(mod.  p)  hervorgeht;  entweder  ist  j?,  =  1,  7?2=  0,  ^3=  —  1,  oder  es  ist 
»?i=  —  1,  7?2^  —  1.  ^3=  0  (mod  p). 

**)  Das  auch  Diriclilet  dieselbe  Aufgabe,  aber  in  anderer  Einkleidung 
gelöst  hat,  berichtet  Kummer  in  seiner  ausgezeichneten  Gedächtnissrede 
auf  Gustav  Peter  Lejeune- Diriclilet  (1860,  S.  21  bis  22)  mit  den  Worten: 
„Für  diejenigen  zerlegbaren  Formen  höherer  Grade,  deren  lineare  Factoren 
keine  anderen  Irrationalitäten,  als  Einheitswurzeln  für  einen  Primzahl- 
Exponenten,  enthalten,  hat  DiricMet  während  seines  Aufenthalts  in  Italien 
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sie  bietet  die  überraschendsten  Beziehungen  zu  dem  Satze  über 
die  arithmetische  Progression  dar  (Supplement  VI).  Wir  setzen, 
wie  im  vorigen  Paragraphen, 

Sl  (s)  =  V  ]Sf(a)-'  =  n  (1  —  Nip)-')-^  (45) 

und  untersuchen  das  Verhalten  dieser  Function  für  unendlich 
kleine  positive  Werthe  der  Variabelen  s  —  1.  Da  m  nur  durch 
ein  einziges  Primideal  ersten  Grades,  und  jede  andere  Primzahl 
j),  wenn  sie  zum  Exponenten  /  gehört,  durch  e  verschiedene  Prim- 
ideale vom  Grade  /  theilbar  ist,  wo  ef  =  m  —  1 ,  so  erhalten  wir 

wo  das  Product  auf  alle  von  m  verschiedenen  Primzahlen  p>  zu 
erstrecken  ist.  Der  allgemeine  Factor  dieses  Productes  lässt  sich 
in  folgender  Weise  umformen.  Bezeichnet  man,  wenn  m  —  1 
wieder  =  2  v  gesetzt  wird,  mit  oc  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

«2»^  =  1 ,  (46) 

ferner  mit  y   eine  primitive  Wurzel  derselben  Gleichung,   so   ist 

da  nun  der  Index  p'  mit  2  v  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Theiler  e  hat,  so  ist  y^'  eine  Wurzel  d  der  Gleichung  d/==  1, 
und  zwar  eine  primitive;  mithin  tritt  jede  Wurzel  d  dieser  Glei- 
chung unter  den  2v  Zahlen 

ocP'  =  1,     yi^\     y^P' .  .  .  j;(2»'— 1)1/ 

■   * 

genau  e  mal  auf,  und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass 

(1  —  p-'fy  =  n  (1  —  c^P'p-') 
ist,   wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  «  bezieht.     Man  erhält 
daher 

iZ(s)  =  (1  —  m-«)-in(l  —  oiP'p-')-\ 

und  dieses  Product,  in  welchem  a  und  p  alle  ihre  Werthe  durch- 
laufen müssen,  hat,  so  lange  s  >  1  ist,  einen  von  der  Anordnung 
der  Factoren  unabhängigen  Werth.  Bezeichnet  man  mit  L(a) 
das  Product  aller  derjenigen  Factoren,  welche  allen  Werthen 
von  jp,  aber  einem  bestimmten  Werthe  a  entsprechen,  so  ist 
folglich 

i^(s)  =  (1  —  m-')-mL{cc),  (47) 

die  Klassenanzahl  bestimmt,  aber  er  hat  von  dieser  Arbeit  leider  nichts 
veröffentlicht." 
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wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  oc  bezieht,  und  hierin  ist 
nach  früheren  Sätzen  (§§.  132,  133) 

L(a)  =  11(1  —  aP'p-')-^  ==  Va^'^-s^  (48) 

wo  z  alle  natürlichen  Zahlen  durchläuft,  die  nicht  durch  m 
theilbar  sind,  und  wo  z'  wieder  den  Index  von  z  bedeutet. 

Wenn  nun  die  Variabele  s  abnehmend  sich  dem  Grenzwerthe 
1  nähert,  so  wächst  die  Function  X(l)  über  alle  Grenzen  und 
zwar  so,  dass 

lim  (s  —  1)  (1  —  m-')-^L(l)  =  1  (49) 

wird  (§.  117).  Ist  aber  a  verschieden  von  1,  also  eine  Wurzel 
der  Gleichung 

?^ÜllzJ  ^  1  _^  «  _|_  «2  _^  .  .  .  ^  a2»'-i  ^  0,  (50) 

06   —    1 

SO  nähert  sich,  wie  wir  früher  (§.  134)  gesehen  haben,  die  Func- 
tion L(a)  einem  endlichen  Grenzwerth;  da  nämlich,  wenn  die 
Glieder  der  Reihe  (48)  nach  wachsenden  z  geordnet  werden,  die 
Summe  von  je  2  i^  auf  einander  folgenden  Coefficienten  a^'  zufolge 
(50)  verschwändet,  so  convergirt  (nach  §.  101)  diese  Reihe  für 
alle  positiven  Werthe  von  s,  und  sie  ist  zugleich  eine  stetige 
Function  von  s ;  setzt  man  daher  bei  dieser  Anordnung  der  Glieder 

Lo(a)  =  Va^'^-i.  (51) 

so  ist  L^(a)  endlich  und  zugleich  der  Grenzwerth  von  L(c6). 
Bis  zu  diesem  Puncto  w^ar  es  leicht,  das  Verhalten  der  Reihen 
L{c6)  an  der  Stelle  s  =  1  zu  ergründen;  bei  dem  Beweise  des 
Satzes  über  die  arithmetische  Progression  musste  aber  ausserdem 
gezeigt  werden ,  dass  der  Grenzwerth  L*^  (a)  stets  von  Null  ver- 
schieden ist,  und  dies  verursachte  damals  erhebliche  Schwierig- 
keiten. Es  ist  daher  von  hohem  Interesse,  dass  dieselbe  That- 
sache  jetzt  als  eine  unmittelbare  Folge  unserer  Untersuchung 
über  die  Anzahl  h  der  Idealclassen  erscheint*).  In  der  That, 
da  im  vorigen  Paragraphen  allgemein  gezeigt  ist,  dass 

lim  (s  —  l)Sl{s)  =  yh 
ist,  wo  y  einen  bestimmten,   von  Null  verschiedenen  Werth  be- 
deutet, so  erhalten  wir  zufolge  (47)  und  (49)  für  unseren  Fall 
gh^üL^  («),  (52) 

*)  Genau  dasselbe  gilt  auch ,  wenn  die  Differenz  m  der  arithmetischen 
Progression  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist. 

Dirichlet,   Zahlen theorie.  4Q 
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und  da  h  immer   eine   positive  ganze  Zahl,  niemals  =0  ist,  so 

kann    auch  keiner  der  endlichen   Factoren   L^(a)   verschwinden, 

w.  z.  b.  w. 

Nachdem  wir  auf  diesen  Zusammenhang  unserer  Untersuchung 

mit  dem  Beweise   des  Satzes  über  die  arithmetische  Progression 

aufmerksam   gemacht  haben,  wollen   wir,  was  für  den  letzteren 

kein  weiteres  Interesse  darbot,  die  Werthe  L^{a)  in  geschlossener 

Form   darstellen.     Setzt   man,   wenn  x  eine   Variabele    bedeutet, 

zur  Abkürzung 

(w,  x)  =  Va^'a;^,  (53) 

wo  r  die  Werthe  1,  2,  3  .  .  .  m  —  1  durchlaufen  soll,  und  ver- 
fährt man  wie  damals  (§.  134  oder  §.  103),  indem  man  in  (51) 
die  Grössen  z~'^  durch  bestimmte  Integrale  ersetzt  und  die  mit 
(50)  übereinstimmende  Gleichung 

(«,  1)  =  0  (54) 

berücksichtigt,  so  erhält  man  zunächst 

Lo(a)=rpJ^^-^.  (55) 

0 

Da  nun 

^m   _    l   —  (^j^   _    I^YI{X  —  ds) 

ist,  wo  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2v  durch- 
läuft, so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (54)  durch  Zerlegung  in  1 
Partialbrüche 

(a,  x)       __.  _  J^y  (o«i  Os)        ' 


x(l  —  x^)  m     X  —  ßs 

Hierin  lassen  sich  die  Zähler  sämmtlich  auf  (a,  0)  zurückführen ; 
da  nämlich  öl  =  Os+r'  ist,  so  folgt 

(a,  Os)  =  Icc'-'ds+r'^ 

wo  r'  ein  beliebiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2  v  zu  durch- 
laufen hat;  man  darf  daher  r'  durch  r'  —  s  ersetzen,  und  erhält 
so   die  in   der  Theorie   der  Kreisth eilung  wohlbekannte  Relation 

(a,  ds)  =  a-'^oi'-'Or'  —  «-«(«,  6).  (56) 


Mithin  ist 


(«,  x)       __  _  (ot,  6)      _cc^ 


x(l  —  x^)  m        X  —  Os 

und  hierdurch  geht  die  Gleichung  (55)  in  die  folgende  über 
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7-0/  N  Tw,  0)  ^.       ,  C    dx 

m  J  X  —  ds 


es  ist  ferner 
1 


=:log(l  -  670  =  log i^, 


S  +  t/1 


und  dieser  Logarithme  ist  (nach  §.  10.3,  S.  262)  dadurch  vollständig 
hestimmt^  dass  sein  imaginärer  Bestandtheil  zwischen  den  Grenzen 
4:  ^/^yi^i  liegt.     Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung 

ip(a)  =  —  "^cc-'log^s+y,  (57) 

wo  s  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem  Modul  2  v  durch- 
läuft, so  erhalten  wir  das  Resultat 

Zo(«)==i(a,  6)T^(«).  (.58) 

Um  nun,  wie  es  die  Gleichung  (52)  verlangt,  das  Product 
der  Grössen  L^  (a)  für  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung  (50)  zu 
bilden,  beginnen  wir  mit  dem  Factor  (a,  ß)  und  benutzen  hierbei 
den  Hülfssatz 

(a,  0)  (oi-\  0)  =  ma^  :=  ±m\  (59) 

derselbe  ergiebt  sich  leicht  aus  (56),  wenn  man  mit  ßs  multiplicirt, 
s  ein  Restsystem  nach  dem  Modul  2  v  durchlaufen  lässt  und  die 
Summe  bildet;  man  erhält  auf  diese  Weise  zunächst 

{a,  ß)  {a-\  ß)  =  v(oc,  ß,)ß,  =  ^a^ßs+uOs  =  loi''ißßu)s, 

wo  u  ebenfalls  ein  solches  Restsystem  durchläuft;  je  nachdem 
nun  u  mit  v  congruent  ist  oder  nicht,  ist  ßßu=  1  oder  conjugirt 
mit  ö,  und  folglich  ist  die  nach  s  genommene  Summe  2(60«)« 
im  ersten  Falle  =  2v  =  m  —  1 ,  in  allen  übrigen  Fällen  aber 
=  V  6I5  =  —  1,  woraus  mit  Rücksicht  auf  (50)  der  zu  beweisende 
Satz  (59)  unmittelbar  folgt.     Für  a  =  —  1  ergiebt  sich 

(_  l^ßy=m{—  ly, 


also 


(_  1,  ß)  ==,  V  (_  ly'ßr  ^  V  fL)  ßr  ^  ^y^  y^n^  (60) 


und   hierin   ist  (nach   §.    115)    die  Quadratwurzel  positiv,  wenn, 
was  wir  von  jetzt  ab  festsetzen  wollen, 

ß  =  e^  (61) 

40* 
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genommen  wird.  Da  nun  die  Wurzeln  a  der  Gleichung  (50)  aus 
der  Zahl  —  1  und  (y  —  1)  Paaren  von  der  Form  w,  oc-^  be- 
stehen, so  folgt  aus  (59)  und  (60)  bei  gehöriger  Beachtung  der 
Factoren  a^  das  Resultat 

n(a,  Ö)  =  i^m^-^  Vm.  (62) 

"Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  näheren  Betrachtung  des  in 

(58)  ferner  auftretenden  Factors  i^(oc),  welcher  einen  wesentlich 

verschiedenen    Charakter    besitzt,   je    nachdem   04*^=  -|-  1  oder 

=  —  1  ist;  wir  behandeln  zuerst  den  Fall 

«^=  —  1.  (63) 

Ersetzt  man  in  (57)  den  Summations-Buchstaben  s  durch  s  —  v 
und  nimmt  das  Mittel  aus  dem  so  entstehenden  und  dem  ur- 
sprünglichen Ausdruck,  so  erhält  man 


^(«)=zlv„-»l0g(-/i-)^ 


WO  zufolge  der  obigen  Bemerkung  die  Logarithmen  so  zu  nehmen 
sind,  dass  ihr  imaginärer  Theil  zwischen  den  Grenzen  +  ;^^ 
liegt;  setzt  man  nun  wieder  s  =  r'  und  unterwirft  r  der  Be- 
dingung 0  <  r  <  m,  so  ist 

_J_1_   ^:^   :=r   —   ßr  -—.  ß      \m        J 

mithin 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

wo  r  die  Werthe'  1,  2,  3  .  .  .  {m  —  1)  zu  durchlaufen  hat,  so 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (50)  das  Resultat 

Offenbar  ist  g)(a)  eine  ganze  algebraische  Zahl;  bezieht  man 
daher  das  Productzeichen  0'  auf  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung 
(63),  so  ist  rr^C«)  als 'symmetrische  Function  dieser  Wurzeln*) 


*)  Will  man  sich  hierauf  nicht  berufen,  so 'leuchtet  doch  ein,  dass  das 
fragliche  Product  rational  ist,  weil  man' es  als  eine  Norm' oder  als  ein 
Product  mehrerer  Normen  in  denjenigen  Körpern  ansehen  kann,  welche 
den  Wurzeln  der  Gleichung  (63)  entsprechen. 


V" 
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eine  ganze  rationale  Zahl,  und  wir  wollen  zeigen,  class  dieselbe 
positiv  und  ausserdem  durch  (2m)»'-i  theilbar  ist.  Das  Erstere 
leuchtet  sofort  ein,  wenn  v  gerade  ist,  weil  in  diesem  Falle  die 

^  Wurzeln  der  Gleichung  (63)  aus  imaginären  Paaren  von  der  Form 
jHbt,  «—1  bestehen;  ist  ferner  v  ungerade,  also  m  ^  3  (mod.  4),  so 

'  tritt  ausser  solchen  Paaren  noch  die  reelle  Wurzel  a  =  —  1  auf, 
also  auch  der  reelle  Factor 

<p{-  1)  =  -  :>'•(-  !)-'■■  =  -  ^(£)'-' 

welcher  aber  nach  einer  früheren  Untersuchung  (§.  104,  S.  264) 
einen  positiven  Werth  hat.  Um  auch  die  zweite  Behauptung  zu 
erweisen,  bilden  wir  das  Product 

C(p{cc)  =  —  a^(c  r)  a-<-''-y, 

wo  c  wieder  die  Basis  unseres  Index -Systems  bedeutet;  reducirt 
man  hierin  die  Producte  er  auf  ihre  kleinsten  positiven  Reste 
nach  m^  so  stimmen  dieselben  im  Complex  wieder  mit  den 
Zahlen  r  überein,  woraus  offenbar  folgt,  dass  (c  —  «)  qp  («)  durch 
m  theilbar,  mithin 

n'(c  —  w).nX«)  =  0  (mod.  m*') 

ist;  hierin  ist  der  erste  Factor 

n'(c  —  «)  =  c^  -f  1=0  (mod.  m); 

wählt  man  aber  die  Zahl  c  so,  dass  sie  eine  primitive  Wurzel 
auch  von  m^  wird  (§.  128),  so  ist  c'^»' —  1  und  folglich  auch 
c*"  -\-  1  nicht  durch  m^  theilbar,  und  hieraus  folgt,  dass  ll'(p(ci) 
durch  ni^—'^  theilbar  ist"^).  Ganz  ähnlich  ergiebt  sich  die  Theil- 
barkeit  durch  2^-'^',  durchläuft  nämlich  u  diejenigen  v  Werthe  r, 
deren  Indices  u'  ^  0^  —  1,  —  2  •  •  •  —  (v  —  1)  (mod.  2v)  sind, 
so  durchläuft  die  Zahl  (m  —  ?f),  deren  Index  ^w'-f  v  (mod.  2r), 
die  übrigen  Werthe  r,  und  man  erhält 

<3p(«)  =  —  S(2?(  —  m)a—"'\ 


da  aber 
also 


1   0(^1^ 


1  —  a         1  —  « 


m  («)  = 2  2  u  Ci-^'' 

^  ^        1  —  « 


*)  Natürlich    ist   dies   Resultat    von   der  bei   dem   Beweise    gemachten 
Bpeciellen  Annahme  über  c  gänzlich  unabhängig. 
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ist,  so  folgt,  class  (1  —  a)(p(a)  durch  2  theilbar  ist,  und  hieraus 
ergiebt  sich,  dass  O'^C«)  durch  2''~^  theilbar  ist,  weil  n'(l — «) 
=zl^  -\-  1  =  2  ist.  Nachdem,  hiermit  unsere  obigen  Behauptungen 
bewiesen  sind,  können  wir 

nX«)  =  (2w)^-ia  (66) 

setzen,  wo  a  eine  natürliche  Zahl"^)  bedeutet,  und  hiermit  ergiebt 
sich  zugleich 

n'.(«)==(=4|^.  (67) 

Wir  haben  jetzt  den  Ausdruck  i^(w)  für   den   zweiten  Fall 
zu  untersuchen,  in  welchem  «*'=  -{-  1  oder  vielmehr 

^^^Izzl  =  1  -f  «  4-  «2  -f  ;  :  .  +  04*^^1  =  0  (68) 

cc 1 

ist  (im  Falle  m  =  3,  v  =  l  giebt  es  keine  solche  Zahl  a,  also 
auch  keinen  solchen  Factor  ^{oi)),  Lässt  man  u  ein  vollständiges 
Restsystem  nach  dem  Modul  v  durchlaufen,  so  bilden  diese 
Zahlen  u  in  Verbindung  mit  den  Zahlen  u  -\-  v  ein  vollständiges 
System  von  incongruenten  Zahlen  s  in  Bezug  auf  den  Modul  2  v^ 
und  aus  der  Definition  (57)  folgt  daher  in  unserem  Falle 

i/;(«)  =  —  Voc-»log(/^„ft«+^),  (69) 

wo  die  imaginären  Theile  der  Logarithmen  wieder  zwischen  den 
Grenzen  +  :n!:^  liegen;  da  aber-  die  Producte  ^ui^u+i'  positiv  sind, 
so  folgt  hieraus,  dass  die  Logarithmen  reell  sind.  Bezieht  sich 
nun  das  Productzeichen  fl'-  a^uf  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung 
(68),  so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  lT't(o(.)  positiv  ist;  dies 
leuchtet  sofort  ein,  wenn  v  ungerade  ist,  weil  in  diesem  Falle 
die  genannten  Wurzeln  aus  imaginären  Paaren  von  der  Form  a, 
06—1  bestehen ;  ist  ferner  v  gerade,  also  m  ^^  1  (mod.  4),  so  tritt 
ausser  solchen  Paaren  noch  die  reelle  Wurzel  a  =  —  1  auf, 
also  auch  der  reelle  Factor 

t{-  1)  =  -  1{-  l)-»log^,+,  =  -  v(^^^iog(l  _  ö-'), 

welcher  aber  nach  einer  früheren  Untersuchung  (§.  104,  S.  267) 
einen  positiven  Werth  hat.     Setzt  man  nun  nach  Belieben 

r=>l    oder   =^.  (70) 


*)  Dieselbe  ist  von  Kummer  mit  P'  [m)  bezeichnet. 
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welcher  letztere  Werth  der  Bedingung  r^  =  r  genügt,  also  reell 
ist,  so  ist  r  eine  Einheit  in  Sl^  weil  ^  und  ^^  associirt  sind,  und 
wir  wollen  beweisen,  dass  das  positive  Product 

nX«)  =  T'  (71) 

ist,  wo  T'  den  Regulator  des  aus  den  v — 1  conjugirten  Einheiten 

to,   Ti   .  .  .  Ty  —  2  C^^) 

bestehenden  Systems  T  bedeutet  (S.  597). 

Hierzu  setzen  wir  im  Anschluss   an   die  in  §.  183  (S.  596) 
eingeführte  Bezeichnung  den  reellen  Logarithmus 

log  (on  G)u+y)  =  luico),  (73) 

wo  ti  auch  durch  jede  nach  v  congruente  Zahl  ersetzt  werden 
darf;  dann  ist  allgemein 

lui^v)  =  ?«+«(&>)? 
und  wenn  man  zur  Abkürzung 

lu  W  =  ^u 
setzt,  so  folgt  aus  (70) 

'^uij'v)   'm+v  l  )    ^U-^-V  +  l  ^U+V  ' 

Multiplicirt  man  nun  das  Product  der  v  —  1  Factoren 

noch  mit  dem  von  Null  verschiedenen  Factor 

1/;  (1)  =  —  (Ao  -f  Ai  -f  .  .  .  -h  A,,_i)  =  —\ogN(^)  =  —  logm, 

so  wird  nach  einem  sehr  bekannten  Satze '^)  der  Determinanten- 
Theorie  das  Product 

Ao;  A2^...A^ — it  '^y — 1 


^{i)\ri>{oC)  =  {     \y 

Ay_l,  Ao  .  .  .  Aj,_3,  r-p  —  2 

A2 ,    A3  .  .  .  Ao ,    Ai 

Ai ,    A2  .  .  .  Aj,_i,  Ao 

Aj    ■  A^)  ,    A2      Aj  . 

.  .  A^_i    A^_2,    A,/_i 

Aq    a^_i,  .Ai    Ao  . 

.  .  A|/ — 2    A,/ — 3,    A|/_2 

A3     A.j  ,    A4      '»'3  • 

.  .  Aj      Ao ,      Aj 

A2  —  A^ ,   A3    A2  . 

.  .  Aq            A,/_1,       Aq 

*)  Vergl.  Baltzer :  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  %.  11,  2. 
(vierte  Auflage,  1875). 
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?o(^o)»          ?0  V^i)       •  •  •  ?n(^i/  — 2)1          —   '^v  —  : 
V  — l(^o)»    'j'  — 1(^1)   •    •    •   ';'  — 1  (^j'  — 2)'  "^v — 


und  da  diese  Determinante  (nach  §.  183,  S.  597)  gleich  t/^(l)T' 
ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  zu  beweisende  Gleichung  (71). 

Bezeichnet  man  nun  wieder  mit  S  ein  System  von  v  —  1 
Fundamental  einheiteil  ^  und  mit  6  die  in  der  entsprechenden 
Gruppe  {S)  enthaltenen  Einheiten,  so  lässt  sich  jede  Einheit  ro, 
Tj  .  .  .  ry_2  in  die  Form  q  ö  setzen ,  wo  q  eine  der  r  reducirten 
Einheiten  bedeutet  und  eine  Wurzel  der  Gleichung  q'=  l  ist; 
man  kann  folglich  die  positive  Grösse 

T'  =  hS'  (74) 

setzen,  wo  S'  den  positiven  Regulator  des  Systems  >S,  und  h  eine 
natürliche  ZahV')  bedeutet  (§.  183,  8).  Unter  den  r  reducirten 
Einheiten  q  befinden  sich  jedenfalls  die  2  m  Einheiten 

±  1,  +  Ö,  ±  6*2  .  .  .  +  Ö"^-i, 
weil  ihre  in  Bezug  auf  S  genommenen  Exponenten  sämmtlich 
verschwinden,  und  da  ( —  oy  =  l  sein  muss,  so  ist  r  jedenfalls 
theilbar  durch  2m.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  r  =  2m  ist, 
dass  also  ausser  den  genannten  keine  andere  Einheitswurzel  q 
in  Sl  existirt.  Dies  ist  eigentlich  eine  unmittelbare  Folge  der 
allgemeinen  Gesetze,  welche  die  algebraische  Verwandtschaft  der 
Körper  beherrschen,  auf  die  wir  uns  hier  jedoch  nicht  berufen 
wollen.  Zu  demselben  Ziele  gelangt  man  leicht,  wenn  man  gemäss 
(7)  die  ganze  Zahl  g  =  F(6)  setzt,  w^oraus  q-^  =  F(ß-'^)  folgt, 
und  die  Gleichung  F(ß)F(ß—'^)  =  1  nach  Ausführung  der  Multi- 
plication  näher  untersucht.  Wir  ziehen  hier  aber  folgenden  Weg 
vor,  bei  welchem  wir  uns  auf  die  Theorie  der  Ideale  stützen. 
Ist  p  irgend  eine  in  r  aufgehende  Primzahl,  und  p  q  die  höchste 
Potenz  von  ^3,  welche  in  r  aufgeht,  so  befinden  sich  unter  den 
Wurzeln  g  der  Gleichung  g^z=l  auch  die  primitiven  Wur- 
zeln g  der  Gleichung  g^'i  =  1;  bezeichnet  man  eine  bestimmte 
von  ihnen  mit  ^,  so  sind  alle  in  der  Form  g^  enthalten,  wo  s  alle 


*)  Zur  Bestimmung  dieser  Zahl  nach  (74)  ist  die  Kenntniss  eines 
Fundamentalsystems  S  erforderlich,  welches  aber  bis  jetzt,  selbst  in  den 
einfachsten  Fällen,  nur  durch  äusserst  beschwerliche  Rechnungen  zu  er- 
langen ist. 
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durch  p  nicht  theilbaren  Zahlen  durchläuft,  die  nach  dem  Modul 
pq  incongruent  sind,  und  wenn  t  eine  Variabele  bedeutet,  so  ist 
(nach  §.  139) 

Setzt  man  hierin  ^  =  1 ,  so  ergiebt  sich ,  wie  im  Anfange  dieses 

Paragraphen,  dass 

p=z8{l  —  Qyp--'^i 

ist,  wo  d  eine  Einheit  bedeutet ;  ist  daher  p  ein  in  p  aufgehendes 
Primideal,  so  geht  p  auch  in  1  —  q  auf,  und  folglich  ist  p  durch 
p(P'-i)«  theilbar.  Wenn  nun  j;  von  m  verschieden  ist,  so  ist  jj, 
wie  wir  oben  gesehen  haben,  durch  kein  Quadrat  eines  Primideals 
theilbar,  und  folglich  muss  (p  —  l)q=  l^  also  p  =  2,  g  =  1 
sein;  mithin  ist  r  durch  keine  von  m  verschiedene  ungerade 
Primzahl,  und  auch  nicht  durch  4  theilbar;  und  ebenso  ergiebt 
sich  für  den  Fall  j?  =  m,  dass  ^  =  1  ist,  also  r  nicht  durch  m^ 
theilbar  sein  kann,  weil  o  m  die  (jn  —  1)*^  Potenz  eines  Primideals 
ist.  Da  nun  r,  wie  oben  bemerkt,  durch  2in  theilbar  ist,  so  folgt 
hieraus  offenbar,  dass 

r  ^  2m  (75) 

ist,  wie  behauptet  war.  Behält  daher  E  dieselbe  Bedeutung,  wie 
in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen,  so  ist 

S'  —  2mE,  (76) 

imd  folglich*) 

n"t/^(a)  =  2mhE.  (77) 

Durch  Zusammensetzung  der  in  (58),  (62),  (67)  und  (77) 
erhaltenen  Resultate  ergiebt  sich  nun  leicht  der  Werth  des  auf 
alle  Wurzeln  «  der  Gleichung  (50)  ausgedehnten  Productes 

n  i»  («)  =  ^^,  []  («,  ö)  n  X«)  n "  »^  («), 

und  hierdurch  nimmt  die  Gleichung  (52)  mit  Rücksicht  auf  (9) 
folgende  Form  an 

_  {2nyEah  _  {2nYEah^ 

da  ferner  (nach  §.  184,  II j 


*)  Offenbar   ist   2  m  h   die   Anzahl  der  in  Bezug   auf  das  System  T  re- 
ducirten  Einheiten. 
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ist,  so  erhalten  wir  das  von  Kummer  gefundene  Endresultat 

h  =  ab,  (80) 

wo  a,  b  natürliche  Zahlen  bedeuten,  die  durch  die  Gleichungen 
(66)  und  (74)  definirt  sind. 

§.186. 

Als  zweites  und  letztes  Beispiel,  auf  welches  wir  unsere  all- 
gemeine Idealtheorie  anwenden  wollen,  wählen  wir  das  der  qua- 
dratischen Körjjer,  weil  dasselbe  mit  dem  Hauptgegenstande 
dieses  Werkes,  der  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen, 
im  engsten  Zusammenhange  steht.  Wir  haben  schon  früher 
(§.  175)  die  Grundzahl  I)  eines  solchen  Körpers  Sl  bestimmt  und 
gezeigt,  dass,  wenn 

D  4-  VD 

gesetzt  wird,  o  das  System  aller  in  Sl  enthaltenen  ganzen'  Zahlen 
ist.  Um  nun  alle  Primideale  dieses  Körpers  zu  finden,  erinnern 
wir  wieder  daran,  dass  zu  jedem  solchen  Ideal  p  eine  bestimmte, 
durch  p  theilbare  natürliche  Primzahl  jj  gehört,  welche  von  allen 
durch  p  theilbaren  natürlichen  Zahlen  die  kleinste  ist,  woraus 
unmittelbar  folgt,  dass  die  ^j  Zahlen  0,  1,  2  .  .  .  (jj  —  1)  jeden- 
falls incongruent  nach  p  sind;  da  ferner  äV(p)  ein  Divisor  von 
2/^  =  ]SI'(p\  also  entweder  =  ^^  oder  =  j>2  ist^  so  ist  p  ein  Ideal 
ersten  oder  zweiten  Grades,  und  es  leuchtet  ein,  dass  im  ersten 
Falle  Ojj  =  pp',  also  ein  Product  von  zwei  Primidealen  ersten 
Grades,  im  zweiten  Falle  aber  o^  ^rr:  p  ein  Primideal  zweiten 
Grades  ist,  also  p  auch  im  Körper  Sl  den  Charakter  einer  Prim- 
zahl behält.  Wir  wollen  nun  beweisen ,  dass  der  erste  oder 
zweite  Fall  eintritt,  je  nachdem  D  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  von  4,p  ist. 

In  der  That,  nehmen  wir  an,  es  finde  der  erste  Fall  DjiJ  =  pp' 
statt,  so  bilden,  weil  (o,  p)  =  3r(p)  =  p  ist,  die  Zahlen  0,  1, 
2  .  .  .  (^p  —  1)  ein  vollständiges  Restsystem  nach  p,  und  folglich 
giebt  es  eine  rationale  Zahl  f,  welche  der  Bedingung 

t  =  6  (mod.  p)  (2) 

genügt;  setzt  man  daher,  indem  man  (wie  in  §.  175)  die  zu  einer 
Zahl  a  conjugirte  Zahl  mit  w'  bezeichnet, 
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...     .  ...      _,.     ^      J^     ^J          .   ^J  —   . 

2" 

r2        J) 

]Sf{7t)            71  7t'            j , 

r  —  D        2t 

(4) 

WO 

(5) 

ebenfalls   eine   ganze   rationale  Zahl  bedeutet,  so  ist  7t  durch  p, 

mithin    N(7t)   durch   iV(p),   also  durch  p  theilbar,   und   hieraus 

folgt,  dass 

r2  =  D  (mod.  4j>),  (6) 

also  D  quadratischer  Rest  von  ^p  ist.  Umgekehrt,  wenn  die 
vorstehende  Congruenz  durch  eine  ganze  rationale  Zahl  r  be- 
friedigt wird,  so  ist  r  ^  D  (mod.  2),  und  folglich  sind  die  obigen, 
aus  r  oder  t  gebildeten  Zahlen  :r,  7t'  ganze  Zahlen,  deren  Product 
durch  p  theilbar  ist;  da  aber  zufolge  (1)  keiner  der  beiden  Fac- 
toren  7t^  7t'  durch  jt)  theilbar  ist,  so  kann  0|)  kein  Primideal  sein, 
und  folglich  ist  ü|>  gewiss  ein  Product  von  zwei  Primidealen 
ersten  Grades,  womit  unser  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

Wir  können  noch  hinzufügen,  dass,  wenn  wir  für  den  Fall 
Qp  =  \)\)'  die  vorstehenden  Bezeichnungen  beibehalten,  die  Zahl 
7t'  immer  durch  p'  theilbar  ist.  Da  nämlich  7t  durch  p,  aber 
nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  kann  man  ojr  =  pq  setzen,  wo 
das  Ideal  q  nicht  durch  p'  theilbar  ist;  da  ferner  7t 7t'  durch  p^ 
also  p(\7t'  durch  pp',  mithin  (\7t'  durch  p'  theilbar  ist,  so  muss 
7t'  durch. das  Primideal  p'  theilbar  sein,  wie  behauptet  war*). 

Es  ist  nun  noch  von  Wichtigkeit  zu  untersuchen,  unter 
welcher  Bedingung  die  in  diesem  Falle  auftretenden  Factoren 
p,  p'  mit  einander  identisch  sind,  also  ö^j  =  p^  wird;  da  unter 
dieser  Annahme  beide  Zahlen  7t,  7t'  durch  p  theilbar  sind,  so 
gilt  dasselbe  von  der  Zahl  r  =  7t  -\-  7t' ^  und  da  r  rational  ist, 
so  muss  r  auch  durch  p  theilbar  sein,  woraus  mit  Rücksicht  auf 
(6)  folgt,  dass  p  in  D  aufgellt  Umgekehrt,  wenn  p  eine  in  der 
Grundzahl  D  aufgehende  Primzahl  ist,  so  folgt  zunächst,  dass  D 
auch  quadratischer  Rest  von  4^9  ist;  ist   nämlich  ^  =  2,   so  ist 


*)  Man  findet  auch  leicht,  dass  p  =  [jj,  ti],  p'  =:  [p,  n']  ist,  und  wir 
empfehlen  dem  Leser,  die  Gleichung  p  p'  =  op  durch  wirkliche  Ausführung 
der  Multiplication  zu  verificireu,  wobei  es  darauf  ankommt,  den  vierglie- 
drigen  Modul  \^p'^,  pn,  pn',  n  n']  nach  §.  172  auf  einen  zweigliedrigen  zu 
reduciren  (vergl.  §.  187). 
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D  (nach  §.  175)  durch  4  theilbar,  und  folglich  wird  die  Con- 
gruenz  (6)  durch  r  =  0  oder  durch  r  =  2  befriedigt;  ist  aber  p 
ungerade,  so  geschieht  dasselbe  durch  r  =  0  oder  rr=jj,je 
naclidem  D^O  oder  ^1  (mod.  4)  ist.  Mithin  ist  op  ein  Product 
von  zwei  Primidealen  ersten  Grades  p,  p';  behält  man  die  obigen 
Bezeichnungen  bei  und  berücksichtigt,  dass  r  jedenfalls  durch  p 
theilbar  ist,  so  folgt,  dass  die  durch  p  theilbare  Zahl  tc  =zr  —  %' 
auch  durch  p'  theilbar  ist ;  wäre  nun  p'  verschieden  von  p ,  so 
müsste  71  durch  p  p',  also  auch  durch  p  theilbar  sein ,  was  nicht 
der  Fall  ist;  mithin  ist  p' =  p ,  und  folglich  op  =  p2.  Wir 
können  daher  das  Resultat  unserer  bisherigen  Untersuchung  so 
aussprechen : 

Bedeutet  p  eine  natürliche  Primzahl^  so  ist  op  stets  und  nur 
dann  das  Quadrat  eines  PrimideaJs  vom  ersten  Grade  ^  wenn  p 
in  der  Grundzahl  D  aufgeht;  ist  aber  I)  nicht  theilbar  durch  j>, 
so  ist  Qp  ein  Product  von  sivei  verschiedenen  Primidealen  ersten 
Grades^  oder  dp  ist  selbst  ein  Primideal  ziveiten  Grades^  je  nach- 
dem D  quadratischer  Best  oder  Nichtrest  von  4:p  isf*). 

Die  Zahl  p  =  2  bietet  den  ersten,  zweiten  oder  dritten  Fall 
dar,  je  nachdem  D^O  (mod.  4),  ^1  (mod.  8),  oder  ^5  (mod.  8) 
ist,  und  hieraus  erklärt  sich  das  eigenthümliche  Verhalten  der 
Zahl  2  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  (§.  36).  Ist  p 
ungerade,  so  kommt,  weil  stets  D^  ^  D  (mod.  4)  ist,  die  Be- 
dingung (6)  darauf  hinaus,  dass  D  quadratischer  Rest  von  j;  ist, 
und  folglich  wird  der  erste,  zweite  oder  dritte  Fall  eintreten,  je 
nachdem 

f )  ^^'    =  +  1'    ot^er  =  -  1 


*)  Hierzu  bemerken  wir  Folgendes.  Sind  die  Primideale  eines  Normal- 
körpers bekannt,  so  gilt  dasselbe,  wie  demnächst  an  einem  anderen  Orte 
gezeigt  werden  soll,  auch  für  jeden  Divisor  dieses  Körpers.  Nun  ist,  wie 
wir  schon  in  der  Schlussbemerkung  zu  §.  175  gesagt  haben,  unser  quadra- 
tischer Körper  £1  ein  Divisor  desjenigen  Normalkörpers,  welcher  aus  einer 
primitiven  Dten  Wurzel  der  Einheit  entspringt,  und  da  die  Ideale  dieses 
Kreistheilungs- Körpers  nach  den  in  §.  185  (S.  618)  angegebenen  Sätzen 
bekannt  sind,  so  folgt  daraus  auch  die  Bestimmung  der  Ideale  des  qua- 
dratischen Körpers  i2,  aber  in  einer  anderen  als  der  obigen  Form,  nämlich 
so,  dass  die  Zerlegung  von  op  in  Primideale  sich  unmittelbar  aus  der 
Zahlclasse  ergiebt,  welcher  die  Zahl  j)  nach  dem  Modul  D  angehört. 
Aus  der  Vergleichung  beider  Formen  ergiebt  sich  abermals  ein  Beweis 
des  Reciprocitätssatzes. 
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ist.  Um  aber  alle  Fälle  zusammenzufassen,  wollen  wir  ein  anderes 
Symbol  einführen  und 

(A  i>)  =  0,     =  +  1,     oder  r=  -  1  (7) 

setzen,  je  nachdem  die  Primzahl  |j  den  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Fall  darbietet;  für  jede  ungerade  Primzahl  jj  ist  daher 

(i.„„={f). 

Wir  definiren  ferner 

(-D,  1)=1,  (8) 

und  wenn 

m  =  pp' p"  ... 

ein  Product  von  beliebig  vielen  Primzahlen  p^  2A  p"  ...  ist,  so 
setzen  wir  entsprechend 

(D,  m)  =  (D,  p)  (D,  p')  {D,  p")  ...,  (9) 

woraus  der  allgemeine  Satz 

(D,  m'm")  =  (D,  m')  (D,  m")  (10) 

folgt*). 

Indem  wir  die  bei  der  allgemeinen  Untersuchung  über  die 

Anzahl  h  der  Idealclassen  benutzten   Bezeichnungen  beibehalten 

(§.  184),  setzen  wir 

Sl(s)  =  lN{a)-^  -:  11(1  -  N{p)-^)-^',  (11) 

fassen  wir  die  Factoren  des  Productes  zusammen,  welche  von  den 
verschiedenen  in  einer  und  derselben  natürlichen  Primzahl  p  auf- 
gehenden Primidealen  p  herrühren,   so   ist  dieser  Beitrag  gleich 

(l—p-s)-l^       (l-p-s)-2^       (l_^-2.)-l, 

je  nachdem  der  erste,  zweite  oder  dritte  der  obigen  Fälle  ein- 
tritt; mit  Benutzung  des  eben  eingeführten  Symbols  (7)  kann 
man   aber   diese  drei  Ausdrücke  in  der  gemeinschaftlichen  Form 

des  Productes 

(1  -p-s)-i(i  -(D,p)p-^)-\ 

zusammenfassen,   und   hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (10),  dass 

^(s)  =  n(i  -  p-o-'  0(1  —  (A  p)p-')-' 
_   _i    (^^ 


*)  Eine  erfolgreiche  Verallgemeinerung  dieses  Symbols  findet  sich  in 
der  Abhandlung  von  H.  Weber:  Zahlentheoretische  Untersuchungen  aus 
dem  Gebiete  der  elliptischen  Functionen  (Nachr.  V.  d.  Göttinger  Ges.  d.  W., 
18.  Januar  1893). 
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ist,  wo  on  in  jeder  der  beiden  Summen  alle  natürlichen  Zahlen 
durchlaufen  muss.  Multiplicirt  man  mit  der  positiven  Grösse 
s  —  1  und  lässt  dieselbe  unendlich  klein  werden ,  so  ergiebt  sich 
hieraus 

,.  =  li„.EM,  (13) 

WO  g  die  frühere  Bedeutung  hat;  ordnet  man  die  Glieder  der 
Reihe  nach  wachsenden  m.  so  folgt  aus  dem  Reciprocitätssatze 
(vergl.  §.  52),  dass  die  Summe  von  je  (D)  auf  einander  folgenden 
Coefficienten  (D,  m)  verschwindet;  mithin  convergirt  die  Reihe 
für  alle  positiven  Werthe  s,  und  da  sie  zugleich  eine  stetige 
Function  von  s  ist  (§.  101),  so  erhalten  wir 

(JU«) 

^  m  ^     ^ 

Den  Werth  von  g  haben  wir  früher  allgemein  bestimmt 
(§.  184),  aber  er  nimmt  je  nach  dem  Vorzeichen  der  Grundzahl 
I)  verschiedene  Formen  an.  Ist  D  negativ^  so  ist  v  =  1^  und  E 
ist  der  umgekehrte  Werth  der  Anzahl  r  aller  in  Sl  enthaltenen 
Einheiten,  welche  =  6  für  D  =  —  3,  =  4  für  Z)  =  —  4,  und 
=  2  in  allen  anderen  Fällen  ist;  es  wird  daher 

2  TT 


rV—D' 
mithin  

271  m  .  ^    ' 

Ist  aber   D  positiv^  so   ist  v  =  2;   die  Anzahl  r  der  redu- 
cirten  Einheiten  ^1:  1  ist  =  2,  mithin 

7-        1  ,  1  1      {T  -V  ÜVD\ 

wo  f  die  Fundamentaleinheit  bedeutet,  also  T,   U  die  kleinsten 
natürlichen  Zahlen  sind,  welche  der  Pell'schen  Gleichung 

J2  _  2)  c/2  =,  4-  4 

genügen;  es  wird  daher 

2logf 

und  folglich 

2  log  8         m 
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Nimmt  man  aber  für  diesen  Fall  die  auf  S.  578  beschriebene 
feinere  Eintheihmg  in  Idealclassen  an,  nach  welcher  zwei  Ideale 
a,  Ci  nur  dann  derselbeli  Classe  zugetheilt  werden,  wenn  es  eine 
Zahl  7]  von  positiver  Norm  giebt,  welche  der.  Bedingung  arj  =  a^ 
genügt,  so  bestimmt  sich  die  Anzahl  hi  dieser  Idealclassen  auf 
folgende  Weise.  Bedeuten  Ti ,  l\  die  kleinsten  natürlichen 
Zahlen,  welche  der  Bedingung 

Tf  —  DU^-  =  +  4. 

genügen,  so  ist 

Ti  4-  l\VD 

'^  =  2 

die  kleinste  unter  allen  denjenigen  Einheiten  von  posiiiver  Norm, 
welche  positiv  und  >  1  sind.  Ist  nun  N(£)  =  — 1,  also  fi  =  £2^ 
so  stimmt  die  jetzige  Eintheilung  in  Idealclassen  mit  der  früheren 
völlig  überein,  also  ist  hi  = /r,  ist  aber  JV(£)=r  -|-  1,  also  £i  =  f , 
so  giebt  es  gar  keine  Einheit  von  negativer  Norm,  und  folglich 
ist  hl  =  2/^,  weil  z.  B.  die  Zahl  VD  eine  negative  Norm  besitzt. 
Für  beide  Fälle  ergiebt  sich  daher  aus  (16)  die  gemeinsame  Be- 
stimmung 

logfj  m  ^ 

Vergleicht  man  die  so  gewonnenen  Resultate  (15).  und  (17) 
mit  denen  des  fünften  Abschnitts  (§§.  97,  99),  so  wird  man  sich 
bei  genauer  Berücksichtigung  der  damals  und  jetzt  angewendeten 
Bezeichnungen  leicht  überzeugen,  dass,  je  nachdem  die  Grund- 
zahl D  ^  0  oder  ^  1  (mod.  4)  ist,  die  Anzahl  unserer  Ideal- 
classen vollständig  übereinstimmt  mit  der  Classenanzahl  der 
(positiven)  ursprünglichen  Formen  erster  Art  für  die  Determinante 
V4-D,  oder  mit  derjenigen  der  (positiven)  ursprünglichen  Formen 
zweiter  Art  für  die  Determinante  D.  Diese  üebereinstimmung 
ist  eine  nothwendige  Folge  des  Umstandes,  dass  in  unserem 
Falle  der  quadratischen  Körper,  wie  man  leicht  finden  wird,  jede 
bestimmte  Classe  von  eigentlich  äquivalenten  Formen  der  Dis- 
criminante  D  auch  nur  einer  einzigen  Idealclasse  entspricht 
(vergl.  §.  182,  S.  584  bis  585  und  den  Schluss  von  §.  187). 

Die  Eintheilung  der  binären  quadratischen  Formen  in  Ge- 
schlechter (Supplement  IV)  lässt  sich  ebenfalls  leicht  auf  die 
Ideale  übertragen,  und  sowohl  diese  Untersuchung  wie  der  auf 
die  Abzahlung  der  zweiseitigen  Classen  gestützte  Beweis  des 
Reciprocitätssatzes  (§§.  152  bis  154)   gewinnt  in  der  neuen  Ein- 
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kleidimg  eine  weit  einfachere  Gestalt,  deren  Herstellung  wir 
jedoch  dem  Leser  überlassen  müssen.  Dagegen  wollen  wir  im 
Folgenden  noch  die  allgemeine  Theorie  der  Moduln  für  (qua- 
dratische Körper  hinzufügen,  weil  dieselbe  die  Composition  der 
binären  quadratischen  Formen  in  sich  schliesst  und  für  viele 
andere  Untersuchungen,  z.  B.  für  die  Theorie  der  complexen 
^lultiplication  der  elliptischen  Functionen'^)  von  grosser  Bedeu- 
tung ist. 

§.  187. 

Jeder  endliche  Modul,  dessen  Zahlen  sämmtlich  dem  qua- 
dratischen Körper  Sl  angehören,  lässt  sich  (nach  §.  172,  VI) 
immer  auf  eine  Basis  zurückführen,  welche  aus  höchstens  mcei 
Zahlen  besteht,  und  wir  wollen  im  Folgenden  unter  einem  Module 
falls  das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird,  immer 
einen  solchen  zweigliedrigen  Modul 

m  =  K  ß]  (1) 

verstehen,  dessen  Basiszahlen  a,  ß  wirklich  von  einander  unab- 
hängig sind  und  folglich  zugleich  eine  Basis  des  Körpers  Sl  bilden. 
Es  ist  nun  zweckmässig,  jede  solche  beliebig  gegebene  Basis  so 
umzuformen,  dass  die  eine  der  beiden  Basiszahlen  eine  positive 
rationale  Zahl  m  wird.  Um  die  Möglichkeit  dieser  Umformung 
darzuthun,  bemerken  wir,  dass,  weil  die  Zahl  1  in  iß  enthalten 
ist,  es  immer  zwei  bestimmte  rationale  Zahlen  rr,  y  giebt,  welche 
der  Bedingung  xoc  -\-  y ß  =  1  genügen;  stellt  ma^  dieselben  als 
Brüche  mit  demselben  Nenner  dar  und  sondert  aus  den  Zählern 
den    grössten    gemeinschaftlichen    Theiler   ab,    so    nimmt    diese 

Gleichung  die  Form 

m  =  pcc  -j-  (jß 

an,  wo  ^>,  q  relative  Primzahlen  bedeuten,  und  m  eine  positive, 
ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahl  ist;  bestimmt  man  ferner 
zwei  ganze  rationale  Zahlen  r,  s  so,  dass 


*)  Dieselbe  ist  im  Wesentlichen  von  Kronecker  geschaffen  und  in  zahl- 
reichen Schriften  behandelt,  deren  Sammlung  bevorsteht.  Vergl.  die  Ab- 
handlung von  Hermite:  Sur  la  theorie  des  eqiiations  modulaires  et  la  reso- 
liition  de  Vequation  du  cinqiiieme  degre  (1859),  ferner  die  Werke  von 
//.  Weher:  Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen  (1890)  und  von 
F.  Klein  und  M.  Friclce:  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen. 
Modulfunctionen  (1890  bis  1892), 
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ps  —  r/r  =  +  l 
wird,  und  setzt  hierauf 

mcj  ^=  rci  -\-  s  ß, 

so  leuchtet  ein,  dass  die  Zahlen  m,  mcj  ehenfalls  eine  irredu- 
cibele  Basis  von  m  bilden  und  dass  folglich 

m  =  [m,  nicj]  =  w[l,  co]  (2) 

ist.  Da  CO  gewiss  irrational  ist,  so  ist  [m]  der  Inbegriff  aller  in 
m  enthaltenen  rationalen  Zahlen,  und  m  ist  als  die  Meinste  posi- 
tive unter  ihnen  vollständig  bestimmt. 

Die  Zahl  cd  ist  die   eine  Wurzel   einer  irreducibelen  quadra- 
tischen Gleichung 

aco'^  —  hcj  -\-  c  =  0,  (3) 

wo  a,  6,  c  ganze  rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
bedeuten,  und  diese  sind  durch  cj  vollständig  bestimmt,  wenn 
wir  festsetzen,  dass  a  immer  positiv  sein  soll.  Bedeutet  D  wieder 
die  Grundzahl  des  Körpers  »ß,  und  setzen  wir,  wie  im  vorigen 
Paragraphen, 

"  =  ^4-^'     »  =  [!'"]'  W 

so  ist  a  09  als  ganze  Zahl  von  der  Form 

aa  =  h  -\-  kd  =  ^ = ^ '  (^) 

wo  /i,  Iv  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  und 

d  =  b-^  —  4.ac  =  z/(l,  aco)  —  DJc'~  (6) 

ist.  Da  CD  ohne  Aenderung  von  m  durch  —  co  ersetzt  werden 
kann,  so  wollen  wir  für  die  Folge  immer  festsetzen,  dass  h  positiv 
sein  soll.  Man  sieht  leicht,  dass  hierdurch,  wenn  ein  gegebener 
Modul  m  vorliegt,  die  Zahl  cj  so  weit  und  nur  so  weit  bestimmt 
ist,  dass  sie  durch  cjq  =  cd  A-  z  ersetzt  werden  kann,  wo  s  jede 
beliebige  ganze  rationale  Zahl  bedeutet;  dies  hat  aber  keinen 
Einfiuss  auf  die  Zahlen  a,  Iz  und  d,  die  mithin  vollständig  be- 
stimmt sind,  während  b  in  &o  ==  2«^'  -(-  b,  und  c  in  Cq  =  «^^  _j_  j^'  _|_  ^ 
übergeht;  da  mithin  b^  alle  Individuen  einer  bestimmten  rationalen 
Zahlclasse  nach  dem  Modul  2  a  durchläuft ,  so  kann  man ,  wenn 
man  will,  (ö,,  durch  die  Bedingung  vollständig  bestimmen,  dass 
0  '^  &o  <  2  a  sein  soll ,  was  aber  keinen  wesentlichen  Nutzen 
gewährt.  Dagegen  ist  es  bisweilen  vortheilhaft,  coo  so  zu  wählen, 
dass  Co  relative  Primzahl  zu  a  wird;  um  dies  zu  erreichen,  kann 

I)  i  r  i  c  h  1  e  t ,    Zahlentheorie.  4  \ 
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man,  wenn  r  das  Product  aller  gleichzeitig  in  a  und  in  c  auf- 
gehenden Primzahlen,  und  s  das  Product  aller  übrigen  in  a  auf- 
gehenden Primzahlen  bedeutet,  z  so  wählen,  dass  z  ^  \  (mod.  r) 
und  zugleich  z  ^  0  (mod.  s)  wird,  was  (nach  §.  25)  stets  mög- 
lich ist. 

Unter  der  Ordnung  m^  des  Moduls  m,  die  wir  kürzer  mit  n 
bezeichnen  wollen,  verstehen  wir,  wie  früher  (§.  170),  den  Inbe- 
griff aller  Zahlen  v,  für  welche  mv  durch  m  theilbar  wird.  Aus 
dieser  Definition  folgt  offenbar,  dass,  wenn  t]  eine  beliebige  von 
Null  verschiedene  Zahl  bedeutet,  n  zugleich  die  Ordnung  des 
Moduls  Y]\X[  ist;  behalten  wir  daher  die  vorhergehenden  Bezeich- 
nungen bei,  so  sind  die  gesuchten  Zahlen  v  alle  diejenigen,  für 
welche  [v,  vci]  durch  [1,  o]  theilbar  wird,  und  hierzu  ist  er- 
forderlich und  hinreichend,  dass  die  beiden  Zahlen  v  und  vco  m 
[1,  05]  enthalten  sind.  Es  muss  daher  zunächst  v  =  ^ -|- t/w 
sein,  wo  ^,  y  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  dann  ist  va  z= 
xG)-{^yo-^  und  da  xca  in  [1,  coi]  enthalten  ist,  so  muss  dasselbe 
auch  von  yo'^  gelten;  zufolge  (3)  ist  aber 

y(0-^=  -^-^ ^, 

mithin  müssen  die  beiden  Producte  hy,  cy  durch  a  theilbar  sein; 
da  aber  die  Zahlen  a.h^c  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben, 
so  folgt  hieraus,  dass  y  durch  a  theilbar,  also  y  =  az,  v  ^= 
x^zaa  sein  muss,  wo  z  ebenfalls  eine  ganze  rationale  Zahl 
bedeutet;  und  da  umgekehrt  jede  solche  Zahl  x-\-zac3  die  ge- 
forderte Eigenschaft  besitzt,  so  erhalten  wir  das  Resultat 

n  =  [1 ,  ao]  =  [1 ,  hO]  =  o/o  +  [1].  (7) 

Jede  Ordnung  n  ist  daher  ein  Modul,  welcher  nur  ganze 
Zahlen  und  unter  diesen  auch  die  Zahl  1 ,  mithin  alle  ganzen 
rationalen  Zahlen  enthält  (vergl.  §.  173,  III);  umgekehrt  leuchtet 
ein,  dass  ein  jeder  solche  Modul  n  (in  unserem  Falle  der  qua- 
dratischen Körper)  auch  gewiss  eine  Ordnung,  nämlich  die  Ord- 
nung von  n  selbst  ist.  Für  die  Discriminante ,  den  Index  und 
Führer  der  Ordnung  n  (S.  590)  ergeben  sich  ferner  aus  (4),  (6) 
und  (7)  leicht  die  Ausdrücke 

^(n)  =  d,    (o,  11)  =  A-,    -  =  Ol-,  (8) 

und  es  leuchtet  ein,  dass  jede  Ordnung  n  durch  ihren  Index  h 
vollständig  bestimmt  ist. 
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Offenbar  ist  der  Modul  m  stets  und  nur  dann  ein  Ideal, 
wenn  er  durch  o  tlieilbar,  und  n  =  o,  also  Z:  =  1,  und  m  eine 
ganze,  durch  a  theilbare  Zahl  ist.  Dies  führt  dazu,  den  Begriff 
der  Norm  auch  auf  beliebige  Moduln  m  zu  übertragen,  und  zwar 
wollen  wir  hier*)  darunter  den  Quotienten 

verstehen,  welcher  sich  in  der  That,  wenn  m  ein  Ideal  ist,  auf 
den  der  früheren  Definition  entsprechenden  Werth  (o,  m)  reducirt 
(§.  180).  Da  die  Basiszahlen  von  m  mit  denen  von  n  durch  die 
linearen  Gleichungen 

m  ^=  m .\  -^  0  . aco,  ma  =  0.1  -\ ac3 

a 

verbunden  sind,  so  crgiebt  sich  (nach  §.  175,  (10))  das  Resultat 

m,  0 


N{m)  ^ 


0,  - 
a 


?■        (■«) 


Bezeichnet  man  allgemein,  wenn  a  eine  beliebige  Zahl  des 
Körpers  ß  ist,  mit  a'  die  conjugirte  Zahl,  in  welche  a  durch  die 
nicht  identische  Permutation  des  Körpers  übergeht,  so  ist 

a(G)  -f-  09')  =  Z>,  acocj'  =  c;  (11) 

durchläuft  ^  alle  Zahlen  des  Moduls  m,  so  bilden  die  Zahlen  ^' 
einen  mit  m  conjugirten  Modul  m[l ,  co'],  den  wir  mit  m'  be- 
zeichnen wollen;  halten  wir  aber  an  der  obigen  Vorschrift  für 
die  Wahl  der  Basiszahlen  fest,  so  haben  wir 

m'  =  m[l,-  «']  (12) 

zu  setzen,  und  da 

a(—cj'y  —  (—b)(—G)')  +  c  =  () 
ist,  so  geschieht  der  üebergang  von  m  zu  m'  lediglich  dadurch, 
dass  b  durch  — h  ersetzt  wird,  während  m,  a,  c,  1%  d  unverändert 
bleiben.  Ebenso  ist  natürlich  m  conjugirt  mit  m',  und  beide 
Moduln  haben  dieselbe  Ordnung  n  =  n'  und  dieselbe  Norm;  sie 
sind  aber  nur  dann  mit  einander  identisch,  wenn  h  durch  a  theil- 
bar,  also  &  ^  0  oder  ^  a  (mod.  2a)  ist,  und  in  diesem  Falle 
kann  m  ein  zweiseitiger  Modul  genannt  werden  (vergl.  §.  58). 
Jede  in  dem  Modul  in  enthaltene  Zahl  71  ist  von  der  Form 

^  =r  m{x  -\-  yco\  (13) 


*)  Vergl.  die  beiden  folgenden  Anmerkungen. 

41* 
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wo  x^  y  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  hieraus  folgt 

N{li)  =  |Lt^'  =^  m'^ix  -\-  yca)  (x  -}-  ^g»'), 
und  wenn  man  die  Multiplication  ausführt,  so  ergiebt  sich 

]S[(^)  =  iV(m)(a^2  _^  ^^y  _|_  c^2);  (14) 

jedem  Modul  m  entspricht  daher,  wenn  man  die  obigen  Regeln 
für  die  Wahl  der  Basis  festhält,  eine  ursprüngliche  binäre  qua- 
dratische Form  (a,  |6,  c)  oder  vielmehr  eine  bestimmte  Schaar 
von  unendlich  vielen  solchen  parallelen  Formen,  in  welchen  h 
alle  Individuen  einer  bestimmten  Zahlclasse  nach  dem  positiven 
Modul  2a  durchläuft,  und  deren  Discriminante  h^  —  4ac  zugleich 
die  Discriminante  d  der  Ordnung  n  ist;  dem  conjugirten  Modul 
m'  entspricht  die  entgegengesetzte  Schaar  (a,  —  ~h,  c).  Offenbar 
entspricht  dieselbe  Schaar  (a,  |&,  c)  allen  und  nur  allen  Moduln 
von  der  Form  mn,  wo  n  jede  von  Null  verschiedene  rationale 
Zahl  bedeutet.  Da  ferner  die  Zahlen  1,  aco  eine  Basis  der  Ord- 
nung n  bilden,  und 

aoj^  =  m( —  cg  ~\^  (ax  -j-  by)  cj) 
X,         y 
—  cy,  ax  -\-  hy 

ist,  so  stimmt  diese  Form  (a,  \h^  c)  genau  mit  derjenigen  über- 
ein, welche  nach  der  auf  S.  590  gegebenen  Vorschrift  dem  Modul 
m  entspricht. 

Indem  wir  uns  jetzt  zur  Multiplication  der  Moduln  wenden, 
erinnern  wir  zunächst  an  die  beiden  allgemeinen,  in  §.  170 
(S.  505)  bewiesenen  Sätze 

mn  =r  m,  n2  ==  n,  (15) 

welche  sich  auch  leicht  durch  die  wirkliche  Multiplication  aus  (2) 
und  (7)  ergeben.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Bildung 
des  Productes  mm'  aus  zwei  conjugirten  Moduln;  durch  Multi- 
plication von  (2)  und  (12)  erhält  man  zunächst 

mm'  =  m2[l,  o,  o?',  tao']; 
addirt  man  die  zweite  Basiszahl  zur  dritten,  so  folgt  aus  (11) 

mm'  =  —  \a,  acj,  h,  c\ 

a   ^ 

und  da  [a,  &,  c]  =  [1]  ist,  so  erhalten  wir  das  Resultat*) 

*)  Es  ist  wohl  von  Nutzen,  hier  zu  bemerken,  dass  schon  bei  Körpern 
dritten  Grades  ein  ähnlicher  Satz  nicht  in  voller  Allgemeinheit  gilt,  und 
dasselbe  ist  von  mehreren  der  nachfolgenden  Sätze  zu  sagen. 


ax'^  ~\-bxy  ~\-  cy^ 
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m'^ 


mm'  —  —  [l.aco]  =  nJV(m);  (16) 

et 

mithin  ist  m  (nach  §.  170,  V)  ein  eigentlicher  Modul,  und  zugleich 
ergiebt   sich 

m'  =  m-iJV(m).  (17) 

Wir  betrachten  jetzt  ein  Product  aus  zwei  beliebigen  Moduln 
m,  nti  und  setzen 

mmi  =  nig;  (18) 

da  m2  aus  allen  Zahlen  ^2  von  der  Form  U^^i  besteht,  so  besteht 
der  conjugirte  Modul  m'2  aus  allen  Zahlen  ^'2  von  der  Form 
2J^'^\^  und  folglich  ist 

m'm'i  =  m'2  =  (mtrii)'. 
Durch  Multiplication   dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  zu- 
folge (16) 

nniJV(m)iV(mi)  =  n2iV(m2), 

wo  iii.  Ha  die  Ordnungen  von  mi,  iHg  bedeuten;  da  nun  das  Pro- 
duct ntii  nur  ganze  Zahlen  und  offenbar  auch  die  Zahl  1  enthält, 
so  ist  es  nach  dem  Obigen  wieder  eine  Ordnung;  die  vorstehende 
Gleichung  liefert  daher,  wenn  man  auf  die  beiderseits  auftreten- 
den rationalen  Zahlen  achtet,  zunächst  den  Satz*) 

N{m)N{m^)  =  N{m,)  =>(mmi),  (19) 


*)  Will  man  auch  bei  Körpern  höheren  Grades  den  Begriff  der  Norm 
iV"(m)  jedes  endlichen  Moduls  m,  dessen  Basis  zugleich  eine  Basis  des 
Körpers  ist,  so  fassen,  dass  der  Satz  (19)  allgemein  gilt,  und  dass,  falls  m 
ein  Ideal  ist,  N{m)  die  alte  Bedeutung,  (o,  m)  behält,  so  ymiss  man,  weil 
JV"(o)  =  1  und  om  ein  Idealbruch  ist,  die  obige  Definition  (9)  durch 

(o,  om) 


N{m)  =  Niom) 


(o  m,  o) 


ersetzen  (vergl.  die  Anm.  auf  S.  564—565).  Dass  schon  bei  Körpern  dritten 
Grades  diese  beiden  Definitionen  nicht  übereinstimmen,  lehrt  folgendes  ein- 
fache Beispiel.  Ist  «^  ■=:.  2,  so  ist  o  =  [!,«,  «^J  der  Inbegriff  aller  ganzen 
Zahlen  des  aus  «  gebildeten  Körpers  i^(«)j  ist  nun  m  eine  ungerade  Zahl 
und  >>  1,  ferner  m  =  [m,  et,  «2],  so  wird  om  =  o,  also  (o,  om)  =  (om,  o)  =  1; 
andererseits  ist  die  Ordnung  m^  =  [1,  ma,ma^],  also  m-[-  m^  =  o,  (m^.m)  = 
(o,  m)  =  m,  (m,  m^)  =  (o,  m^)  =  m^,  woraus  unsere  Behauptung  einleuchtet: 
die  dem  Modul  m  entsprechende  zerlegbare  Form  (S.  590)  ist  auch  nicht 
ursprünglich,  sondern  sie  besitzt  den  Theiler  m.  Man  findet  ferner  m— i  = 
mm— 1  =  m^ro  =  om,  also  ist  m  ein  uneigentlicher  Modul  (S.  506).  Da 
zugleich  m2  =:  o,  also  (mm)^  nicht  =  m^m^  =  m^,  sondern  =  o  ist,  so 
gilt  auch  der  obige  Satz  (20)  nicht  allgemein   für  Körper  höheren  Grades. 
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mithin  auch  den  folgenden 

nni=\i2\  (20) 

die  Norm  eines  Productes  ist  daher  gleich  dem  Producte  aus 
den  Normen  der  Factoren,  und  ebenso  ist  die  Ordnung  eines 
Productes  gleich  dem  Producte  aus  den  Ordnungen  der  Factoren 
(vergl.  §.  170,  VIII). 

Da  die  Zahl  1  in  jeder  Ordnung  enthalten  ist,  so  ist  das 
Product  UHi  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  n  und  ni  und 
zwar,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  ihr  grösster  gemeinschaftlicher 
Theiler.  Bedeuten  ä;,  ^i,  lv<^  die  Indices  der  Ordnungen  n,  Hi,  n2, 
so  ist  n  =  [1,ÄÖ],  Hl  =  [1,^1  Ö],  und  folglich 

da  aber  ö^  =  I)d  —  Di  ist,  wo  Di  eine  ganze  rationale  Zahl,  so 
kann  die  letzte  Basiszahl  Jchiß^^  weil  sie  eine  Summe  von  Viel- 
fachen der  beiden  ersten  ist,  weggelassen  werden,  und  man  erhält 

nni  =  [l,M,hO]  =  n-^ni,  (21) 

wie  behauptet  war.  Da  nun  dasselbe  Product  zufolge  (20)  auch 
=  [1,Ä;2Ö]  ist,  so  folgt,  dass  der  Index  hi  des  Productes  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  der  Indices  Ä;,  h^  der  Factoren 
ist.  Bedeuten  ferner  d,  d^,  f?2  die  Discriminanten  von  n,  Ui ,  n2, 
so  ist  d  =  Dk\  dl  =  Dkl^  d^  =  Dk^,  und  folglich  ist  die  Dis- 
criminante  des  Productes  auch  der  grösste  gemeinschaftliche 
Theiler  von  den  Discriminanten  der  Factoren. 

Die  letzten  Sätze  ergeben  sich  auch  auf  folgende  Weise, 
wobei  wir  den  Buchstaben  Wi,cji,  ai,6i,Ci  und  ?%,  a>2i<^2?  ^21^2  die- 
selbe Bedeutung  für  die  Moduln  iHi  und  m2  beilegen,  welche 
m,  09, «,  b,  c  für  m  haben.     Dann  ist  zufolge  (20) 

[1,^202]  =  [l,aa9]  [1,  «icai]  =  [1,  aw,  aiCOi,  aaicooj, 
und  es  gelten  daher  (nach  §.  172)  vier  Gleichungen  von  der  Form 

1  =  1    .  1  -f-  0   .  ^2  «2 
aco  =zf    .  1  +e    .  «2  032  .^2) 


«1»1  — /l 

.1+^1 

.   a.2G}2 

aaicocji  — /a 

.    1    4-   6-2 

.   «2  ^'2 

WO  die  acht  Coefficienten  rechts  solche   ganze  rationale  Zahlen 
sind,  dass  die  sechs  aus  ihnen  gebildeten  Determinanten 

e,  ei,  62,  fei  —  efi,  fe.2  —  ej\,  /i  e.^  —  ej^ 
keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben;  da  aber  jeder  gemein- 
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schaftliche  Theiler  der  drei  ersten  auch  in  den  folgenden  auf- 
geht, so  folgt,  dass  (?,  ^1,  €-2  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben.     Zufolge  (22)  ist  ferner 

(/-f-  6^2 Wo) (/i  +  eiöt2«2)  =/2  +  e^a^Oc^^ 
also 

eei {a^ico^y  —  {e.^  —  efi  —  ej')  {a^  (o^)  -\-ffi  — /i  =  0; 

vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung 

{a.ioa^y  —  boichco-i)  -\-  c^c^  =  0, 
so  ergiebt  sich 

^2  =  6/i  H-  ^1  /  H-  6^1  h,  f-i  =  ffi  —  e^i  «2  C.2 ;  (23) 

aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  folgt,  dass  jeder  ge- 
meinschaftliche Theiler  von  e^ei  auch  in  62  aufgeht;  da  aber  oben 
gezeigt  ist,  dass  diese  drei  Zahlen  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  so  sind  e^ei  relative  Primzahlen.  Ersetzt  man  nun 
in  (22)  die  Grössen  aw,  aiWi,  «2C92  gemäss  (5)  durch 

b-^kVD     hi-^WD     ho  +  h  yD 


2        '             2          '             2          ' 

so  ergiebt  sich 

Iv       eÄ'.,,    1^1       eiA-9,    (ni,n)       ^,    (n,ni) — 

--  ^1, 

(24) 

also  auch 

d       doe'^^    dl        d.^ei^^ 

(25) 

und  ausserdem 

h  —  h^^e               hi  —  hc^ei 
J             2      '    ^'               2        ' 

(26) 

ebenso  erhält  man   aus   der  letzten  der  Gleichungen  (22),   oder 
indem  man  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  (23)  substituirt, 

hei-^h^e  hhi^d2ee^ — 262^2  /9,-x 

^2^ — 9 — ,  h= 4 y^^^) 

Aus  (24)  und  (25)  folgt  abermals,  dass  Jv^  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  Ä:,Ä"i,  und  ebenso  d^  derjenige  von  d^di  ist. 
Sind  also  die  beiden  Moduln  m, nti  gegeben,  so  findet  man 
die  Zahlen  e,  gj,  1^2,  do  aus  (24)  und  (25)  durch  die  Bedingung, 
dass  e^ei  relative  Primzahlen  sein  müssen,  und  hiermit  ist  auch 
eo  zufolge  (27)  gefunden.  Wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  den 
Modul  m2  vollständig  zu  bestimmen,  indem  wir  auch  die  Zahlen 
m2,a.2,  &2i^2  aus  den  Daten  ableiten.  Da  das  Product  mnii  in  m2 
und  folglich  auch  in  [nu]  enthalten  ist,   so   kann  man   zunächst 
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mnii  =  pm2,    m^  ^= (28) 

setzen,  wo  p  eine  natürliche  Zahl  bedeutet;  ersetzt  man  nun  die 
im  Satze  (19)  auftretenden  Normen  durch  ihre  Ausdrücke  gemäss 
(10),  so  erhält  man 

aa^  ^  l)^a.2,     a^  —  — ,  (29) 

mithin  ist  die  Bestimmung  von  mg  und  a^  auf  diejenige  von  p 
zurückgeführt.  Ersetzt  man  ferner  die  Moduln  m,  iTii,  m2  durch 
ihre  Ausdrücke  gemäss  (2),  so  nimmt  die  Gleichung  ms  =  mnii 
die  Form 

[1,  «2]   =  p  [1,  C0\  [1,  OJi]   =  p  [1,  G9i,  ö,  COOJi]  (30) 

an;  man  kann  daher  (nach  §.  172) 

p  =  p     .1+0     .  «2 
pcoi  =  p'    .  1  +  q'    .  «2  (^■^^ 

pCO   =  p      •    1  +  5       •   «2 

pmcoi  =  p'"  .  1  +  q'"  .  0)2 

setzen,  wo  die  acht  Coefficienten  rechter  Hand  solche  ganze 
rationale  Zahlen  sind,  dass  die  sechs  aus  ihnen  gebildeten  Deter- 
minanten 

pq\  pq'\  pq"\   p'q"  —  g'j)",  j/g'" — q'2)"\  p"q"' —  q"}^"^ 

also  jedenfalls  auch  die  drei  Zahlen  q\  q"^  q'"  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  haben*)-  Substituirt  man  nun  in  (31)  für 
o ,  G9i ,  G9  «i  die  aus  (22)  folgenden  Ausdrücke,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

i>(/i  4-  e^a^a^)  =  a^{p'  -f  ^' Ö2) 
p{f  ^  ea-iCJ^)  =  a(p"  -\-  q"  cd^) 
p  (/a  -I-  e^  a.2  «2)  =  aa^  {p'"  +  q'"  Ö2), 
welche,  weil  Ö2  irrational  ist,  in  die  folgenden  zerfallen 

p  e^  «2  =  eil  5':    pea2  ■=  a  3",    p»  63  «2  =  ^  ^1  o!"  (^2) 

Pfi  =  %iA        pf  =  cip",        pfc^  =  aa^p'".  (33) 

Substituirt  man  in  (32)  für  ctg  clen  in  (29)  angegebenen  Aus- 
druck, so  erhält  man 


*)  Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  der  aus  (31)  leicht  abzuleitenden 
Gleichung  ^'w-j-g^wi  =  q'"  =  q'  m'  -\-  q"  w^  ein  für  die  Theorie  der  com- 
plexen  Multiplicaüon  der  elliptischen  Functionen  sehr  wichtiger  Satz  (vergl. 
meinen  Aufsatz  (§.  7)  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modtd- Functionen 
in  Crelle's  Journal,  Bd.  83). 
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ae^=  p  i,    «1  e  —  p  g",     e^  —  i)  q'",  (34) 

und  da  q\  g",  q"\  wie  oben  bemerkt,  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  so  ist  })  offenbar  als  grösster  (positiver)  gemein- 
schaftlicher Theiler  der  drei  bekannten  Zahlen  agj,  ci^e^  e^  voll- 
ständig bestimmt,  und  dasselbe  gilt  mithin  von  den  drei  Zahlen 
(l^  q^\  q"\  sowie  von  den  beiden  Zahlen  Wj,  «2,  welche  sich  aus 
(28)  und  (29)  ergeben.  Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichungen 
(33)  mit  2  a,  2  «i ,  2 ,  und  ersetzt  a  üi  durch  p"^  a^ ,  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  (34),  wenn  man  im  fi^f,  f^  die  in  (26)  und 
(27)  angegebenen  Ausdrücke  substituirt,  die  Gleichungen 

^  -  q'b,  =  2a,p',    ^  -  q"b,  =  ^a.p". 

2p 
also  die  Congruenzen 

q'h2^ 

P 


q"  o>  ^  -^— 
P 

^m  r    _  ^  ^1  +-  (k  e  ei 


(mod.  2^2),  (35) 


2p 

durch  welche  die  Zahl  bo  nach  dem  Modul  2  «2  vollständig  be- 
stimmt ist,  weil  q\  q'\  q'"  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben 
(vergl.  §.  145);  und  hieraus  ergiebt  sich  endlich  auch  c.2  durch 
die  Gleichung 

bj-d,_  (36) 

4  «2 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  des  Productes  1112  aus  den  beiden 
Factoren  m,  itti  vollendet,  und  wir  haben  nur  noch  die  folgende 
Bemerkung  hinzuzufügen.  Da  die  Existenz  des  Moduls  iiu  =  m  m^ 
von  vornherein  gewiss  ist,  so  müssen  wir  schliessen,  dass  die  in 
(26),  (27),  (29),  (35)  und  (36)  in  Form  von  Brüchen  auftretenden 
Zahlen  in  Wahrheit  gcm^e  Zahlen,  dass  ferner  die  drei  Con- 
gruenzen (35)  wirklich  mit  einander  vereinbar  sind,  und  dass 
die  so  erhaltenen  Zahlen  a.2 ,  h.2 ,  <?2  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben ;  dies  Alles  würde  sich  auch  auf  directem  Wege  leicht 
beweisen  lassen,  was  wir  jedoch  dem  Leser  überlassen  wollen"^). 


*)  Vergl.  Arndt :  Auflösung  einer  Aufgabe  in  der  Comjiosiüon  der  qua- 
dratischen Formen  (Crelle's  Journal,  Bd.  56). 
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Wir  bezeichnen  nun  mit  x^  y  und  ^i,  iji  zwei  Systeme  von 
unabhängigen  Variabelen   und  bilden   die  bilinearen   Functionen 

X.2  =pxx,  -f  p'xy^  +  2^"y^i  +■  p"'yyi  ^^rj. 

y-i  =  a'xyi  -f  (z"2/^i  -t  (i"'yyi\ 

setzt  man  ferner 

^  =  m{x  -^  yco),    ^^  —  m^  (^^  -j-  v/^  Oj),    ^.^  =  m^  {x^^  ^  y-^  w^), 

so  folgt  aus  (28)  und  (31),  dass  ^^  =  ft^tj,  also  für  rationale 
Werthe  der  Variabelen  auch  N (^2)  =^  ^ W  ^ (i^i)  ist;  ersetzt 
man  diese  Normen  durch  ihre  Ausdrücke  gemäss  (14)  und  be- 
rücksichtigt (19),  so  ergiebt  sich 

<^2  ^2    I    02  X2  y^  T"  ^2 1/2  (^9\ 

—  {ax'^  -\-  hxy  -\-  cy'^  (a^xl  +  hiX^y,^  -\-  c^y\)] 

man  sagt  daher,  die  Form  («2,  ^^2^  ^2)  o^bß  durch  die  bilineare 
Substitution  (37)  in  das  Product  der  beiden  Formen  (a,  |?>,  c) 
und  (%,  l&i,  Ci)  über,  und  nennt  die  erste  Form  zusammengesetzt 
aus  den  beiden  letzteren"^);  offenbar  ist  (38)  in  Folge  von  (37) 
eine  Identität,  welche  für  beliebige  Werthe  der  unabhängigen 
Variabelen  gilt.  — 

Die  vorstehende  Darstellung  der  Multiplication  der  Moduln 
bildet  zugleich  die  Grundlage  für  die  Behandlung  der  umgekehr- 
ten Aufgabe,  alle  Moduln  m  zu  finden,  welche  der  Bedingung 
mnii  =  m2  genügen,  wo  rrti  und  m2  gegebene  Moduln  bedeuten. 
Wir  beschränken  uns  aber  hier  darauf,  einige  Hauptpuncte  dieser 
äusserst  wichtigen  Untersuchung  hervorzuheben,  uöd  überlassen 
die  weitere  Ausführung  dem  Leser.  Aus  (20)  folgt,  dass,  wenn  die 
Aufgabe  lösbar  sein  soll,  die  Ordnung  rti  des  Moduls  rtti  durch 
die  Ordnung  rt2  des  Moduls  nia  theilbar  sein  muss;  diese  erforder- 
liche Bedingung,  welche  im  Folgenden  stets  als  erfüllt  voraus- 
gesetzt wird  und  auch  durch  tti  n2  =  r\2  oder  hi  =  e^  hi  aus- 
gedrückt werden  kann,  ist  aber  auch  hinreichend,  und  es  giebt 
dann  immer    unendlich    viele  Moduln  m,  welche   die  Bedingung 


*)  Vergl.  §.  146.  Die  allgemeinste  Art  der  Composition  der  binären 
quadratischen  Formen ,  wie  sie  von  Gauss  dargestellt  ist  (D.  A.  artt.  235, 
236),  erhält  man,  wenn  man  statt  der  speciellen  Darstellungsform  (2)  der 
Moduln  die  allgemeinere  Form  (1)  zu  Grunde  legt;  dies  ist  in  §.  170  der 
zioeiten  Auflage  dieses  Werkes  (1871)  geschehen ,  wo  ich  auch  für  die  qua- 
dratischen Formen  schon  den  Ausdruck  («,  y^  h,  c)  statt  (a,  Z>,  c)  gewählt 
habe  (vergl.  die  Anmerkung  auf  S.  388  und  eine  Mittheilung  von  Kronecker 
im  Sitzungsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  30.  Juli  1885). 
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mmi  =  m.j  erfüllen.  Zunächst  findet  man  nach  (16)  oder  (17) 
durch  Multiplication  mit  ni(  oder  mr^  leicht  den  Hauptsatz,  dass 
es  immer  einen  und  nur  einen  solchen  Modul  m  giebt,  dessen 
Ordnung  =  n2  ist;  bezeichnet  man  diesen  gegebenen  Modul 
iria  mr^  der  Kürze  halber  wieder  mit  m2 ,  so  wird  zugleich  die 
allgemeine  Aufgabe  auf  den  speciellen  Fall  zurückgeführt,  in 
welchem  tUi  =  iii  ist,  und  man  braucht  sich  nur  noch  mit  der 
Lösung  der  Gleichung  mni  =  m.j  zu  beschäftigen.  Die  Ordnung  n 
des  Moduls  m  niuss  so  beschaffen  sein,  dass  rt2  ==  hHi  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  von  n  und  rti,  also  li  =  elv^  wird,  wo  e 
relative  Primzahl  zu  e-^  ist;  nachdem  man  für  den  Modul  m  eine 
solche  Ordnung  n,  also  auch  eine  solche  Zahl  e  ivülhürlich  ge- 
wählt hat,  leuchtet  ein,  dass  stets  m  iii  ==  m  Ua  ist,  und  es  kommt 
daher  nur  darauf  an,  alle  Moduln  m  von  dieser  Ordnung  n  zu 
finden,  welche  der  Bedingung  mn.2  =  1112  genügen.  Um  nach- 
zuweisen, dass  mindestens  ein  solcher  Modul  m  existirt,  wähle 
man  die  in  m2  =  /%  [1^  ^2]  auftretende  Zahl  02  so,  dass  c.2  rela- 
tive Primzahl  zu  %  wird,  was  nach  einer  früheren  Bemerkung 
stets  möglich  ist ;  setzt  man  alsdann  die  vorher  gewählte  Zahl 
e  =  p  q'\  wo  q"  den  grössten  Divisor  von  e  bedeutet ,  welcher 
relative  Primzahl  zu  «2  ist,  so  findet  man  leicht,  dass  der  Modul 
m  =  nhlp^  2"  «2]  der  Bedingung  mn2  =  m2  genügt,  und  dass  u 
seine  Ordnung  ist.  Um  aus  diesem  einen  Modul  tu  alle  anderen 
zu  finden,  benutze  man  den  schon  vorher  bewiesenen  Satz,  dass, 
wenn  b,  c  zwei  beliebige  Moduln  von  gleicher  Ordnung  n  sind, 
es  immer  einen  und  nur  einen  Modul  a  =  cb"^  von  derselben 
Ordnung  n  giebt,  welcher  der  Bedingung  ab  =  c  genügt;  hier- 
durch wird  die  vollständige  Lösung  unserer  Gleichung  mn2=m2 
auf  den  speciellen  Fall  m2  =  »2,  also  auf  die  Aufgabe  zurück- 
geführt, alle  Moduln  m  von  der  Ordnung  n  zu  finden,  welche 
der  Bedingung 

mna  =  n2  (39) 

genügen.     Da  nun,   wenn  0  die   frühere   Bedeutung   hat,   immer 

0 112  =  0  ist ,  so  genügt    ein   solcher  Modul   m   gewiss   auch   der 

Bedingung 

m  0  =  0 ;  (40) 

diese  Moduln,  zu  welchen  offenbar  n  selbst  gehört,  sind  von  be- 
sonderer Wichtigkeit,  und  wir  wollen  jeden  Modul  ni  von  der 
Ordnung   n,   welcher   diese  letzte  Bedingung   erfüllt,   aus   einem 
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sogleich  anzugebenden  Grunde  eine  Wurzel  der  Ordnung  n  nennen; 
es  ist  zweckmässig,  zunächst  alle  diese  Wurzeln  von  n  zu  be- 
stimmen, worauf  es  keine  Schwierigkeit  haben  wird,  diejenigen 
von  ihnen  auszusondern,  welche  auch  die  Bedingung  (39)  erfüllen. 
Da  die  Zahl  1  in  d  enthalten ,  also  immer  m  >  m  o  ist 
(g.  170,  (22)),  so  folgt  aus  (40)  zunächst 

m  >  0,  (41) 

also  besteht  jede  Wurzel  m  aus  lauter  ganzen  Zahlen.  Da  ferner 
n  =:m:m,  und  allgemein  (c  :  a)  :  b  =  c  :  ab  ist  (§.  170,  (17)),  so 
folgt  aus  (8)  und  (40)  auch  oÄ;  =  n :  o  =  (m :  m):o  =  m:mo  =  m :  o, 
also 

^  =  0^,  (42) 

mithin  (nach  §.  170,  (14))  auch 

0  Z;  >  m.  (43) 

Da  ausserdem  (o,  da;)  =:  N(Iv)  =  A;^  >  0  ist,  so  folgt  aus  (41) 
und  (43),  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  m  der  Ordnung  n  endlich 
ist  (§.  171,  II);  diese  Anzahl  wollen  wir  mit  l  bezeichnen.  Aus 
der  Definition  (40)  folgt  ferner  unmittelbar,  dass  diese  l  Wurzeln 
insofern  eine  Gruppe  bilden,  als  jedes  Product  aus  zwei  solchen 
Wurzeln  wieder  eine  Wurzel  derselben  Ordnung  n  ist,  und 
hieraus  ergiebt  sich  durch  die  schon  oft  angewendete  Schluss- 
weise (vergl.  §.  149),  dass  für  jede  Wurzel  m  der  Ordnung  n 
der  Satz 

m'  =  n  '  (44) 

gilt.  Umgekehrt,  sobald  unter  den  Potenzen  m,  m^,  m^ .  .  .  eines 
Moduls  m  sich  eine  Ordnung  n  =  m*"  vorfindet,  so  ist  n  zufolge 
(20)  auch  die  Ordnung  von  m;  da  ferner  die  r*^  Potenz  einer 
jeden  in  m  enthaltenen  Zahl  auch  in  n  enthalten,  also  eine 
ganze  Zahl  ist,  so  besteht  m  (nach  §.  173,  V)  aus  lauter  ganzen 
Zahlen;  mithin  ist  mo  ein  Ideal ^  und  da  (mD)'*=  iuv=  o  ist, 
so  folgt  auch  mo  =  o,  also  ist  m  eine  Wurzel  der  Ordnung  n. 
womit  zugleich  die  eingeführte  Benennung  gerechtfertigt  ist. 

Der  oben  aus  der  allgemeinen  Modultheorie  (§.  170)  ab- 
geleitete Satz  (43)  bestätigt  sich  auch  durch  die  Rechnung,  wenn 
man  für  m  die  in  (2),  (3),  (5)  eingeführten  Bezeichnungen  bei- 
behält. Setzt  man  noch  mcj  ^=  a,  so  sind  die  Basiszahlen  des 
Moduls 

m  =  [m,  a]  (45) 
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zufolge  (41)  ganze  Zahlen,  und  aus  (40),  (19)  und  (10)  ergiebt 
sich  JV(m)  ==  1,  also  a  =  w^;  hieraus  folgt  weiter,  dass  h  durch 
m  tJieilbar,  mithin  e  relative  Primzahl  zu  m  ist;  da  aber 
6'  =  aN{co)  =  N(a)  ^=  aoi'  ist,  so  sind  die  Basiszahlen  m,  oc 
ebenfalls  relative  Primzahlen  ^  was  auch  unmittelbar  aus  (40), 
nämlich  aus 

om  4-  0  a  =  0  (46) 

folgt;  da  nach  (7)  ausserdem 

n  =  [1,  ma]  (47) 

ist,  so  geht  m  in  dem  Index  k  auf,  und  wenn 

a  =  t  -^  ud  (48) 

gesetzt  w^ird,  so  ist  k  =  ti  m,  liO  =  —  tm  -{-  ma,  woraus  wirklich 

(43)  und  zugleich 

(o,  m)  =  (m,  0  /t)  =  k  (49) 

folgt.  Umgekehrt,  wenn  eine  natürliche  Zahl  m  relative  Primzahl 
zu  der  irrationalen  Zahl  w  (also  auch  zu  deren  Norm  c)  ist,  so 
hat,  wie  man  leicht  findet,  der  Modul  (45)  die  Ordnung  (47), 
und  aus  (46)  folgt  (40),  mithin  ist  m  eine  Wurzel  von  n'^). 

Um  nun  die  Anzahl  l  zu  bestimmen,  ist  es  zweckmässig,  die 
Darstellung  (45)  in  eine  andere  Form  zu  bringen,  aus  welcher 
man  die  wahre  Natur  und  die  gegenseitigen  Beziehungen  der 
Wurzeln  m  noch  deutlicher  erkennen  wird.  Hierzu  bemerke 
man,  dass  unter  den  in  m  enthaltenen  Zahlen  sich  auch  solche 
finden,  die  relative  Primzahlen  zu  k  sind;  denn  weil  a  =  t  -\-  uO 
schon  relative  Primzahl  zu  m  ist,  und  folglich  >h,  f,  u  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  kann  man  die  ganze  ra- 
tionale Zahl  2!  so  wählen,  dass  t  -\-  ms  relative  Primzahl  zu  u 
wird,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Zahl  a  -\-  mz  (welche  auch 
statt  «  als  zweite  Basiszahl  von  m  dienen  könnte)  relative  Prim- 
zahl-zu  m  und  u^  also  auch  zu  k  =r  mu  ist.  Wählt  man  nun 
aus  m  nach  Belieben  eine  Zahl  ^,  welche  relative  Primzahl  zu  k 
ist,  so  sind  auch  die  k  Zahlen  q,  2  q^  ?»  q  .  .  .  kQ  in  m  enthalten, 
und  da  sie  incongruent  nach  /.;  sind,  so  bilden  sie  zufolge  (49) 
ein  Bestsystem  von  m  nach  ok^  und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht 
auf  (43)  die  neue  Darstellung 


*)  Zugleich  ist  m  [1 ,  «]  =  [1 ,  «] ,  und  damit  m  auch  der  Bedingung 
(39)  genüge,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Ordnung  [1, «]  durch 
die  Ordnung  n2  theilbar  sei. 
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m  =  [k,  Fö,  q]  =r  d/v  -f  [qI  (50) 

Umgekehrt,  wenn  q  :=  r  -\-  sO  eine  beliebige  relative  Primzahl 
zu  A-  ist,  so  findet  man  durch  Reduction  des  vorstehenden  Moduls 
m  auf  eine  zweigliedrige  Basis  m,  a,  dass  h^=mu,  und  a  =  t  -{-n(l 
relative  Primzahl  zu  m  ist,  woraus  nach  dem  Obigen  folgt,  dass 
m  eine  Wurzel  der  Ordnung  n  =  [1 ,  kO]  ist.  Jede  Wurzel  m 
der  Ordnung  n  ist  also  durch  eine  beliebige  in  ihr  enthaltene 
Zahl  Q  vollständig  bestimmt,  welche  relative  Primzahl  zum 
Index  k  ist,  und  man  kann  daher  diese  Wurzel  m  zweckmässig 
durch  das  Symbol  n^,  bezeichnen ;  ist  6  ebenfalls  relative  Prim- 
zahl zu  k^  so  gilt  dasselbe  von  q6,  und  da  dieses  Product  in 
dem  Producte  UqUo  enthalten  ist,  so  ergiebt  sich 

n,,  Ha  r-  n.,a,*  *  (51) 

worin  das  Gesetz  der  Multiplication  der  Wurzeln  von  n  seinen 
einfachsten  Ausdruck  findet.  Sollen  ferner  die  beiden  Zahlen  q 
lind  ö  eine  und  dieselbe  Wurzel  Uo  =  tia  erzeugen,  so  ist  er- 
forderlich und  hinreichend ,  dass  6  ^  r  q  ^  q  ^  s  ö  (mod.  k)  sei, 
wo  r,  s  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten;  hieraus  folgt  aber 
rs  ^  l  (mod.  /v),  also  muss  r  relative  Primzahl  zu  k  sein;  und 
umgekehrt,  wenn  6  ^  tq  (mod.  k)  ist,  wo  r  eine  ganze  rationale 
Zahl  bedeutet,  welche  relative  Primzahl  zu  k  ist,  so  ist  gewiss 
x\a  =  Ho.  Es  giebt  mithin  (nach  §.  18)  in  Bezug  auf  k  immer 
genau  cp  (Je)  verschiedene  Zahlclassen,  welche  aus  lauter  Zahlen  q 
bestehen,  die  relative  Primzahlen  zu  k  sind  und  alle  eine  und 
dieselbe  Wurzel  n^  der  Ordnung  n  erzeugen;  bezeichnet  man 
daher  (nach  §.  180)  mit  cp(ok)  die  Anzahl  aller  nach  k  in- 
congruenten  Zahlen  q  in  o,  welche  relative  Primzahlen  zu  Zu- 
sind, so  ergiebt  sich  für  die  Anzahl  l  aller  verschiedenen  Wur- 
zeln n^  der  Ordnung  it  der  Ausdruck 

/-^-  (52) 

Hierin  ist  nun 

wo  das  Product  über  alle  verschiedenen,  in  k  aufgehenden  ratio- 
nalen Primzahlen  2^  auszudehnen  ist;  andererseits  ist  (nach 
§.  180,  (26)) 

^(ok)^kni{l-^). 
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wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  verschiedenen,  in  h  auf- 
gehenden Primideale  p  bezieht;  ordnet  man  die  Factoren  nach 
den  rationalen  Primzahlen  jj,  in  denen  diese  Primideale  aufgehen, 
und  legt  dem  Symbol  (D,  p)  die  im  vorigen  Paragraphen  fest- 
gesetzte Bedeutung  bei,  so  erhält  man 

'(•"  =  '-n('-i)('-!^) 

und  folglich 

^  =  ^n(i-^).  (53) 

Nachdem  hiermit  die  Anzahl  aller  Wurzeln  m  der  Ordnung  n 
bestimmt  ist,  findet  man  leicht  die  Anzahl  aller  derjenigen  unter 
ihnen,  welche  der  obigen  Bedingung  (39)  genügen,  wo  n2  eine 
gegebene,  in  n  aufgehende  Ordnung  bedeutet;  multiplicirt  man 
nämlich  alle  l  Wurzeln  der  Ordnung  n  mit  112,  so  werden  alle 
^2  Wurzeln  von  Hg,  und  zwar  jede  gleich  oft  erzeugt;  mithin  ist 
die  gesuchte  Anzahl  =  l :  7.2,  und  nach  der  obigen  Untersuchung 
ist  dies  zugleich  die  Anzahl  aller  verschiedenen  Moduln  m  von 
der  Ordnung  n,  welche  der  ursprünglich  vorgelegten  Bedingung 
m  ni]  =  in.2  genügen. 

Die  binären  Formen  (a,  |6,  c)  =  (m^,  |m&oi  c)^  welche  nach 
(14)  den  Wurzeln  m  =  [m,  a]  der  Ordnung  n  entsprechen,  stimmen 
offenbar  mit  denjenigen  überein,  auf  welche  wir  früher  (§§.  150, 
151)  bei  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  Formen  -  Classen  von 
beliebiger  Ordnung  geführt  sind.  Den  Grund  dieser  lieber  ein - 
Stimmung  erkennt  man  leicht,  wenn  man  nach  §.  181  (S.  579) 
die  Moduln,  ebenso  wie  die  Ideale,  in  Classen  eintheilt  und  die 
feinere  Bestimmung  hinzufügt,  dass  zwei  Moduln  m,  ni,  nur  dann 
äquivalent  heissen  und  in  dieselbe  Classe  aufgenommen  werden 
sollen,  wenn  es  eine  Zahl  rj  von  positiver  Norm  giebt,  welche  der 
Bedingung  m  x?  =  nii  genügt.  Denn  wenn  man  die  oben  fest- 
gesetzten Bezeichnungen  und  Regehi  für  die  Wahl  der  Basis 
eines  Moduls  m  =  »i[l,  cj],  sowie  für  die  Bildung  der  zugehörigen 
Form  (a,  |&,  c)  beibehält,  so  entsprechen  je  zwei  äquivalenten 
Moduhi  auch  zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  (§.  56),  und 
umgekehrt;  beides  ergiebt  sich  leicht  daraus,  dass  die  Aequivalenz 
der  Moduln  m  =  m[l,  0],  irti  =  Wi[l,  Oj]  in  der  Existenz  einer 
Zahl  rj  von  positiver  Norm  besteht,  welche  der  Bedingung 
[t?,  rjcj]  =  [1,  (Ol]  genügt,  und  dass  sowohl  diese  Bedingung  wie 
die  eigentliche   Aequivalenz   der  zugehörigen   Formen  (a,  ^6,  c), 
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(%,  l&i,  <?i)  mit  der  Existenz  von  vier  ganzen  rationalen  Zahlen 
jp,  ^,  r,  s  zusammenfällt,  welche  die  Gleichungen 

>?=jP  +  5«]7     rjG)  =  r  -^  scoi,     co  = — - — , 

j^s  —  gr=  -f-  1 

befriedigen  *).  Mithin  entsprechen  die  Modul-  und  Formen-Classen 
sich  gegenseitig  und  eindeutig.  Bezeichnet  man  nun,  wie  früher, 
mit  0  die  Hauptclasse  der  Ideale,  so  erzeugt  jede  Modulclasse  M 
eine  Ideal classe  MO'^  umgekehrt,  wenn  A  eine  beliebige  Ideal- 
classe,  und  n  eine  beliebige  Ordnung  ist,  so  folgt  aus  unserer 
obigen  Untersuchung  über  die  umgekehrte  Aufgabe  der  Multi- 
plication  der  Moduln,  dass  es  immer  mindestens  eine  Classe  M 
von  der  Ordnung  n  giebt,  welche  diese  Idealclasse  A  erzeugt, 
und  zwar  findet  man  leicht,  dass  jede  Idealclasse  A  durch  gleich 
viele  Modulclassen  M  von  der  Ordnung  n  erzeugt  wird.  Be- 
zeichnet man  daher  mit  7^'  die  Anzahl  der  verschiedenen  Modul- 
classen Jf  für  die  Ordnung  n,  mit  h  die  Anzahl  der  Idealclassen, 
so  ist  h'  =  rh^  wo  r  die  Anzahl  derjenigen  Classen  M  bedeutet, 
welche  der  Bedingung  310  =  0  genügen  und  folglich  durch 
Wurzeln  der  Ordnung  n  repräsentirt  werden.  Bezeichnet  man  nun 
mit  l  die  Anzahl  aller  derjenigen  von  diesen  l  Wurzeln,  welche  der 
Hauptclasse  der  Ordnung  n  angehören,  also  mit  n  äquivalent  sind, 
so  findet  man  ebenso  leicht,  dass  jede  solche  Classe  M  durch  A 
verschiedene  Wurzeln  repräsentirt  wird,  dass  also  Z  =  r  A,  mithin 

ist  (vergl.  §.  151).  Bedeutet  aber  ni  =2  [m,  a]  eine  solche  mit  n 
äquivalente  Wurzel  von  n,  so  ist  m  =  ni?,  woraus  folgt,  dass  r] 
in  m  enthalten,  also  eine  ganze  Zahl  und  zwar  eine  Einheit  (von 
positiver  Norm)  ist,  weil  sie  in  den  beiden  relativen  Primzahlen 
m,  ci  aufgehen  muss;  und  da  umgekehrt  einleuchtet,  dass  jeder 
Einheit  rj  ein  mit  n  äquivalenter  Modul  nrj  entspricht,  welcher 
eine  Wurzel  von  n  ist,  so  ist  l  die  Anzahl  aller  derjenigen  Ein- 
heiten rj^  denen  verschiedene  Moduln  nrj  entsprechen.  Da  nun 
alle  Einheiten  rj^  mag  ihre  Anzahl  endlich  oder  unendlich,  also 
die  Grundzahl  D  negativ  oder  positiv  sein,  in  der  Form  +  £* 
enthalten  sind,  wo  s  eine  bestimmte  Einheit,   und  s  jede  ganze 


*)  Yergl.  meine  auf  S.  0-18  citirte  Schrift  (§.  1). 
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rationale  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  X  der  kleinste 
positive  Exponent  ist,  welcher  bewirkt,  dass  die  Potenz  £^  eine 
in  der  Ordnung  n  enthaltene  Zahl  wird.  Hiermit  ist  vermöge 
(55)  für  jede  Ordnung  n  das  Verhältniss  der  Classenanzahl  ^  zu 
der  Anzahl  h  der  Idealclassen  gefunden,  und  man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  die  früher  (in  §§.  97,  99,  100,  151)  gewonnenen 
Resultate  mit  dem  jetzigen  vollständig  übereinstimmen*). 


*)    Dieselbe  Aufgabe  habe   ich   für  beliebige  Körper  in  der  auf  S.  580 
citirten  Festschrift  behandelt. 
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